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D1. Reggel Benedek s Bence megevett egy rekesz egrest. Eme egresek negyedét ette meg Bence, felét s még hetet
Benedek. Mely egész szem egres lehetett e rekeszben?

Megoldas: Jeldlje a megevett egresek szamat z. A feladat szévege alapjan Benedek
z

meg, Benedek pedig 5 + 7-et. Tudjuk, hogy 7 + § + 7 = x, ezt atrendezve: 7=z — §
pedig = = 28. Tehat 28 egrest ettek meg Osszesen.

egrest evett
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D2. A szamok hasznalatanak szigoritasarol targyal négy, a matematikat nem kedvel$ maja isten. Chaac ki nem allhatja
a primeket, igy 6 betiltand a primszamok hasznalatat. [tzamna azokat a szadmokat nem szereti, amik felirhatok két paros
szam szorzataként. Pawahtun a harommal oszthatéakat tiltand be. Yum Kaax pedig azon szamokat nem szereti, amik
felirhatok két kiilonb6zs pozitiv primszam Osszegeként. Hany szamot lehetne hasznélni az 1,2, ...,20 szamok koziil, ha
mind a négy tiltas érvénybe lépne?

Megoldas: Ha Chaac tiltdsa érvénybe 1ép, akkor be lesz tiltva a 2, a 3, az 5, a 7, a 11, a 13, a 17 és
a 19. Ha Pawahtun tiltdsa is érvénybe lép, akkor tobbé a 6-ot, a 9-et, a 12-t, a 15-6t és a 18-at sem
lehet majd hasznélni. Itzamna miatt ezeken kiviil még a 4(= 2-2), a 8(=2-4), a 16(= 2-8) és a
20(= 2-10) is be lennének tiltva. Mivel 7+ 3 = 10 és 11 + 3 = 14, Yum Kaax nem engedné tobbé
ezeknek a szdmoknak a hasznalatat sem. Az 1 hasznélatat viszont egyik§jiik sem tiltana be. Tehat az
1, 2, ..., 20 szdmok koziil minddssze 1-et lehetne hasznalni a tiltdsok érvénybe 1épése utan.

D3. Ot barat, Lili, Dalma, Eszti, Balazs és Aron, magassagi sorrendbe allnak. A magassagaik csokkend sorrendben
173 cm, 171 cm, 166 cm, 165 cm és 162 cm. Mindenki a nala alacsonyabbakat és a sajat szomszédait latja. Tudjuk, hogy:

e Aronnak csak egy szomszédja van.
e Balazs csak lanyokat 1at.
e Eszti a legmagasabb lany.

e Lili nem latja Dalmét.

Hany centiméter kiilonbség van Lili és Dalma magassaga kozott?

Megoldas: Lili nem latja Dalméat, ezért Lili az alacsonyabb, és valakinek kozottiik kell &llnia. Ez az
ember Eszti nem lehet, mert magasabb naluk. Aron sem lehet, mert neki csak egy szomszédja van.
Tehat csak Balazs allhat kozottiik. Mivel Aronnak csak egy szomszédja van és Balazs csak lanyokat
lat, ezért Aron a legmagasabb. A harmadik pont alapjan Esztinél alacsonyabb Dalma és Lili. Balazs
is, mert 6 Dalmaék kozott all. Ezek miatt a magassagi sorrend legalacsonyabbtél legmagasabbig csak
Lili, Balazs, Dalma, Eszti, Aron lehet, és ez a sorrend megfelel a feladat allitasainak. Igy Lili és Dalma
magassaga kozott 4 centiméter van.

D4. Odiisszeusz szeretne bepakolni 7 ladat a hajoja 4 tarolojaba, melyek 1-t6] 4-ig vannak szamozva. Ahhoz, hogy
a hajo sulyeloszlasa jo legyen, a 2-es taroloba legalabb annyi ladanak kell keriilnie, mint az l-esbe, és a 3-as taroloéba
legalabb annyinak, mint a 4-esbe. Hanyféleképpen tudja elhelyezni a ladékat, ha minden taroloba legalabb egyet tesz? A
laddk nincsenek megkilonboztetve, és eqy tdaroldba akdrmennyi ldda belefér.

Megoldas: Nevezziik a 2. és 3. tarolokat kozépsének, az 1. és a 4. tarolokat kiils6nek. Mivel minden
taroloba legalabb egy lada keriil, ezért elég megnézni, hogy a maradék 3 ladat hanyféleképpen tudjuk
elhelyezni a szabélyoknak megfelelen. A lehetséges esetek:

e Mindhéarom lada egy taroloba keriil: Ekkor ez csak az egyik kozépss tarolo lehet. — 2 eset

e Két lada ugyanabba a taroloba keriil, a harmadik egy maésikba: A két lada valamelyik kézépso
taroloba keriilhet. Az utolso ladat igy vagy az ezzel szomszédos kiils6, vagy a méasik k6zépss
taroloba teheti. = 2-2 =4 eset

e Mindhérom lada kiilon-kiilon taroloba keriil: Csak valamelyik kiils6 tarold6 maradhat ki. =— 2
eset
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Igy osszesen 8 kiilonbézé modon tudja Odiisszeusz elhelyezni a ladékat.
D5. Melyik a legnagyobb olyan négyjegyd szam, mely oszthaté mind a négy szdmjegyével, és szamjegyei mind

kiilonbozsek?

Megoldas: Mivel a megfejtés csupa kiilonb6zd szamjegybdl all, legfeljebb 9876 lehet. Ha a megfej-
tés legaldbb 9000, akkor biztosan oszthatd 9-cel, szdval vizsgaljuk a 9876-nal kisebb 9-cel oszthatd
szamokat. A 9873 nem oszthat6 8-cal, szdval nem teljesiti a feladat feltételeit. A 9864 viszont oszthatd
9-cel, 8-cal, 6-tal és 4-gyel is, tehét ez a legnagyobb olyan négyjegyt szam, mely eleget tesz a feladat
feltételeinek.

D6. Az ABCD konvex négyszég AB oldala 18 cm hosszt. Az ABC és ABD haromszogek teriilete 63 cm?, a BC' D
haromszdg teriilete pedig 42 cm®. Hany centiméter hosszt a C'D oldal?

Megoldas: Az ABC és ABD haromszogek alapja azonos, és teriiletiik megegyezik, ezért abbol, hogy
a teriilet az alap és magassig szorzatanak fele, a C' csiicshoz tartozo6 magassag és a D cstucshoz tartozo
magassag (a megfelel haromszogekben) is 7 cm. Ez azt jelenti, hogy a négyszog egy trapéz, amely-
nek parhuzamos oldalai AB és CD, magassaga pedig 7 cm. DCB teriilete 42 cm?, ebbdl szintén a
teriiletképlet felhasznélasaval adodik, hogy C'D = 12 cm.

D7. Eldoradéban egy év 20 hénapboél és minden honap 20 napbol all. Egy nap Brigi megkérdezte az Eldoradéban
lako Adélt, hogy mikor van a sziiletésnapja. Adél azt felelte, hogy csak azt arulja el, hogy a sziiletésnapjaban mennyi a
honap és a nap szaménak a szorzata (példaul ha a 4. honap 19. napjan sziiletett, akkor 4 - 19 = 76-ot mondott). Ebbé&l

Brigi mar meg tudta hatarozni, hogy mikor van Adél sziiletésnapja. Ezen informéciok alapjan hany olyan napja van az
évnek, amelyen Adél sziilethetett?

Megoldas: Vegyiik észre, hogyha Adél az a-adik honap b-edik napjén sziiletett volna, akkor pontosan
ugyanazt a szamot mondta volna Briginek, mintha a b-edik hénap a-adik napjén sziiletett volna.
Tehat csak akkor lehetséges, hogy Brigi meg tudta hatarozni a sziileténapjat ennyibdl, ha a sziiletési
ddtumaban a hénap és a nap szama megegyezik.

e Az 1. honap 1. napjan sziilethetett Adél, hiszen az 1 masképpen nem irhaté fel két pozitiv egész
szam szorzataként.

e A 2. hénap 2. napjan nem sziilethetett, hiszen 2-2 =4- 1.
e A 3. honap 3. napjan nem sziilethetett, hiszen 3-3 =9- 1.
e A 4. hénap 4. napjan nem sziilethetett, hiszen 4 -4 =16 - 1.

e A p-edik honap p-edik napjan sziilethetett Adél (ahol p egy haromnél nagyobb prim, azaz 5,
7, 11, 13, 17, vagy 19), hiszen akkor p?-et mondott Briginek, ami kizardlag p - p,1 - p? és p* - 1
alakban irthato fel, de ekkor mar p? > 20.

e A 6. honap 6. napjan nem sziilethetett, hiszen 6 -6 = 3 - 12.
e A 8. hoénap 8. napjan nem sziilethetett, hiszen 8 - 8 =4 - 16.

e A 9. honap 9. napjan sziilethetett, hiszen 9-9-nek nincsen 9-nél nagyobb, de 20-nal nem nagyobb
osztoja.

e A 10. honap 10. napjan nem sziilethetett, hiszen 10 - 10 = 5 - 20.
e A 12. honap 12. napjan nem sziilethetett, hiszen 12-12 =9 - 16.

e Ha n > 12, akkor az n. honap n. napjan sziilethetett Adél, hiszen semelyik ilyen n esetén nem
lesz n - n-nek n-nél nagyobb, de 20-nal nem nagyobb osztdja.

2/
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Osszeszamolva ezeket a lehetdségeket (1, 5, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20) Adél az évnek
Osszesen 13 napjéan sziilethetett.

D8. Adott az ABC héaromszog és két kor (ki1 és k2) gy, hogy a ki kor dtméréje AB és a ko kor atmérsje AC.
Legyen a BC' szakasz és a k1 kor B-t6l kiillonb6z6 metszéspontja P, valamint a BC' szakasz és a ko kor C-t6] kiilonb6z6
metszéspontja Q. Tudjuk, hogy AB = 3003, AC' = 4004 és BC' = 5005. Mennyi a P és ) pontok tavolsaga?

Megoldas: A P és () pontok tavolsaga 0, hisz az A pontbdl htizott magassag talpontja, T', a Thalész-
tétel miatt mindkét koron rajta lesz, kiilonbdzik B-t6l és C-t6l, és rajta van a BC' szakaszon, agyhogy
alkalmas P-nek és Q-nak, igy P =T = Q).

D9. Egy polisz 90 db négyzet alapt hazbol all (lasd az alabbi térképet). A polisznak két része van: a sziirke 1ész a
belvaros, mely 40 hézbol all, a maradék rész pedig a kiilvaros, mely 50-bsl. A varost 30 db, harom héazbol all6 Gsszefiiggd
korzetre osztjak. Minden korzetnek lesz egy képviselGje, azon részbdl, amelyhez a benne 1év6 hazak tobbsége tartozik.
Mi a belvarosi képviselSk lehets legnagyobb széma? FEgy hdrom hdzbdl dllé korzet akkor dsszefiiggd, ha van olyan hdz a
hdrom kéziil, melynek mindkét mdsikkal van kézés oldala.

Megoldas: 19 belvarosi képvisels elérhetd pl. az alabbi beosztas szerint:

20 vagy tobb belvarosi képvisel§ ugyanakkor nem érhetd el. Ugyanis ekkor legalabb 20 korzetben lenne
legalabb ketts belvarosi haz, ami azt jelenti, hogy minden belvarosi haz pontosan ketts belvarosi (és
egy kiilvarosi) hazat tartalmazo korzetben lenne. Ugyanakkor van négy db olyan (az abran x-szel
jelolt) belvarosi haz, amely harom belvarosi hazbol allo korzetben lesz barmely beosztasnal, igy ez nem
lehetséges.

D10. Egy téglalap koréirt kérének sugara 7 cm, teriilete pedig 64 cm?. Hany centiméter a téglalap keriilete?

Megoldas: A téglalap atloja egyben a korilirt korének is az dtmérdgje. Mivel egy kor atmérdjének a
hossza a sugara hosszanak kétszerese, ezért a téglalap atloja 7-2 = 14 egység. Legyen a téglalap egyik
oldala a cm, a masik pedig b cm. Ekkor a téglalap teriilete T = ab, keriilete K = 2(a + b), az atloja
hosszanak a négyzete pedig a Pitagorasz-tétel alapjan 142 = a2 + b?. Ekkor (a +b)? = a® + b* + 2ab =
142 +2-T =196 + 2 - 64 = 324. Tehat a centiméterben mért keriilet felének a négyzete 324. Mivel egy
alakzat keriilete csak pozitiv lehet, emiatt a keriilet fele 18 cm, tehat a téglalap keriilete 36 cm.

D11. Zoli az alabbi 4 x 4-es tablazatot szeretné kitolteni az 1, 2, 3 és 4 szamjegyekkel tigy, hogy minden sorban,
oszlopban, valamint a bal fels§ mez6tél a jobb alséig haladd atloban minden szamjegy pontosan egyszer szerepeljen.
Legfeljebb mennyi lehet a hat sziirke mez&be irt szam Osszege?

Megoldas: A megoldas 17.
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Egyik szam sem szerepelhet tobb mint kétszer a kijelolt mez6kon, mert akkor ilyen szamot nem
tudnank az atloba irni. Ezért az egyetlen lehetGség, amikor az Gsszeg nagyobb lenne, mint 17, az az,
amikor 2 db kettes, 2 db harmas és 2 db négyes keriil a kijelolt mezd&kre. De ekkor ezen hirom szam
koziil valamelyik az atlo kozépss két mezdje koziil valamelyikre keriil, és konnyen lathatd, hogy ebben
az esetben nem tudunk négy darabot ebbdl a szd&mbol beirni, ezért ez az eset nem lehetséges.

D12. Arkhimédész rajzolt a homokba egy 36 cm oldalt négyzetet, majd annak minden csticsa koré egy 36 cm sugart
kort is. Ha a sziirke részek sszteriilete n - 7 cm?, mennyi n értéke?
Ne zavard a kéreimet!

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a sziirke rész az aldbbi szinezett rész négy egybevagd képeként elGall,
ezért a teriilete ennek a négyszerese:

36 cm

A bal oldali halpikkelyt helyezziik at egy vele egybevagé teriiletre, igy egy azonos teriiletti alakzatot
kapunk:

36 cm
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Ez pedig egy negyedkort hataroz meg, melynek sugara 36 cm, tehét a teriilet i-36~36-7r cm? = 3247
cm?. Emiatt az eredeti sziirke rész teriilete 4 - 324 = 12967 cm?, vagyis n = 1296.

D13. A bindris sudoku egy olyan rejtvény, amiben tgy kell kitolteni egy tablazatot 0 és 1 szamjegyekkel, hogy minden
sorban és minden oszlopban ugyanannyi 0 legyen, mint 1, és ne legyen harom cella egymés mellett egy sorban vagy egy
oszlopban, melyben ugyanaz a szamjegy szerepel. Az alabbi binaris sudoku feladvanyt megoldva mi lesz a két atloban
szerepld szamjegyek Osszege?

[an] (e}

Megoldas:

Ha a feladvanyban valahol egymas mellett lenne két azonos jegy vizszintesen vagy fiigg6legesen,
akkor a két "végiikre" csak a masik jegy keriilhet, mivel kiilonben harom azonos jegy lenne egymaés
utdn. Ugyanemiatt, ha van két azonos szdm, melyek egy sorban vagy oszlopban vannak és van k6zottiik
egy Ures hely, akkor arra az iires helyre a masik jegy fog keriilni (lasd az abrakat, a sziirke hattérrel
rendelkezd cellak voltak ismertek, a fehérek, azok, amiket beirtunk).

|
110101 0
|

Ezt a kétféle 1épést alkalmazva és azt figyelembe véve, hogy minden sorban és minden oszlopban
pontosan 4 db 0 és 4 db 1 van, egyszeri kitolteni az abrat ennyire:
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Vegyiik észre, hogy ekkor az x-szel jelolt négyzetbe kizardlag 0 keriilhet, hiszen, ha 1-et irndnk oda,
akkor az lenne a 4. az oszlopaban, tehat az lires mez&kbe mar 0 keriilne, ekkor viszont lenne 3 db 0
egymés folott.

A jobb als6 sarokba 0-t irva és a korabbi észrevételeink segitségével, tovabbi szamokat beirva idaig
tudunk eljutni:
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Vegyiik észre, hogyha az y-nal jelolt cellaba 1-et irnank, akkor az lenne a 4. a sordban és a meg-
marado helyeket 0-kkal kitoltve lenne 3 db 0 egymaés mellett, tehét abba a cellaba kizarolag 0 keriilhet.
Ezt észrevéve ennyire tudjuk kitolteni az abrat:
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Ennél az allasnal, ha a z-vel jelolt cellaba 0-t irnank, akkor az oszlopaba mar nem keriilhetne tobb,
igy viszont 3 db 1 keriilne egymas alé. Tehat z helyére kizardlag 1 keriilhet.
Ezt befrva mar ki tudjuk tolteni az egész dbrat a feladat elején leirt 1épésekkel. A teljes kitoltés:
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Tehat a végeredményben a két féatloban szerepls szamjegyek Gsszege 5.

D14. Mnémosziiné az egyik nap ugy dontott, hogy kiszinezi az Osszes természetes szamot névekvs sorrendben. A 0-t,
az l-et és a 2-t barnéra szinezte, a kedvenc szamat, a 3-at viszont aranyszintire. Innentél minden olyan szamot, amiben
(tizes szamrendszerben) a szamjegyek Osszege egy nala kisebb aranyszind szam, aranyszindre szinezett, a tobbit barnara.
Hany négyjegyi szamot szinezett aranyszintire Mnémosziiné?

Megoldas: Egy szam 9-es maradéka megegyezik a szdmjegyei Osszegének 9-es maradékaval. Tovabba
minden legalabb kétjegyl szam esetén a szamjegyek Osszege kisebb lesz magéanal a szamnal.

Tegyiik fel, hogy egy 9k + 3 alakt szdm nem aranyszind valamilyen k természetes szam esetén.
Legyen a legkisebb ilyen szam m. Ekkor m nem lehet egyjegyt, mivel a 3 aranyszini szim és mas
egyjegyid 9k 4 3 alakt szAm nincs. m viszont tobbjegyt sem lehet, mivel akkor a szdmjegyeinek Gsszege
egy nala kisebb 9k + 3 alakt szdm, ami viszont aranyszint, abbdl kifolyolag, hogy m a legkisebb olyan,
ami nem az, de ekkor m-nek is aranyszintinek kellene lennie, ami ellentmond a feltevésiinknek. Tehat
minden 9k + 3 alakidl szdm aranyszind.

Egy olyan szam viszont, aminek a 9-es maradéka nem 3, nem lehet aranyszind. Ennek bizonyitasahoz
tegyiik fel, hogy n = 9k + [ a legkisebb, nem 9k + 3 alaka szam, ami aranyszint (ahol 0 <1< 9, n # 0
és k természetes szam). Az nyilvanvalo, hogy n nem lehet egyjegyti, ha tobbjegyt akkor viszont a szam-
jegyeinek Osszege egy nala kisebb 9k + [ alakt szdm, aminek a feltételek alapjan szintén aranyszintinek
kellene lennie, ami viszont ellentmond annak, hogy n a legkisebb ilyen.

Tehat mar csak azt kell megszamolnunk, hogy hany négyjegyt 9k + 3 alaka szam van. A legkisebb
k, amire 9k 4+ 3 négyjegyii lesz a 111, a legnagyobb az 1110. Mivel 111 és 1110 kozott 6sszesen 1000
természetes szam van, ezért 1000 darab négyjegyt szdmot festett aranyszintire Mnémosziiné.

D15. Minoész kiraly a 3 fia kozott a téglalap alaki, Kréta nevi szigetét a kovetkezéképpen osztotta fel: felhtizatott
egy falat a sziget egyik atlojaban, és a sziget egyik felét odaadta a legnagyobb fidnak. Majd a maradék haromszog alaki
teriileten a fal nélkiili csicsbol épittetett egy merdleges falat a masik falra. Az igy kapott két teriiletbdl a nagyobbat a
kozépsd, a kisebbet a legkisebb fia kapta. Mindharom fia a sajat teriiletére megépittette a lehets legnagyobb alapteriilett
négyzet alaku palotat. Hanyszor nagyobb a legnagyobb fiti palotajanak a teriilete a legkisebb fiiénél, ha a sziget oldalai
30 m és 210 m hosszuak?

Megoldas: Legyen a téglalap ABC D, a behuzott atlo AC, valamint a B-b&l AC-re éllitott merdleges
talppontja T'. Ekkor tudjuk, hogy az ABC és C'AD héaromszogek egybevagodak, valamint a BCT és a
ABT héaromszogek hasonléak egyméshoz és ABC-hez is. Ekkor viszont a harom kapott teriilet hasonlo
egyméshoz, tehat a palotdk teriileteinek aranya megegyezik a hasonléségi aranyok négyzeteivel. A
legkisebb teriilet 4tfogoja a téglalap rovidebbik oldala, mig a legnagyobbé a téglalap atloja. Pitagorasz-

2
tétel miatt az utéobbi +/2102 + 302 cm, vagyis a kérdéses arany (7W) = 50.

Dlﬁ. Csongi vett egy 12 oldala konvex sokszog alapt pizzat, melynek belsejében nincs olyan pont, amin 3 4tl6 menne
at. Aron fel szeretné vagni a pizzat 3 atl6 mentén tugy, hogy pontosan 6 pizzadarab keletkezzen. Hanyféle moédon teheti
ezt meg? Két felvigdsi mdd kiilonbozd, ha valamelyikben van olyan vdgdsvonal, ami a mdsikban nincs.

Megoldas: Harom egyenes, amelyek kozt nincsenek parhuzamosak és nem egy ponton mennek at, hét
részre osztja a sikot. Ahhoz, hogy a pizzéit csak 6 részre ossza a 3 4tld, pontosan két belsé metszéspont-
nak kell lennie, mivel ha nem metszik egymast a pizzan beliil, akkor 4 részre osztjak a pizzat, ha 1
metszéspont van akkor 5-re, ha 2 akkor 6-ra, ha 3 akkor 7-re. Két lehetGség van:

Ha nincs két 4tlo, aminek az egyik végpontja megegyezik, azaz a 3 atl6 végpontjai hatszoget alkot-
nak, akkor csak tigy lesz két metszéspont, ha a harom atl6 kozil az egyik a hatszog két szemkozti cstcsat
koti Ossze, a méasik ketté masodszomszédos cstcsokat. Ehhez ki kell valasztani 6-ot a 12 csticsbol és
kivalasztani, hogy a harom szemkozti cstcspar kozil melyek kozott fut atlo, ez Gsszesen 3(162) = 2772
lehet6ség.

B



kategdria

212, 2023. februar 10-12.
osztalyosok

XVI. DURER
VERSENY

MATEMATIKA
VALTO
MEGOLDOKULCS

Ha a pizza egyik cstcsaban két atlo talalkozik, akkor ki kell valasztani 5-6t a 12 csticsboél és azt,
hogy az 5-b&l melyikben talalkozik két atld, és ez mar meghatarozza az atlokat, mivel ezt a csicsot
a vele nem szomszédos kivalasztott csticsokkal kell sszekotnie atlonak, a maradék két csicsot meg
egyméssal, hogy két bels6 metszéspont keletkezzen. Fz Gsszesen 5(152) = 3960 lehetdség.

Igy Gsszesen 2772 4 3960 = 6732 lehetSség van.



