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D1. Egy 4 x 4-es tablazat kitoltését vardzslatosnak hivjuk, ha

e minden mez&jében a 0,1,...,9 szdmjegyek valamelyike szerepel,

e minden szamjegy szerepel benne legalabb egyszer,

e valamint minden sorban és oszlopban ugyanannyi a szamjegyek Osszege.
Adjatok meg egy varazslatos kitoltést, ahol a tdblazatba irt szamjegyek Osszege a lehetd legkisebb.
Megoldas: Mivel minden szamjegynek szerepelnie kell legalabb egyszer, igy az Osszeg legalabb 1 +
2+ ...+ 9 = 45. Mivel mind a négy oszlopban ugyanaz az Osszeg, ezért az Osszes szam Osszege a
tablazatban oszthato néggyel, igy legalabb 48 (ahogy ez a legkisebb olyan 4-gyel oszthat6é szam, ami
nem kisebb 45-nél). Ekkor minden sorban és oszlopban 12 a szamok Osszege. Ez meg is valosithato,
példaul az alabbi abra szerint.
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D2. Az alabbi abran a kalozok muzeumaban talalhaté tiikorterem alaprajzat lathatjatok. A teremben 4 fekete mezével
jelolt oszlop taladlhato, a maradék rész pedig 32 négyzet alakt részre van felosztva, amikre 4tlés irdnyba tiikroket lehet
helyezni. A tiikrok mindkét oldala derékszbgben tori meg a réa érkezs fény utjat. A teremben a tiikrok jelenleg ugy
helyezkednek el, hogy ha az A nyil mentén bevilagitunk egy lampaval, akkor a fény a B nyil mentén tavozik a terembdl.
Mutassatok példat, amiben minél tobb tiikron pattan meg a fény. A Valaszlapra a lent lathaté példahoz hasonléan
rajzoljatok le a tiikroket és a fény utjat is.

A ldmpa fénye keresztezheti onmagdt. A fény egy tikér mindkét oldaldn megpattanhat, de ebben az esetben is csak egyszer
szamoljuk ezt a tikrot. A mdsodik dbrdan ldthaté példaban 7 tikron torik meg a fény tja.

B

Megoldas:

Azokra a mez6kre, amelyekben nem szerepel tiikor ebben a konstruk-
cioban (7 ilyen mez8 van), nem is keriilhet olyan tiikor, amelyiken
megtorik a fény utja. Ez amiatt van, mert ekkor a fény vagy beletitkozne
egy oszlopba, vagy mashol tavozna a terembdl. Tehét a lehets legtobb
tiikrot ezen a modon tudjuk lehelyezni, ezek szama 25.
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D3. Adjatok meg harom kiilonb6z6 pozitiv egyjegyt szamot ugy, hogy belsliik a négy alapmivelet és zardjelek
segitségével az 1,2,...,10 szamok koziil a lehets legtobbet el§ lehessen allitani, ha minden elallitasban mindharom
szamjegyet pontosan egyszer hasznélhatjatok. A Vélaszlapra irjatok le a harom kivalasztott szamjegyet és minél t6bb
szam elGallitasat belsliik.

Példdul ha a 2,3,7 szdmjegyeket vdlasztjdtok, akkor szabdlyos elddllitds az 1 = —(2-3) + 7, valamint az 5 = (74 3)/2 1s.
A miuveleteket csak az egyjegyd szdmokkal szabad végezni, tehdt példdul a 9 = 27/3 nem megengedett.

Megoldas: Legyen a harom szam az 1, 2, 4. Ezek segitségével el tudjuk allitani mind a tiz szdmot a

kovetkezSképpen.
1=4-2-1
2=4/2-1
3=4+1-2
4=4/(2-1)
5=4+2-1
6=4+2/1
T=4+2+1
8=4-2-1
9=4-2+1
10=2-(4+1)

Megjegyzés: A kivancsi olvaso jogosan kérdezheti, hogy "Oké, oké, szuper, hogy ez a legjobb megoldas,
mert itt mind a tiz szamot el6 lehet allitani, de erre hogyan lehet rajonni?" Erre mi sem tudunk teljesen
preciz valaszt adni. Ha az ember sokat probalkozik, akkor érezhetd, hogy kisebb szamokkal egyszertien
t6bb mindent ki lehet rakni. Az 1,2, 3 is csabito jeloltnek tiinik, de ezzel az a baj, hogy a 10 mar tul
nagy, és nem lehet megcsinélni vele. De azért ez sem rossz, a tobbi kilenc szam mind kikombinalhato.
Egyébként nincs masik olyan szamharmas az 1, 2, 4-en kiviil, amivel mindent ki lehet rakni.

Ennél a feladatnal nem azt vartuk el a csapatoktol, hogy megtalédljak ezt, tehéat a legjobb megoldast.
Valoészintinek tartottuk, hogy még a legjobb csapatok kozott is nagyon kevesen fognak erre rajonni.
Am a matematika ilyen, sokszor a matematikusnak is esélytelen, hogy egy megoldatlan problémara
megtalalja a legjobb valaszt. Ilyenkor megprobéal minél jobb megoldast talalni. A csapatoknak is ez
volt itt a feladata, minél t6bb szémot sikeriilt elGallitania egy csapatnak, annal to6bb pontot szerzett.
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D4. Amikor Joska belépett az osztalyterembe, a tablan néhany, nem feltétleniil kiilonbozs pozitiv egész szamot latott,
melyek kozott szerepelt két olyan kiilonb6zs szam, amik legnagyobb koézos osztéja nem az 1. Ezutan mindegyik szam
ala odairta, hogy eredetileg hanyszor szerepelt olyan szam a tablan, amivel a legnagyobb k6z6s osztdja az 1. Eszrevette,
hogy mindegyik szam ala éppen 6nmagat irta. Mutassatok minél kevesebb szambdl allé példat, amit Joska érkezésekor
lathatott a tablan.

Minden szdmot annyiszor irjatok le, ahdnyszor kezdetben szerepelt a tdbldn.

Megoldas: A legkisebb lehetséges szam a 12. Egy 12 szambol allo példa eredetileg tablan 1év6 szamai:
6,7, 7,7,7,7,8,8,8,9,9, 11. Lathato, hogy ez j6 konstrukcié, ahogy minden szdmhoz az értékével
megegyez$ szamu relativ prim mésik szamot taldlunk, és van két kiilonbo6zd, nem relativ prim szam is
(példaul a 6 és a 9).

Belatjuk most, hogy legfeljebb 11 szambol allé konstrukcié nem létezik. Tegyiik fel, hogy mégis
van ilyen. A tablan nem lehetett 1-es szam. Az 1 ugyanis minden pozitiv egészhez relativ prim, igy ez
ala ha 1-et irtunk, akkor 6sszesen 1 szAm volt a tablan, de ekkor nem is szerepelhetett két kiilonb6zé
szam.

Minden szam tovabba legfeljebb 10, hiszen legfeljebb 11 szam van, és onmagaval senki sem relativ
prim, mivel 1-es nincs a tablan. Igy a lehetséges szamok 2-t6l 10-ig terjednek.

Most belatjuk, hogy a tablan nem lehetett egyszerre két kiilonbo6z8 szam, melyek pontosan ugyana-
zokat a primtényezéket tartalmazzéak. Tegylik fel, hogy mégis létezik két ilyen szam, a és b, melyre
tehét a # b és minden p primre pla < p|b. Ekkor minden x pozitiv egészre igaz lesz, hogy (x,a) =
1 < (x,b) = 1, és igy a és b pontosan ugyanazokhoz a szamokhoz lesz relativ prim, igy az alajuk
irt szamoknak azonosnak kellene lennie, ami ellentmondés. Emiatt nem lehet egyszerre tobb szam a
tablan a {2, 4, 8}, valamint a {3, 9} halmazokbol.

Ha a tablan nem lenne sem 6, sem 10, akkor minden szdm a {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9} halmazbol keriilne ki.
De ebben csak primhatvanyok szerepelnek, és egy prim hatvanyai koziil csak legfeljebb 1 szerepelhet,
ezért barmely két kiilonboz6 szam relativ prim lenne egymaéshoz, ami a feltételnek ellentmond. Igy
szerepel 6 vagy 10 a tablan. 10 viszont csak tugy lehet, ha 11 szdm van, és a 10-es minden maésik
szamhoz relativ prim, tehat minden méasik szam a {3, 7, 9}-bol keriil ki. De ekkor nem lehetne a
feltételnek megfelels két kiilonb6zd, nem relativ prim szém, hiszen a 3 és 9 koziil csak az egyik lehet,
minden mas szampar pedig relativ prim lenne egymashoz. Igy tehat 10 nem lehetett a tablan.

Tehat kell lennie 6-nak. Ekkor 2 nem lehetett, hiszen indirekten ha mégis lenne, akkor a 2 minden
olyan szamhoz relativ prim lenne, amivel a 6-os, mivel tetszdleges n-re (n,6) = 1 = (n,2) = 1. Emiatt
viszont a 2-es ala {rt szam legalabb annyi lenne, mint a 6-os ald irt, ami ellentmondas. Ugyanigy nem
lehetett sem 3-as, sem 4-es szam a tablan.

A tablan 1évs szamok igy az {5, 6, 7, 8, 9}-bdl keriilnek ki. Ha most minden i-re a;-vel jeloljiik,
hogy héanyszor szerepelt i a tablan kezdetben, akkor a 6-hoz relativ prim szamok szamat felirva 6 =
as + a7. Tegyiik fel most, hogy sem 8-as, sem 9-es szam nem létezik. Ekkor minden szam az {5, 6, 7}
koziil keriil ki, de ekkor a feltétel nem teljesiilhetne (a halmaz barmely két eleme relativ prim). Igy
vagy 8-as, vagy 9-es szam volt a tablan kezdetben.

Ha van 8-as szam, akkor arra felirva 8 = a5 + a7 + ag, tehat 8 = 6 + ag, vagyis ag = 2. Ha pedig
van 9-es, akkor arra 9 = a5 + ar + ag = 6 + ag, amibdl ag = 3. Igy mindkét fajta szam létezik, 8-asbol
3, 9-esbdl pedig 2 van.

Ekkor ha létezik 5-6s, akkor 5 = ag + a7 + ag + ag. Azonban 6-os létezik, igy ag > 1, és tudjuk,
hogy ag + ag = 3+ 2 =5, igy ag + a7 + ag + ag > 6, ami ellentmondas. Tehat 5-6s sincsen.

Ha létezik 7-es, akkor 7 = a5 + ag + ag + a9 = 0+ ag + 3 + 2, amibdl ag = 2. A 9-esre felirva ekkor
9 = as+ar+ag = 0+ar+3, amibsl ay = 6, de ekkor a szamok széma ag+ar+ag+ag = 2+6+3+2 = 13,
ami tul sok.

Tehét 7-es nem létezik, igy viszont a 9-esre felirva 9 = a5 + a7 + ag = 04+ 0+ 3, ami ellentmondas.
Igy 12-nél kevesebb szam nem lehetett a tablan kezdetben.
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D5. Az ABCD paralelogramméaban legyen a C'D oldal felezGpontja E. Legyen az AE és BD szakaszok metszéspontja
F. Tegyiik fel, hogy az AEB sz0g derékszog, és EB = ED. Szamoljatok ki az AF B szoget.

Megoldas:

A

Legyen a DBE szog egyenls a-val. Tudjuk, hogy DFE B haromszog egyenlGszara, mert EB = ED =
x, vagyis BDE< = DBE< = «. Mivel a BDFE és ABD szogek valtoszogek, ezért ABD< = a.

Mivel FE felezi a C'D oldalt, igy ED = EC = z, amibsl CD = 2x. Tudjuk, hogy ABC D paralelo-
gramma, ezért AB = CD = 2z, tehat az AE B derékszogi haromszog F B befogdja fele olyan hossz,
mint az AB &atfogo, vagyis AEB félszabalyos hdromszog. Emiatt ABE< = 2a = 60°, vagyis a = 30°,
mig FAB< = 30°.

Most tekintsiik az AF' B haromszog szbgeit, majd rendezziik az egyenletet a kérdéses szogre:

AFB< =180° —2-30° = 120°.
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Szkiilla

D6. a) A jobb oldali térképen a Diirerencias Tenger tiz szigete lathato, amelyek egyike szigete

egy kincset rejt. Két sziget pontosan akkor van Osszekotve az dbran, ha tizemel koztik
kozvetlen hajout. Minden hajouton mindkét iranyban kozlekednek hajok. Leilanak min-
den szigeten lakik egy ismerGse, a segitségiikkel szeretné megszerezni a kincset. Miel6tt
Leila elutazik a szigetcsoportra, szeretne biztosra menni, ezért telefonon beszél néhéany is-
merd6sével. Ha Leila felhivja egy ismerGsét, 6 csak azt arulja el neki, hogy legkevesebb hany
hajouttal érhetd el az & szigetérdl a kincses sziget. Legalabb hany ismerdsét kell felhiv-
nia, hogy biztosan meg tudja mondani, hogy melyik sziget rejti a kincset, ha tudjuk, hogy
el@szor a Szkiilla szigetén laké Lilit hivja fel?

b) Leila most egy 6t szigetbdl allo szigetcsoportot szemelt ki. Sikeriilt megtudnia, hogy melyik szigetek kozott tizemelnek
hajéutak. Kis gondolkodas utdn megallapitotta, hogy biztosan meg tudja hatirozni a kincses szigetet, ha felhivja egymas
utan két, kiillonbozd szigeten €16 ismerdsét. Ezek alapjan legfeljebb hany hajout futhat a szigetek kozott?

A feltételek megegyeznek az eldzd részben leirtakkal: az egyik sziget kincset rejt, minden szigeten van egy ismerdse, akit
fel tud hivni, hogy megtudja, hogy az adott szigetrdl legkevesebb hdny hajozdssal lehet a kincses szigetre jutni. Barmely
két sziget kozott legfeljebb egy kozvetlen hajout vezet, és a hajoutakon mindig mindkét irdnyban kozlekedik hajo. Tovdbbd
még azt is tudjuk, hogy minden szigetrél minden mdsik szigetet el lehet érni hajozds segitségével.

Megoldas:

a) Leilanak csak Szkiillara telefonélnia nyilvan nem elég, mert ha példaul onnan egy hajoutnyira
van a kincs, akkor nem tudja eldonteni, hogy melyik szomszédos szigeten van.

Nevezziik az abran a bal alsé szigetet Khariibdisz szigetének. Belatjuk, hogy Leilanak elég Szkiilla
és Khariibdisz szigetére telefonélnia, és a szerzett informéciok alapjan mar egyértelmiien meg tudja
hatérozni a kincses szigetet. Gondoljuk meg, hogy ez pontosan akkor igaz, hogyha barmelyik két szigetre
igaz, hogy vagy Szkiillatol, vagy Khariibdisztél nem ugyanannyi hajozésra vannak. Az abran minden
szigethez odairtunk két szamot, az elsé mindig az, hogy Szkiillatol legkevesebb hény hajozas kell, hogy
odajussunk, a masodik pedig hogy Khariibdisztol hany hajozéas kell. Lathato, hogy tényleg nincs két
olyan sziget, ami mellé pont ugyanazt a szampart irtuk. Tehéat Szkiillat és Khariibdiszt felhivva Leila
tényleg egyértelmiien meg tudja hatérozni a kincses szigetet, igy a feladatra ketts a valasz.

Szkiilla
szigete
(0,2)
(1,1) (1,2)
Khariibdisz szigete
(2,0) (2,1)

b) Tekintsiik az alabbi elrendezést:
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(0,1)

(2,1) (1,2)

(1,0) (1,1)

Ha itt a fels6 szigetet nevezziik A-nak, és a bal alsot B-nek, akkor az el6z6 feladatrészhez hasonléan
ezekbdl koordinatazva minden sziget koordinataja kiilonbozs lesz (lasd abra), igy itt is elég erre a két
szigetre telefonalni a kincs helyének meghatarozasdhoz. Ebben a konstrukciéban 8 hajoit van, mér
csak azt kell belatni, hogy ennél tébb nem lehet. 10 haj6éut nyilvin nem lehet, mert akkor barhogyan
valasztjuk a két szigetet, ahova telefonalunk, a mésik harom sziget mindkett6tél 1 tévolsagra van.
Hasonl6an 9 hajout sem lehet, mert ekkor barmely két szigetre telefonalva lesz masik két olyan sziget,
melyek mindkét felhivott szigettsl 1 hajoutnyira lesznek, igy ebben az esetben sem hatirozhaté meg
egyértelmten a kincs helye.
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D7. Az ai,az,...,a2023 valos szamokra teljesiil, hogy

® 2023 = a1,
e és minden n > 3-ra a, = % — 1, vagyis a harmadik szamtol kezdve minden szam az el6z6 két szam
atlaganal eggyel kisebb.

Bizonyitsatok be, hogy a, > a1 teljesiil minden 1 < n < 2023-ra.

Megoldas: Indirekten bizonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan a,, amire a,, < a;. Vegyiik
a legkisebb ilyen n indexet, amire ez teljesiil.

Belatjuk, hogy n nem lehet 2. Tegyiik fel, hogy as < a1, indukciéval bizonyitjuk, hogy ekkor minden
1 < k < 2023 esetén ai < ai, ami ellentmondashoz fog vezetni a k = 2023 valasztassal. A k = 2
kezddlépés esetén a feltevésiink szerint igaz. Tegylik fel, hogy tudjuk, hogy minden 2 <[ < k < 2023
esetén mar belattuk, hogy a; < a1. Ekkor ap_1 < a1 ésap_o < a1, igy ar = %—1 < 2%1—1 < ay,
amit bizonyitani akartunk.

Tehéat 2 < n < 2023. Ekkor a,, < a1 < an—o, hiszen a, volt az els6 tagja a sorozatnak, ami kisebb
mint a;. Igy Opt1 = W 1< % — 1 = a,. Emiatt a, és apy1 is kisebb, mint a;. Viszont
ekkor a fenti indukcids bizonyitashoz hasonldéan lathatd, hogy minden k£ > n esetén ap < ap, ami
ellentmondés. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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