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Szkiilla

E1. a) A jobb oldali térképen a Diirerencias Tenger tiz szigete lathato, amelyek egyike egy szigete

kincset rejt. Két sziget pontosan akkor van 6sszekotve az dbran, ha tizemel koztiik kdzvetlen
hajoat. Minden hajéuton mindkét iranyban kdzlekednek hajok. Leilanak minden szigeten
lakik egy ismerdse, a segitségiikkel szeretné megszerezni a kincset. Miel6tt Leila elutazik
a szigetcsoportra, szeretne biztosra menni, ezért telefonon beszél néhany ismerésével. Ha
Leila felhivja egy ismerdsét, & csak azt arulja el neki, hogy legkevesebb hény hajoéuttal
érhets el az § szigetérsl a kincses sziget. Legalabb hany ismerdsét kell felhivnia, hogy
biztosan meg tudja mondani, hogy melyik sziget rejti a kincset, ha tudjuk, hogy el&szor a
Szkiilla szigetén laké Lilit hivja fel?

b) Leila most egy 6t szigetbdl allo szigetcsoportot szemelt ki. Sikeriilt megtudnia, hogy melyik szigetek kozott tizemelnek
hajoutak. Kis gondolkodas utdn megallapitotta, hogy biztosan meg tudja hatirozni a kincses szigetet, ha felhivja egymas
utan két, kiillonbozd szigeten €16 ismer6sét. Ezek alapjan legfeljebb hany hajout futhat a szigetek kozott?

A feltételek megegyeznek az el6z6 részben leirtakkal: az eqyik sziget kincset rejt, minden szigeten van egy ismerdse, akit
fel tud hivni, hogy megtudja, hogy az adott szigetrdl legkevesebb hdny hajozdssal lehet a kincses szigetre jutni. Bdarmely
két sziget kozott legfeljebb egy kozvetlen hajout vezet, és a hajoutakon mindig mindkét irdnyban kiozlekedik hajo. Tovdbbd
még azt is tudjuk, hogy minden szigetrél minden mdsik szigetet el lehet érni hajozds segitségével.

Megoldas:

a) Leilanak csak Szkiillara telefonélnia nyilvan nem elég, mert ha példaul onnan egy hajoutnyira
van a kincs, akkor nem tudja eldonteni, hogy melyik szomszédos szigeten van.

Nevezziik az abran a bal alsé szigetet Khariibdisz szigetének. Belatjuk, hogy Leilanak elég Szkiilla
és Khariibdisz szigetére telefonélnia, és a szerzett informéciok alapjan mar egyértelmiien meg tudja
hatérozni a kincses szigetet. Gondoljuk meg, hogy ez pontosan akkor igaz, hogyha barmelyik két szigetre
igaz, hogy vagy Szkiillatol, vagy Khariibdisztél nem ugyanannyi hajozésra vannak. Az abran minden
szigethez odairtunk két szamot, az elsé mindig az, hogy Szkiillatol legkevesebb hény hajézas kell, hogy
odajussunk, a masodik pedig hogy Khariibdiszt6l hany hajozéas kell. Lathato, hogy tényleg nincs két
olyan sziget, ami mellé pont ugyanazt a szampart irtuk. Tehat Szkiillat és Khariibdiszt felhivva Leila
tényleg egyértelmiien meg tudja hatarozni a kincses szigetet, igy a feladatra ketts a valasz.

Szkiilla
szigete
(0,2)
(1,1) (1,2)
Khartibdisz szigete
(2,0) (2,1)

b) Tekintsiik az alabbi elrendezést:
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(0,1)

(2,1) (1,2)

(1,0) (1,1)

Ha itt a fels6 szigetet nevezziik A-nak, és a bal alsot B-nek, akkor az el6z6 feladatrészhez hasonléan
ezekbdl koordinatazva minden sziget koordinataja kiilonbozs lesz (lasd abra), igy itt is elég erre a két
szigetre telefonalni a kincs helyének meghatarozasdhoz. Ebben a konstrukciéban 8 hajoit van, mér
csak azt kell belatni, hogy ennél tébb nem lehet. 10 haj6éut nyilvin nem lehet, mert akkor barhogyan
valasztjuk a két szigetet, ahova telefonalunk, a mésik harom sziget mindkett6tél 1 tévolsagra van.
Hasonl6an 9 hajout sem lehet, mert ekkor barmely két szigetre telefonalva lesz masik két olyan sziget,
melyek mindkét felhivott szigettsl 1 hajoutnyira lesznek, igy ebben az esetben sem hatirozhaté meg
egyértelmten a kincs helye.

2/6



XVII. DURER
VERSENY g

HELYI FORDULO - 2023.11.24.

DALV

MEGOLDASOK

E2. Az ABCD paralelogramméban legyen a CD oldal felez6pontja E. Legyen az AE és BD szakaszok metszéspontja
F. Tegyiik fel, hogy az AEB sz0g derékszog, és EB = ED. Szamoljatok ki az AF B szoget.

Megoldas:

A

Legyen a DBE szog egyenls a-val. Tudjuk, hogy DFE B haromszog egyenlGszara, mert EB = ED =
x, vagyis BDE< = DBE< = «. Mivel a BDFE és ABD szogek valtoszogek, ezért ABD< = a.

Mivel FE felezi a C'D oldalt, igy ED = EC = z, amibsl CD = 2x. Tudjuk, hogy ABC D paralelo-
gramma, ezért AB = CD = 2z, tehat az AE B derékszogi haromszog F B befogdja fele olyan hossz,
mint az AB &atfogo, vagyis AEB félszabalyos hdromszog. Emiatt ABE< = 2a = 60°, vagyis a = 30°,
mig FAB< = 30°.

Most tekintsiik az AF' B haromszog szbgeit, majd rendezziik az egyenletet a kérdéses szogre:

AFB< =180° —2-30° = 120°.
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E3. Egy kérasztal koriil 100 ember iil, 50 lovag és 50 16k&ts. A lovagok mindig igazat mondanak, a 16kotsk pedig mindig
hazudnak. Marci belép a szobaba, vilaszt egy asztalnal il6 embert, és téle kezdve az 6éramutatd jarédsaval megegyezd
iranyban haladva, sorban mindenkinek felteszi a kovetkezs kérdést: “Az eddig elhangzott vdlaszok kéz0tt az igenek szdma
paros volt?”. Ulhetnek-e gy az emberek, hogy akarkinek is teszi fel az els§ kérdést Marci, mindig ugyanannyi igen valaszt
kap?

Megoldas: Vizsgaljuk meg, hogy ha az utolsoként valaszol6 ember lovag vagy 16ko6ts, akkor az igen
valaszok szama végiil paros vagy paratlan lesz-e.

Ha az utolséként valaszolé ember lovag, akkor ha az § valasza el6tt elhangzott igenek szama péros
volt, akkor & igennel valaszol, igy Osszességében paratlan sok igen vélaszt kap Marci. Mig ha az utolsé
lovag el6tt elhangzott igenek szama paratlan volt, akkor 6 nemmel valaszol, igy szintén Osszesen péarat-
lan sok igen valasz hangzott el.

Ha pedig az utolséként valaszolé ember 16kots volt, akkor ha az § vélasza el6tt elhangzott igenek
szama paros volt, akkor § nemmel valaszol, igy Osszességében paros sok igen valaszt kap Marci. Mig
ha az utols6 16kots el6tt elhangzott igenek szama paratlan volt, akkor ¢ igennel valaszol, igy szintén
Osszesen paros sok igen valasz hangzott el.

Mivel az emberek kozott van lovag és 16kotd is, ezért lesz olyan elrendezés, amikor az utolsé véilaszolo
lovag, és olyan is, amikor 16k6t6. Viszont egyik esetben az igenek szama paratlan, mig a masik esetben
az igenek szama péros, azaz nem lehet egyenls. S6t, mivel a lovagok és a 16kot6k szama is 50, igy
pontosan 50 olyan kiinduldé pont van, amikor az igen vélaszok szadma paros és pontosan 50 olyan
kiindulé pont van, amikor az igen valaszok szama paratlan.

Tehét nem létezik olyan elrendezés, hogy Marci barkitsl indulva ugyanannyi igen vélaszt kapna.
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E4. Az ai,as,...,a2023 valés szamokra, teljesiil, hogy
® 2023 = 41,
e ¢és minden n > 3-ra a, =
atlaganal eggyel kisebb.
Bizonyitsatok be, hogy a, > ai teljesiil minden 1 < n < 2023-ra.

Ap—1+ap— . . 2 2 . 4 PP I 2
fno1Tn=2 _ 1, vagyis a harmadik szdmtol kezdve minden szam az el6z8 két szam

Megoldas: Indirekten bizonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy létezik olyan a,,, amire a,, < a1. Vegyiik
a legkisebb ilyen n indexet, amire ez teljesiil.

Belatjuk, hogy n nem lehet 2. Tegyiik fel, hogy a2 < a1, indukciéval bizonyitjuk, hogy ekkor minden
1 < k < 2023 esetén ap < ai, ami ellentmondashoz fog vezetni a k = 2023 valasztassal. A k = 2
kezdglépés esetén a feltevésiink szerint igaz. Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy minden 2 <[ < k < 2023
esetén mar belattuk, hogy a; < a;. Ekkor a1 < a1 ésap_o < a1, igy ar = %—1 < 2%”—1 < ay,
amit bizonyitani akartunk.

Tehat 2 < n < 2023. Ekkor a,, < a1 < an—o2, hiszen a, volt az els6 tagja a sorozatnak, ami kisebb
mint aq. Igy Opt1 = — 1 = a,. Emiatt a, és ap1 is kisebb, mint a;. Viszont
ekkor a fenti indukcioés bizonyitashoz hasonléan lathato, hogy minden k > n esetén ap < ap, ami
ellentmondéas. Ezzel a bizonyitéast befejeztiik.

an—1+an ap—1+an—2
eyl
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E5. Egy kérasztal kériil n > 2 ember iil, akik kézott kiosztottuk a 0,1,...,n — 1 szdmokat tgy, hogy semelyik két
ember nem kapta ugyanazt a szamot. Egy 1épésben mindenki Gsszeadja a sajat szamét a téle jobbra iil6 szdméaval, majd
a kapott 6sszeg n-nel vett osztasi maradéka lesz az 0j szama. A szamok egy kezdeti kiosztésat nyertes kiosztasnak hivjuk,
ha néhany 1épés utan méar senkinek sem fog valtozni t6bbszor a szama.

a) Mely pozitiv egész n > 2 szamokra igaz, hogy minden kezdeti kiosztas nyertes kiosztas?

b) Mely pozitiv egész n > 2 szamok esetén nem létezik nyertes kiosztas?

Megoldas: Azt fogjuk belatni, hogy ha n paratlan, akkor nem létezik nyertes kiosztas, ha n ket-
t6hatvany, akkor minden kiosztas nyertes kiosztés, és ha n péros, de nem kettShatvany, akkor van
nyertes és nem nyertes kiosztas is.

A nyertes kiosztas célja ekvivalens a csupa 0 allapot elérésével, hiszen ha valakinek egy lépésben
nem valtozik a szama, akkor a téle jobbra iil6 szama 0 kellett, hogy legyen, igy ha senkinek sem valtozik
egy lépésben a szama, akkor mindenkinél a 0 van.

Elészor belatjuk, hogy ha n péaratlan, akkor semmilyen esetben sem érhetik el a csupa 0 allapotot.
Tegyiik fel, hogy elérhetik céljukat. Ekkor a csupa 0 allapot el6tt legyen az ¢. ember szdma k;. Tudjuk,

hogy ki + ki1 = 0 (mod n) minden i-re (mod n), azaz k; = —k;y+1 (mod n), azaz k; = k12 (mod n).
Ezt tovabb irva kapjuk, hogy k; = kiyo = ... = kiyon—2 (mod n), amivel az Gsszes embert érintettiik,
hiszen a 2 relativ prim n-nel. Igy ebbél k; = ki1 (mod n) is teljesiil, viszont k; = —k; 1 (mod n)

miatt ekkor k;y1 = 0 (mod n) és szimmetria miatt ekkor minden szam 0 kellett, hogy legyen. Igy a
csupa 0 allapot el6tt is csupa 0 allapot lehetett csak, azaz semmilyen kezd§ poziciobdl nem érhetik el
a céljukat paratlan n esetén.

Most megmutatjuk azt, hogy nem 2-hatvany péros szam esetén van olyan kezdd kiosztas, amibsl

elérik céljukat és olyan is, amibdl nem. Legyen az n = 2l ember kezdGszama 0,1, —2,3,—4,..., — (2l —
2),2l—1 ilyen sorrendben. (Ez valoban 2[ szam és mind kiilonb6z8 modulo n, hiszen a paratlanok pozitiv
elgjellel vannak kiosztva, a parosak negativval.) Ekkor az els6 1épés utéan a szamok 1, —1,1,—1,...,1, -1,

azaz a masodik 1épés utan maris elérik céljukat, a csupa 0 allapotot. Ha viszont a kezdd kiosztés a
0,1,...,20l — 2,21 — 1, akkor nem érhetik el céljukat: legyen n = 2%b, ahol a pozitiv egész és b > 1 egy
péaratlan szam. Egy 1épés utan az 1,3,5,...,4l — 5,41 — 3,20 — 1 szdmok lesznek az embereknél, azaz
a kiilonbség 2 lesz mindenhol modulo n. A kévetkezs 1épés utan méar 4 lesz a szomszédos szamok kozti
kiilonbség, stb., a 1épés utan a szomszédos szamok kozti kiilonbség 2¢ lesz. Mivel 2 relativ prim b-vel,
ezért az els6 b szdm a 1épés utédn csupa kiilonbéz6 maradékot fog adni b-vel osztva. A b + 1-edik szam
kongruens lesz az els6 szammal modulo b, hiszen a kiilonbségiik pontosan n = 2%. Igy a lépés utan
modulo b az emberek szamai 2% darab egyforma ciklusba lesznek rendezve, minden ciklus pontosan 1
szamot tartalmaz minden maradékbol modulo b. Igy innentdl modulo b ugyanaz fog torténni, mintha
csak b emberrel kezd&dne a folyamat. Mivel b paratlan, ezért nem érhetik el a csupa 0 allapotot. Azaz
ha n paros, de nem kettGhatvany, akkor nem allithatunk biztosat a cél elérésérdl.

Végiil megmutatjuk, hogy ha n egy 2-hatvany, akkor biztosan elérik a céljukat az emberek. Legyen
n = 2% és a kezdeti szdmok ilyen sorrendben ki, k2, . . . , koa. Minden 1épésben mindenki a sajat szaimahoz
hozzaadja a téle jobbra iil6 szamat, igy m 1épés utan az i-edik ember szama felirhaté a kovetkezd modon:
(%L) ki + (71”’) ki1 + (7;) kito+- -+ (ﬁ) kim, ahol a k indexét modulo n vessziik. Nézziik ennek értékét
20+1 _1 1épés utan! Tudjuk, hogy (2a+j1_1) paratlan minden 0 < j < 29+ —1 szamra, igy 201! —1 1épés

. . . . a+1l__ a+1__ a+1_
utan az i-edik ember szama (2 0 1) k; + (2 1 l)ki“ + -4 (;aﬂ_}) K;i9a+1_1, ahol pontosan 20+1

darab 0sszeadandé van, azaz minden k; pontosan két sszeadandoban szerepel. Mivel minden szorzdja

a kj-knek (2a+j1_1
osszegben. Igy minden ember szama 297! — 1 1épés utan péaros lesz. Megint megismételve 2071 — 1
lépést, mindenki szamaba biztosan belekeriil még egy 2-es primtényezs. Ezt folytatva egy id6 utén
biztosan eljutunk olyan helyzetbe, amikor mar mindenki szama oszthaté 2%-nal, azaz modulo n = 2¢

mindenkinél 0 lesz, amivel befejeztiik a bizonyitést.

) alaki, ezért két ilyet Gsszeadva biztos paros szorzdja lesz minden k; szamnak az
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