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E+1. Diirerlandia szigetének kor alaku partjan 100 arustol lehet lazacot venni Diirer dollarért. A szigeten az idék
kezdete ota felvaltva kovetik egymast a gazdag évek és a szegény évek. A gazdag években minden kereskedd a sajat mult
évi aranak, illetve a bal oldali szomszédja mult évi aranak a maximuméért arulja a lazac kilojat. A szegény években
viszont a sajat mualt évi dranak, illetve a bal oldali szomszédja mult évi drdnak a minimumé&ért arulja. Pali és Paca két
arus a szigeten. Idén Pali 17 Diirer dollarért arul egy kil6é lazacot. Bizonyitsatok be, hogy lesz olyan év, amikor Paca 17
Diirer dollarért fog arulni egy kil lazacot.

Az drusok halhatatlanok, mdr évezredek dta druljik és az idék végezetéig darulni fogjik a lazacot a bodéjukban.

Megoldas: A megoldés sordn az indexeket mindig modulo 100 értjiik. Szamozzuk meg az arusokat

1-t61 100-ig valahonnan kezdve, balra haladva. Jeldlje ay, ao, ..., a100 a lazacirakat valamelyik évben,
nevezzik ezt A évnek, és legyenek az arak by, bo,...,b1g0 a rakovetkezd, tgynevezett B évben, végil
az erre rakovetkezd C évben jeldlje ci,co, ..., c100 az arakat. A feladat feltétele gy fogalmazhat6 at

matematikailag, hogy minden 1 < i < 100 esetén b; = max(a;,a;+1) ha a B év gazdag, és b; =
min(a;, a;+1) ha a B év szegény, és hasonloan leirhat6 az atmenet a B és C' évek kozott is.

Tegyiik fel, hogy B gazdag év. Figyeljiik meg, hogy ekkor nem lehet olyan ¢ index, melyre b;_1 < b;
és bi+1 < b;, mivel

max (b1, bi11) = max(a;_1,a;, @41, ai42) > max(a;, aj41) = b;.

Altalanosan, egy gazdag évben sosem lehet, hogy egy kereskedd szigortian dragabban arul mindkét
szomszédjanal, és hasonléan, egy szegény évben nem lehetséges, hogy valaki mindkét szomszédjanal
olcsébban arul.

Ha az A szegény évre alkalmazzuk ezt a megfigyelést, akkor ez azt jelenti, hogy minden i esetén
b; = max(a;, a;11) és bit1 = max(a;11, aj+2) kozil legalabb az egyik a;1-gyel egyenld. Tovabba vilagos,
hogy mindkét mennyiség legalabb a;y1, igy

C; = min(bi, bz‘—i—l) = Aj+1-

Tehat a C' évben minden keresked6 éppen annyiért fog arulni, mint amennyiért két évvel korabban a
bal oldali szomszédja adta a lazacot. Vildgos, hogy ez az indoklés barmelyik évekre igaz, hasonléan
elmondhat6 az indokléas, ha A és C gazdag év, és B szegény.

Tehét ha Pacatol Pali k kereskedényire van balra lépkedve a sziget keriilete mentén, akkor 2k év
mulva Paca éppen 17 dollarért fog arulni.
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E+42. A derékszogii koordinata-rendszer egyik origéd csticst negyedsikjat lefedtiik 1 cm x 2 cm-es dominokkal atfedés
nélkil gy, hogy egyik dominé sem 16g ki a negyedsikbol. Az origoban csiicsiil Boldi, a bolha, aki minden ugrasanal egy
dominé egyik cstcsabol a vele atellenes cstucsaba ugorhat. Lehetséges-e, hogy tgy helyezkednek el a dominok, hogy Boldi
nem tud 2023 cm-nél messzebb keriilni az origotol?

Megoldas: Tekintsiik azt a grafot, amiben a csticsok a domindk cstucsai, és két csics pontosan akkor
van 0Osszekdtve, ha egy domind atellenes cstcsai. Ez éppen azzal ekvivalens, hogy Boldi 4t tud ugrani
az egyikbdl a masikba. Lathat6, hogy a negyedsik minden pontjaban paros sok él talalkozik, kivéve az
origot, ahol csak egy (az abrak mutatjék a lényegesen kiilonbozs eseteket). Igy ha azon csticsok halmaza,
ahova Boldi el tud jutni, csak véges sok cstucsbol allna, akkor ebben a részgrafban a fokszamok Gsszege
paratlan lenne. Tehat a bejarhato részgraf nem lehet véges, azaz tetsz6legesen tavolra el tud jutni Boldi
az origdtol.
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E+43. Egy korasztal kériil n > 2 ember iil, akik kozott kiosztottuk a 0,1,...,n — 1 szamokat tgy, hogy semelyik két
ember nem kapta ugyanazt a szamot. Egy 1épésben mindenki Gsszeadja a sajat szamét a téle jobbra il6 szdméaval, majd
a kapott Osszeg n-nel vett osztasi maradéka lesz az 0j szama. A szamok egy kezdeti kiosztésat nyertes kiosztasnak hivjuk,
ha néhany 1épés utan méar senkinek sem fog valtozni t6bbszor a szama.

a) Mely pozitiv egész n > 2 szamokra igaz, hogy minden kezdeti kiosztas nyertes kiosztas?

b) Mely pozitiv egész n > 2 szadmok esetén nem létezik nyertes kiosztas?

Megoldas: Azt fogjuk belatni, hogy ha n paratlan, akkor nem létezik nyertes kiosztas, ha n ket-
t6hatvany, akkor minden kiosztas nyertes kiosztés, és ha n péros, de nem kettShatvany, akkor van
nyertes és nem nyertes kiosztas is.

A nyertes kiosztas célja ekvivalens a csupa 0 allapot elérésével, hiszen ha valakinek egy lépésben
nem valtozik a szama, akkor a téle jobbra iil6 szama 0 kellett, hogy legyen, igy ha senkinek sem valtozik
egy lépésben a szama, akkor mindenkinél a 0 van.

Elészor belatjuk, hogy ha n péaratlan, akkor semmilyen esetben sem érhetik el a csupa 0 allapotot.
Tegyiik fel, hogy elérhetik céljukat. Ekkor a csupa 0 allapot el6tt legyen az ¢. ember szdma k;. Tudjuk,

hogy ki + ki1 = 0 (mod n) minden i-re (mod n), azaz k; = —k;y+1 (mod n), azaz k; = k1o (mod n).
Ezt tovabb irva kapjuk, hogy k; = kiyo = ... = kiyon—2 (mod n), amivel az Osszes embert érintettiik,
hiszen a 2 relativ prim n-nel. Igy ebbél k; = ki1 (mod n) is teljesiil, viszont k; = —k; 1 (mod n)

miatt ekkor k11 = 0 (mod n) és szimmetria miatt ekkor minden szam 0 kellett, hogy legyen. Igy a
csupa 0 allapot el6tt is csupa 0 allapot lehetett csak, azaz semmilyen kezd§ poziciobdl nem érhetik el
a céljukat paratlan n esetén.

Most megmutatjuk azt, hogy nem 2-hatvany péros szam esetén van olyan kezdd kiosztas, amibsl

elérik céljukat és olyan is, amibdl nem. Legyen az n = 2l ember kezd6szama 0,1,—2,3,—4, ..., — (2l —
2),2]—1 ilyen sorrendben. (Ez valoban 2[ szam és mind kiilonb6z8 modulo n, hiszen a paratlanok pozitiv
elgjellel vannak kiosztva, a parosak negativval.) Ekkor az els6 1épés utéan a szamok 1, —1,1,—1,...,1, -1,

azaz a masodik 1épés utan maris elérik céljukat, a csupa 0 allapotot. Ha viszont a kezdé kiosztés a
0,1,...,20l — 2,21 — 1, akkor nem érhetik el céljukat: legyen n = 2%b, ahol a pozitiv egész és b > 1 egy
péaratlan szam. Egy 1épés utan az 1,3,5,...,4l — 5,41 — 3,20 — 1 szdmok lesznek az embereknél, azaz
a kiilonbség 2 lesz mindenhol modulo n. A kévetkezs 1épés utan méar 4 lesz a szomszédos szamok kozti
kiilonbség, stb., a 1épés utan a szomszédos szamok kozti kiilonbség 2¢ lesz. Mivel 2 relativ prim b-vel,
ezért az els6 b szdm a 1épés utédn csupa kiilonb6z6 maradékot fog adni b-vel osztva. A b + 1-edik szam
kongruens lesz az elsé szammal modulo b, hiszen a kiilonbségiik pontosan n = 2%. Igy a lépés utan
modulo b az emberek szamai 2% darab egyforma ciklusba lesznek rendezve, minden ciklus pontosan 1
szamot tartalmaz minden maradékbol modulo b. Igy innentdl modulo b ugyanaz fog torténni, mintha
csak b emberrel kezdddne a folyamat. Mivel b paratlan, ezért nem érhetik el a csupa 0 allapotot. Azaz
ha n paros, de nem kett6hatvany, akkor nem allithatunk biztosat a cél elérésérdl.

Végiil megmutatjuk, hogy ha n egy 2-hatvany, akkor biztosan elérik a céljukat az emberek. Legyen
n = 2% és a kezdeti szdmok ilyen sorrendben ki, k2, . . . , koa. Minden 1épésben mindenki a sajat szamahoz
hozzaadja a t&le jobbra iil6 szamat, igy m 1épés utan az i-edik ember szama felirhaté a kovetkezd modon:
(%L) ki + (71”’) ki1 + (7;) kito+-+ (ﬁ) ki m, ahol a k indexét modulo n vessziik. Nézziik ennek értékét
20+1 _1 1épés utan! Tudjuk, hogy (2a+j1_1) paratlan minden 0 < j < 29+ —1 szamra, igy 201! —1 1épés

. . . . a+1l__ a+1__ a+1_
utan az i-edik ember szama (2 0 1) k; + (2 1 l)ki“ + -4 (;aﬂ_}) K;i9a+1_1, ahol pontosan 20+1

darab 0sszeadandé van, azaz minden k; pontosan két sszeadandoban szerepel. Mivel minden szorzdja

a kj-knek (2a+j1_1
osszegben. Igy minden ember szama 297! — 1 1épés utan péaros lesz. Megint megismételve 2071 — 1
lépést, mindenki szamaba biztosan belekeriil még egy 2-es primtényezs. Ezt folytatva egy id6 utén
biztosan eljutunk olyan helyzetbe, amikor mar mindenki szama oszthaté 2%-nal, azaz modulo n = 2¢

mindenkinél 0 lesz, amivel befejeztiik a bizonyitést.

) alaki, ezért két ilyet Osszeadva biztos paros szorzdja lesz minden k; szdmnak az
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E+44. A Kazamatematika nevi kétszemélyes jatékban a jatékosok egy kalandort irdnyitanak egy mélytengeri barlang-
ban. Kezdetben h életpontja van a kalandornak, ahol h egy egynél nagyobb egész szam. A barlang kiilonb6z6 termekbdl
all, minden teremrol tudjuk, hogy mely termekbe vezet beléle kdzvetlen ut. Az utak egyiranyaak, valamint egy terembdl
akar énmagéaba is vezethet ut. Minden terembdl van kivezets at. Otféle terem létezik:

e Bejarat: a kalandor innen indul, ide nem vezet ut;
e Ures: nem torténik semmi;

e Tiiske: a kalandor veszit egy életpontot;

e Csapda: a kalandort eltalalja egy nyil;

o Katakomba: a kalandor annyi életpontot veszit, ahany nyil eddig Gsszesen eltalalta.

A két jatékos felvaltva lép, mindig egy it mentén tovabbmozgatva a kalandort. Az a jatékos veszit, akinek a lépése utan
a kalandor életpontja 0 ala csokken. Mutassatok példat olyan barlangtérképre, ami legfeljebb 20 terembdél all, pontosan
egy Bejaratot tartalmaz, tovibba ha h primszam, akkor az els§ jatékosnak, mig ha h Osszetett szam, akkor a masodik
jatékosnak van nyerd stratégiaja.

Ha a jaték nem ér véget véges sok lépésben, akkor egyik jatékos sem nyer.

Megoldas:

A kezdGjatékost A-val, a masodik jatékost B-vel jeloljiik a megoldas soran. Az &tlet az, hogy olyan
barlangrendszert épitiink, amiben el&szor a B jatékos eldontheti, hogy hany nyil alljon a kalandorba
(de legalabb ketts), majd ajbol a B jatékos donthet, hogy hanyszor sétaljunk at katakombékon (ez
is legalabb ketts). Ezalatt a kalandor veszit valamennyi életpontot, amit a B jatékos el tud doénteni,
hogy melyik Osszetett szam legyen. Végiil az A jatékost belevezeti egy tiiskébe, aki igy veszit, ha a
kalandornak 0 élete volt, kiilonben pedig a B jatékos veszit egy végtelen tiiskespiral jovoltabol.

Most térjiink ra a preciz bizonyitasra. Tekintsiik a lent lathato térképet, ahol értelemszertien B
a bejarat, Cs a csapda, K a katakomba, T a tiiske, valamint a nyilak jelzik, hogy melyik terembgl
melyikbe lehet menni. A szobak alakja, illetve az X, Y, Z-vel jelolt szobék csak a megoldas leirasaban
fognak segiteni nekiink.

Figyeljiik meg, hogy akarhogyan is mozognak, az A jatékos csak négyzet alaku szobakra tud lépni,
a B jatékos pedig csak kor alakt szobdkra. Emellett csak az X, Y, Z szobakban van déntési lehetéség,
mindenhol méshol egyértelmi, hogy hova kell tovabblépni. Térjiink ra a két esetre:

1. eset: h prim.

Bebizonyitjuk, hogy ekkor A-nak van nyerd stratégiaja. Legyen a stratégia a kovetkezs. Ha az Y
teremben vagyunk, és a kalandorban tébb, mint A nyil all, akkor lépjink lefele, kiilonben 1épjiink
balra. Ezzel megadtuk a stratégiat, mert a kezdének semelyik méasik ponton nincs dontési lehetGsége,
mindig csak koveti az egyértelmd utat. Gondoljuk meg, hogy mit tud csindlni B. Ha az X mez&nél
h-szor jobbra lép, akkor az els6 h — 1 jobbra lépésnél az A jatékos a stratégiaja szerint mindig visszalép
az Y mez6bdl az X mez6be, azonban a h-adik jobbra lépés utan mar h + 1 nyil lesz a kalandorban.
Ekkor lefele 1ép az A jatékos, és a B jatékos a kovetkezs 1épésénél belelép egy katakombéba, és egybsl
veszit. Amennyiben a B jatékos valamilyen 0 < ¢ < h jobbra lépés utan lefele megy X-bgl, akkor ¢+ 2
nyil fog kiallni belgle. Ezek utédn, amig él a kalandor, a B jatékos minden 1épésben donthet, amikor
a Z teremben &ll, hogy balra vagy lefele 1ép. Figyeljiik meg, hogy amig nem lép balra B, addig az A
jatékos sosem veszithet, mert az A jatékos mindig csak iires termekbe 1ép. Ezzel szemben a B jatékos
minden 1épésében egy katakombaba 1ép, igy véges sok 1épésen beliil biztosan veszit, ha nem lép balra
Z-bol. Tegyiik fel, hogy B k alkalommal (k > 0) agy dont, hogy Z-bdl, lefelé 1ép, és ezek utdn még
él, és a (k + 1)-edik alkalommal balra lép. Ekkor eddig (k + 2) katakombaba lépett bele, igy Osszesen
(c + 2)(k + 2) életet vesztett a kalandor. Feltettiik, hogy még él, és h # (¢ + 2)(k + 2), mivel el6bbi
prim, utébbi Osszetett szam, igy még pozitiv életpontja van a kalandornak. Emiatt amikor A belelép
a négyzet alaku tiiske terembe, nem veszit. Ezek utan mar egyik jatékosnak sincs dontése, A minden
lépésben iires terembe lép, B minden 1épésben tiiske terembe, igy véges sok lépésen beliil veszit B.
Ezzel belattuk, hogy A fent leirt stratégiaja tényleg nyerd stratégia, amennyiben A prim.
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2. eset: h Osszetett szam.

Legyen h = (c+2)(k+2), ahol 0 < ¢, k. Legyen B stratégidja a kovetkezs. Az X teremben az elsd
¢ alkalommal jobbra lép, a (¢ + 1)-edik visszatérésnél lefelé. A Z teremben az els6 k alkalommal lefele
l1ép, utdna balra. Minden mas esetben koveti az egyértelmii utat. Gondoljuk meg, hogy ez egy nyerd
stratégia. Az A jatékosnak egyediil az Y teremben van dontési lehetGsége. A B stratégidja szerint ide
legfeljebb c-szer 1ép a kalandor. Ha barmikor tgy dont A, hogy lefele 1ép Y-bol, akkor addig legfeljebb
c+ 1 < h nyil van a kalandorban, igy a katakomba mez6, amibe B belelép, nem vet véget a jatéknak.
Ezek utén minden lépésben A egy tiiskébe 1ép, B lires mezdbe, igy véges sok lépésen belil veszit A.
Ha A minden alkalommal balra megy Y-bol, akkor a (¢ 4 1)-edik X-be éréskor B lefele 1ép, és ezek
utan nincs A-nak dontési lehetGsége. A (k + 1)-edik Z-be lépéskor B a stratégidja szerint balra 1ép.
Eddig a kalandor pontosan k 4+ 2 katakombéba 1épett, és el6tte pontosan ¢+ 2 nyil allt bele, igy éppen
(c+2)(k+2) = h életpontot veszitett, tehat ekkor 0 életpontja van, azaz még senki nem veszitett. Ezek
utén el@szor A 1ép tiiskébe, és veszit. Tehét ez tényleg egy nyerd stratégia B-nek. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik.

Megjegyzés: Azt gondoljuk, hogy minden megoldasnak muszaj hasonl6 otleten alapulnia, de szamos
moédon le lehet rajzolni egy megfeleld térképet, tobbek kzott olyan is van, ami sokkal kevesebb szobabol
all. Ennél a megoldasnal nem torekedtiink arra, hogy kevés szoba legyen, inkabb arra akartunk figyelni,
hogy minél egyszeriibben el lehessen vele mondani, hogy miért teljesiti a feladat feltételeit. Szerencsére
a 20 termes limitbe azért b6ven belefér.

~ s Cs |
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E+5. Adott egy A1A42A3 haromszég. Ha X egy pont a hdromszég belsejében, akkor minden 1 < i < 3-ra jeldlje X
az A; X félegyenes és az A;-vel szemkozti oldal metszéspontjat.

Ha P és Q kiilonboz6 pontok a haromszog belsejében, akkor a két pontot izotémikusnak nevezziik (avagy izotomikus
pontpdrt alkotnak), ha minden i-re a P; és @Q); pontok szimmetrikusak az A;-vel szemkozti oldal felezGpontjara.

Agoston szeretne izotémikus pontparokat szerkeszteni kedvenc szerkeszt programja segitségével, a GeoZebraval. Mar fel
is vette ehhez egy nem egyenld szart, hegyesszogi haromszog harom csicsat és harom oldalegyenesét, amikor hirtelen
virusos lett a gépe. A funkciok nagy része hasznalhatatlanna valt, csak néhany eszkéz miikodik, azoknak is egy része csak
fizetGsen:

Eszkoz neve Leiras Koltség (hasznala-
tonként)

Pont Tetszbleges (az egér helyzete szerinti) pont felvétele a sikon | Ingyenes
vagy egy alakzaton (kordn vagy egyenesen)

Metszéspont Két alakzat (kor vagy egyenes) metszéspontjainak felvétele Ingyenes

Egyenes Két ponton atmend egyenes megrajzolasa 5 Diirer dollar

Merdéleges Pontbol merdleges egyenes allitdsa egy méar megszerkesztett | 50 Diirer dollar
egyenesre

Koré irt kor Héarom ponton atmend kor megrajzolasa 10 Diirer dollar

a) Agota felvett egy P pontot a haromszog belsejében, amely kiilonbozik a haromszog sulypontjatol. Mutassatok meg,
hogy Agoston 1000 Diirer dollarbél tud olyan @ pontot szerkeszteni, amelyre P és Q izotémikusak.

b) Bizonyitsatok be, hogy minden n pozitiv egészre Agoston 200+ 10n Diirer dollarbél tud n darab kiilénbézs izotémikus
pontpért szerkeszteni.

Mindkét feladatrészben részpontszdm jdarhat akkor is, ha az dltalatok bemutatott szerkesztés meghaladja Agoston pénziigyi
kereteit. A két feladatrész fiiggetlen, azaz Agoston nem haszndlhatja a b) részben azt, amit az a) részben szerkesztett.
Megoldas: Mindkét feladatrészben D$ fogja jelolni a Diirer dollart. A haromszogiink csiicsai legyenek
Aq, Asg, As. Sokszor hasznalni fogjuk a feladatbeli X; jelolést.

a) Kozvetlen a definiciobol fogjuk megszerkeszteni Q-t. Ehhez sziikségiink lesz a haromszog két oldala-
nak felezépontjara. Mutatunk erre egy viszonylag egyszert, de kevésbé sporolos szerkesztést (igazan
olcs6 megoldast a b) részben mutatunk). Allitsunk merclegest Az-bol az A; Ay egyenesre (50 D$), a
metszéspontot jeloljiikk Hs-al. Tovabba allitsunk merdlegest As-bol az AsHs egyenesre (50 D$), majd
allitsunk merdlegest erre az j egyenesre az Ay, Ao pontokbol (2-50 D$ = 100 D$), a kapott metszéspon-
tokat jeloljiik Ti-el és Tp-vel. Vegylik észre, hogy a derékszogek miatt az A1T1AsHs és AsH3AsTh
négyszogek téglalapok, igy atloik felezik egymést. Tehat ha megrajzoljuk a Ty Hs, ToHs egyeneseket
(2-5 D$ =10 D$), akkor ezek az A As, Ay A3 oldalakat a felez&pontjaikban metszik.

Most méar csak a felez6pontokra tikrozniink kell a Py, P> pontokat. Ehhez felhasznéljuk a kévetkezs
szerkesztési lemmaét: egy pontot tudunk tiikrézni egy pontra.
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Konstrukcio: Tegyiik fel, hogy az A pontot szeretnénk tiikrézni a B
pontra. Szerkessziik meg a B-n atmend AB-re merdleges egyenest,
I-t. Legyen X # B az | egyenes egy tetsz6leges pontja. Az AX
egyenesre A-bol allitsunk merdlegest, ez messe [-t Y-ban. Végiil A
az X-bol az AX-re és az Y-bol az AY -ra allitott merdleges messe
egymast Z-ben. Ekkor az AXZY egy téglalap a derékszogek miatt.
Allitsunk Z-bol merslegest AB-re. A merdleges talppontja legyen
C’, ekkor az AC’'Z haromszogben [ parhuzamos a C'Z alappal, és
felezi az AZ szakaszt, hiszen a téglalap atloi felezik egymast. Igy 1
kozépvonal, azaz B felezi AC'-t. Igy C' = C' a keresett pont.

Y

Ellendrizziik le, hogy mivel az AB egyenes a mi esetiinkben mér meg van szerkesztve (ezek ugye az
oldalegyenesek), a fenti szerkesztés 5- 50 D$ + 5 D$ = 255 D$-ba fog fajni nekiink. Osszefoglalva,
vessziik a P pontot, megszerkesztjiik a Py, P, pontokat (2 -5 D$ = 10 D$), majd ezeket tiikrozziik a
megfelels oldalak felez6pontjaira (2-255 D$ = 510 D$), igy kapjuk a Q1, Q2 pontokat. Az A1Q1, A2Q2
egyenesek metszéspontja @ (2-5 D$ = 10 D$). Azt allitjuk, hogy ez P-vel valoban izotémikus pontpart
alkot. Vilagos, hogy @ szerkesztése miatt elég annyit belatni, hogy a Ps, ()3 pontok szimmetrikusak az
A1 Ay oldal felezGpontjara. Irjuk fel a Ceva-tételeket a P, Q pontokra:

A1Ps APy AsPy 1= A1Q3 AxQ1 A3Q

P3sAy PiA3 PaAy Q342 Q143 QoA;
Mivel Ao P) = Q1As, PiAs = AsQq, AsPy = Q2A1, P Ay = A3Qo, latjuk, hogy é;f; = g?g; . Viszont
ahogy egy X pont végigfut az A1 Ay oldalon, tgy az ‘)4(114); arany minden pozitiv valés szamot pontosan
egyszer vesz fel, azaz az el6z6 egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha A1 P3 = Q345 és P3As = A1Q3,
azaz valoban szimmetrikusak a P3, (Q3 pontok a felez&pontra.

Osszesen 50 4 50 + 100 4 10 + 10 4+ 510 + 10 = 740 D$-t koltottiink, azaz béven benne maradtunk a
pénziigyi keretekben. Azt konnyi atgondolni, hogy P # @, kiillénben ugyanis P a silypont lenne.

b) Két részbsl all a feladat: elgszor belatjuk, hogy tudunk egy izotomikus pontpart szerkeszteni 210 D$-
bol, majd megmutatjuk, hogy innentsl kezdve 10 D$-bol tudunk mindig 0j part szerkeszteni.

Mivel a stulypont nem jatszik a definicié miatt, més izotémikus pontpéart kell keresni. Most jusson
esziinkbe, hogy a beirt és hozzairt kor érintési pontjai az egyes oldalakon szimmetrikusan helyezked-
nek el. Az is vilagos Ceva-tételébdl, hogy a csiicsokat sszekdtve a beirt kor érintési pontjaival harom
konkurrens egyenest kapunk (hiszen az oldalakon 16vS osztoviszonyokat felirva minden érintdszakasz
hossza egyszer fog szamlaloként, és egyszer nevezgként szerepelni). Ugyanez elmondhaté a harom hoz-
zairt kor oldalakon 1év6 érintési pontjairol. A két kozos metszéspontot rendre Gergonne- és Nagel-
pontnak hivjak, ezeket fogjuk megszerkeszteni (vilagos, hogy mivel a haromszog nem szabalyos, a két
pont kiilénbozik).

Allitsunk merélegest Ao-bél az Ay A3 egyenesre (50 D$), a metszéspont legyen Hs. Most szerkessziik
meg az (A2 AsHa) kort (10 D$). Mivel ez éppen az Ay A3 atmérdji kor lesz, ennek a kornek és A; As-
nek a Hsz metszéspontja éppen az Az-hoz tartozo magassagvonal talppontja lesz. Az AsHj3 egyenest
is behtzva (5 D$) megkapjuk a H magassagpontot is. Most rajzoljuk meg az (A1A2As), (AsHH,),
(A2 H H3) koroket (3-10 D$ = 30 D$). Az 0j metszéspontokat nevezziik el: (A1 As A3)N(AsHHs) = K3,
(A1A3A3) N (AsHH3) = Ko. Hazzuk meg a KoH egyenest (5 D$), ez messe az A1 Ag oldalt Fy-ben,
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illetve a koriilirt kort méasodszorra A)-ben. Ekkor A5KpAs/ = 90°, tehat Ap Ay atmérdje a koriilirt
kornek. Tovabbé az Ay H A3 Al egy paralelogramma, hiszen Ay H, AL A3 L AgAs és A1 Ay, HA3 1 Ay As.
Mivel a paralelogramma atléi felezik egymaést, Fy az A; As oldal felez6pontja lesz. Hasonloéan, hazzuk
be a K3H egyenest (5 D$), ami az Aj Ay oldalt az F3 felez&pontjaban. illetve a koriilirt kort masod-
szorra az As-mal atellenes A§ pontban metszi. Ezzel a koriilirt kor O kozéppontjat is megkapjuk, ha
az AgAfy, Az Al egyeneseket megszerkesztjiik (2 -5 D$ = 10 DS$).

Szerkessziik meg az OFy, OF} oldalfelezd merdlegeseket (25 D$ = 10 D$). Ezek a koriilirt kort az A; As
és Aq1As oldalakhoz tartozé ivek felez&pontjaiban metszik. Jeloljiik ezeket rendre az Mo, No, M3, N3
pontokkal. Igy behtzva az As My, Ao Ny, AsM3, A3N3 egyeneseket avagy belss és kiilss szogfelezéket
(4 -5 D$ = 20 D$) megszerkesztettiik a beirt kor, illetve a hozzairt korok kozéppontjait. Jeloljiik
ezeket az I,.Jq, Ja, J3 pontokkal. Az AT egyenes messe a koriilirt kort masodszorra I’-ben (5 D$).
Ekkor az (AoI1') kor éppen az Aol atmérdji kor lesz (hiszen az 90° = Ao’ AL/ = A3I'1 /), igy ez az
A Ay, A2 As oldalakat a beirt kor érintési pontjaiban metszi el (10 D$). Ezeket osszekotve a szemkozti
cstcsokkal meg is van a Gergonne-pont (2 -5 D$ = 10 D$). Hasonloan jarunk el a hozzairt koroknél.
Az ALJs egyenes messe el a koriilirt kort Jj-ben (5 D$), majd rajzoljuk meg az (AsJ2J4) kort (10 D$),
ami éppen az AsJo atmérdji kor lesz, azaz az A1 As oldalt a Jo pont vetiiletében, avagy a hozzairt kor
érintési pontjaban metszi el masodszorra. Hasonloan megtehetjiik ezt Js-ra (5 D$+10 D$ = 15 D$), és
a két érintési pontot Gsszekotve a szemkozti csicsokkal meg is kapjuk a Nagel-pontot (2-5 D$ = 10 DS).
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Valoban 50 +54+30+5+54+10+104+20+5+ 10+ 10+ 54 10+ 154 10 = 200 D$ volt a koltésiink,
igy maradt még 10 D$. A maradék 10 D$ felébdl vegyiink virusirtot, a masik fele még késébb kelleni fog.

Térjiink ra arra, hogy hogyan is tudunk most 4j izotémikus part késziteni. Vegyiink egy tetszdleges
G’ pontot az A3G egyenesnek azon részén, ami a haromszog belsejébe esik. Az NG’ egyenes messe az
Aj Ay oldalegyenest T-ben, tovabba a TG egyenes messe az A3N egyenest N'-ben (2 -5 D$ = 10 D$).
Belatjuk, hogy a G’, N’ pontok is izotémikusak.

Logikai szimmetria miatt elég igazolnunk, hogy G}, Ni szimmetrikusak az AsAs oldal felez6pont-
jara. Vegyiik észre, hogy (A, As; G1,GY) 2 (Gs, A3; G, G") Z (N3, A3; N'; N) 22 (A, A5y NI, Ny) =
(As, A2; N1, N7). Ha G7 jeloli G tiikorképét az AsAs oldal felez6pontjara, akkor mivel a centralis
tiikrozés kett(’)'sviszony-tarté, (AQ, Ag; Gl, Gll) B (Ag, AQ; Nl, GT) igy, (Ag, AQ; Nl, N{) = (A3, AQ; Nl, G’{),
tehat N7 = G7. Ezt akartuk belatni. Egyetlen dologra kell tigyelni: hogy T' létezzen. Ezt biztositani
tudjuk azzal, hogy T-t valasztjuk az A1 As oldal belsejében. Csak az lehet gond, ha éppen a GNN A1 A,
metszéspontot valasztjuk ki. Ezt el tudjuk azzal keriilni, hogy megszerkesztjiik a GN egyenest (5 D$).
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