XVII. DURER
VERSENY

HELYI FORDULO - 2023.11.24.

N

E
(=)
(=]
)
=

N
MEGOLDASOK

1. feladat

Ahogy a kis test mozog a hasab koriil, egyre tobb kotél tekeredik a hasdbra, igy egyre
rovidebb az a darab, ami a test forgatasdban ténylegesen részt vesz. A kotél hossza mindig
akkor csokken, amikor hozzaér egy csticshoz, hiszen a hasib alapja konvex. Igy a mozgés ezen
pontjain megnd a kis test szogsebessége, és no a kotélben ébred6 erd is, végiil ezért szakad el.

Mivel a testre a mozgas sikjaban csak a sebességére meroleges kotéleré hat, igy felirhato
a mechanikai energiamegmaradés torvénye; azaz O,w?/2 allandd, ahol ©; a test tehetetlensé-
gi nyomatéka, w; pedig szogsebessége, mindketté az i. csiicsra, mint aktudlis forgastengelyre
vonatkozoan. A mozgasi energia a folyamat elején, a 0. cstcs koriili forgas sorén:

;@Owg = ;mLQwQ. (1.1)

Most nézzitk meg, hogy mi torténik az elszakadas pillanataban! Jelolje | a sokszog egy
oldaldnak hosszat, ahol | = K/n. A kotél tekeredése miatt a j. csicsnal a kis test L — ji
tévolsagra lesz ettdl a csicestdl, mert j1 hossztsdgt kotél mér feltekeredett a hasdbra. Irjuk fel
ebben a csticsban a kis test mozgasi energiajat, és hasznaljuk ki, hogy ez egyenld az imént felirt
kezdeti energiaval:

Ly o 1 22 Losa o
§@jwj = §m(L — Jl) w; = imL w*. (1.2)

Innen w; kifejezhetd:
Lw
w; = . 1.3
A (1.3)
A kotélben ébredo erd tartja korpalyan a kis testet, azaz biztositja a centripetdalis gyorsulast.
Ez az er6 a j. csicsnal

F, =m(L — jl)w3, (1.4)
amelybe az (1.3) egyenletet behelyettesitve:

L2w? mL%w?

Fe=mL =)= = T = jx/m

(1.5)

Errél az erérél tudjuk, hogy éppen F, hiszen pont a j. csicshoz érve szakad el a kotél. Igy
felirhato, hogy:

mL2w?
—— =F. 1.6
L—jK/n (1.6)
Az egyenletet rendezve kapjuk a végeredményt:
KFj
=—— 1.7
" LF — 2w (L.7)

Megjegyzés

A fentieken tul érdemes kitérni egy gyakran felmertlé hibara. Latszélag azonosan igaz a
kovetkezd harom &llitds: mivel a testre csak a sebességére merdleges erd hat, ezért
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» mozgasi/forgdsi energidja
o sebességének nagysiga

o perdiilete

megmarad. Ezek koziil az els6 két allitas ekvivalens, és azonos egyenletekre is vezet. A harmadik
allitas viszont hibés, bar a hibat elsére nehéz észrevenni.

A hiba abban rejlik, hogy a megfigyelési pontunkat mindig athelyezziik a frissen érintett
csucsra. Gondoljunk bele: ha a test az i. cstics koriil, attél L; tavolsagra, v; sebességgel forog,
majd az (i + 1). csucsot érinti, akkor v; nem valtozik ugrdsszerien. Sajnos a hibdsan felirt
perdiiletmegmaradas viszont rossz eredményre vezet:

L;v;

L = it1Llit1 = iv1(Li — K = e
mu. M1 Lit1 = mui /n) Vit Li— K/n

A hiba abban rejlik, hogy a fenti perdiiletek kiszamitasakor koordinatarendszert valtottunk. Bar
a test sebességének nagysaga allando, az j koordinatarendszerben kozelebb van az origohoz,
igy perdiilete a két rendszerben kilonbozé. (Megjegyzendd, hogy nem létezik olyan koordi-
natarendszer, melyben a perdiilet megmarad, mivel nincs olyan pont, amelyre vonatkozéan a
kotélerd forgatényomatéka minden pillanatban zérus.)

Koordinatarendszert persze az energiamegmaradasra és a sebességmegmaradasra hivatkozé
érveléseknél is valtunk, de ott ez mégsem okoz hibat. Ennek oka, hogy a szdéban forgd rend-
szerek egymashoz képest nem mozognak, igy a sebességek nagysagai — és igy az energiak is —
mindegyikben megegyeznek.

2. feladat

A megoldas els6 1épéseként gondoljuk végig, hogy a kotél mely keresztmetszetében 1ép fel
a minimalis, illetve maximélis hizderd! Tudjuk, hogy er6 csak a kotél iranyaban ébredhet,
ebbol kovetkezik, hogy a jobb oldali végpontban fellépé hiazderd éppen vizszintes. Mivel a
felhalmozdédott ho tomegébdl szarmazod erdhatas fiiggoleges irany, és mas kiilsé eré nem hat
a rendszerre, a kotélben keletkezd hiuizderd vizszintes komponense minden keresztmetszetben
megegyezik. Az el6z6ekbél egyértelmiien kovetkezik, hogy a minimaélis kétéleré éppen a jobb
oldali végpontban 1ép fel, mig a maximalis érték a bal oldali végpontban keletkezik (hiszen a
kotél érintéjének meredeksége, és igy a fiiggbleges irdnyt er6komponens itt a legnagyobb).

A fentiek alapjan rajzoljuk fel a kotélre hatod erdket, ezt szemlélteti a 2.1. abra. Jelolje a
kotél bal oldali végpontjat A, jobb oldali végpontjiat pedig B! Ekkor az A pontban fellépd
hizéeré komponensei legyenek K¢ és K4, a B pontban keletkezé htizéerét pedig jelolje Kp.
A felhalmozddott hé hatasabdl szarmazd erchatast egy, a kotél vizszintes vetiiletén egyenletesen
megoszlo p, = pgdh stirtiségli eréként kezelhetjtik.

A tovabbiakban vizsgaljuk a kotél, mint kiterjedt test egyensulyat! Ekkor tudjuk, hogy a
kotélre hato erck, valamint forgatonyomatékok eredéjének barmely pontra nézve zérusnak kell
lennie. Felirva vizszintes irdnyban az erék ereddjére vonatkozo feltételt:

Kuy = Kp, (2.1)
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valamint fiiggéleges irdnyban:
Ka¢=pnL = ogdhL. (2.2)

Pn

A

>
>

2.1. 4bra. A kotélre hatd erék szemléltetése.

Irjuk fel a testre hat6 forgatényomatékokat az A pontra:

L2
KpH = th , (2.3)
beirva py, kifejezését, majd Kpg-re rendezve:
dhL?
Kp= 992H . (2.4)
Azaz a kotélben keletkezdé minimadlis htizéerd:
dhL?
Kmin == KB = QQZH ) (25)

a fellépé maximalis eré pedig a Pitagorasz-tételt felhasznalva:

dhL
Ko = /K3 + K5 = S22 VAR 4 2|, (2.6)

3. feladat

A vizbeérés tavolsdga harom dologtol fligg: az emberek sebességétdl a cstuszda végénél, a
sebességvektor vizszintessel bezart szogétol, valamint a végpont magassagatol. A csuszda vége
legyen h magasan, ekkor ez a magassag az energiamegmaradds miatt egyértelmiien meghata-
rozza az ember sebességének nagysagat, hiszen a torony tetején 1évé helyzeti energia alakul at
helyzeti és mozgési energia Osszegévé.

Most a 3.1. abra segitségével belatjuk, hogy ha a cstuszda vége h > 0 magassdgban van, akkor
az emberek nem tudnak olyan messzire repiilni, mintha A’ magasan lenne, ahol 0 < A’ < h.
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Vegyiik észre, hogy ebbdl mar kévetkezik, hogy akkor jutnak legmesszebbre az emberek, ha a
csuszda vége a talajon van. Az allitas bizonyitasahoz hasznaljuk fel, hogy a cstiszda elhagyasat
kovetoen az emberek parabolapdlyan mozognak. Ha a cstszda vége h magasan van, akkor
jelolje ezt a paraboldt P. Ennek a csuszda végpontja elétt van A’ magassagban 1évo pontja.
Amennyiben ebben a pontban érne véget a csuszda a P parabolat érintve, akkor a kirepild
emberek éppen P-n mozognanak. Igy a D tdvolsdgban, i’ magassdgban, és az elézével egyezd
szoghen véget éro csiszdabdl kirepiilé emberek palydja P-nek egy eltoltja, P’. Mivel a palyat
ekkor ,tavolabb toljuk” a toronytoél, igy nyilvan messzebb érnek vizet az emberek.

A fentiekben belattuk, hogy a csiszda végének a f6ldon kell lennie. Ekkor a kirepiilés se-
bessége egyértelmiien meghatarozott, és ismert, hogy a talajrél inditott ferde hajitas esetén a
repiil6 test akkor megy a legmesszebbre, ha 45°-ban hajitjuk. Tehat Bélanak tgy kell beallitani
a csuszdat, hogy a vége a talajon legyen, és 45°-ot zarjon be a vizszintessel. (Ez megoldhaté
példdul tgy, hogy a csiiszda a vége el6tt lemegy a fold al4.)

...........................

3.1. abra. Kilonb6z6 magassagokbdl kirepiilo emberek pélyaja.

4. feladat
(a)

Els6 1épésként irjuk fel a folyadék altal felvett homennyiséget, mikdzben hémérséklete AT
értékkel valtozik:
AQ = c(T(t))mAT, (4.1)

majd osszuk el az egyenlet mindkét oldalat a folyamathoz sziikséges At idovel:

AQ AT
x = c(T(t))mE. (4.2)

Ekkor az egyenlet bal oldaldn éppen a keresett teljesitményt kapjuk, mig a jobb oldalon megje-
lenik a hémérsékletvaltozas és az eltelt id6 hanyadosa, mely a feladat feltételeibdl kovetkezGen
egy konstans érték. Ezeket felhasznalva a fenti egyenlet a kovetkezd alakban irhaté:

-1,

P(t) = oT(H))m=" = (4.3)
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Azaz a kérdés megvalaszolasahoz még a homérsékletfiiggo fajhé idobeli alakulasara kell feltételt
megfogalmaznunk. A megadott grafikon alapjan eloszor irjuk fel a fajhé homérsékletfiiggését,
azaz az egyenes egyenletét:

o(T(t) = e1 + (T(t) - T)). (4.4)

T, — T

Az egyenletes hémérsékletnovelés feltételét kihasznédlva a T homérséklet idofiiggése a kovetkezd

alakban irhaté:
Ty =T

to
A (4.4) és (4.5) egyenleteket beirva (4.3)-ba a keresett teljesitményfiggvény:

T(t) =T) + t. (4.5)

Ty, — T Ty —T:
2 1+(02—01)m2 !

P(t) =cim ———t, (4.6)
to 2

behelyettesitve:

J J
P(t) = 3200~ + 1,067 5 -t . (4.7)

(b)
A melegités soran a folyadék dltal felvett hé a 100 %-os hatasfoknak koszonhetéen megegye-

zik a flit6szal altal kozolt energidaval. Utébbi kiszamithaté, mint a témeg és a megadott ¢(7)
gorbe alatti, T} és T5 helyek kozti teriiletének szorzata. A trapéz teriiletének képlete szerint:

_01+CQ
2

Qs m(Ty —Ty), (4.8)

a megadott adatokat behelyettesitve:

|Qr = 1008kJ . (4.9)

5. feladat
(a)

A megadott médon harom ellenallassal 6sszesen négy kilonboz6 feketedoboz hozhaté 1étre,
amelyek az 5.1. abran lathatéak.

(b)
A Wheatstone-hid elméletébdl ismert (valamint a Négyjegyi fuggvénytéblazatban is megta-

lalhatd), hogy a feladatban adott elrendezés esetén csak akkor nem mutat &ramot az amperméro,

ha az ellenallasok aranya:
Ry Rj

— =22 5.1
7 R (5.1)
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tisztdn soros parhuzamos-soros

—
A B R

—{ {1

[ ]
|
tisztdn pdarhuzamos soros-pdrhuzamos

5.1. abra. A lehetséges dramkori elrendezések.

A fenti négy feketedoboz eredd ellendllasa rendre: 3R, 2R/3, 3R/2 és R/3. Kénnyen ellendriz-
hetd, hogy a fenti egyenletet csak akkor lehet kielégiteni, ha Ry = 3R, Ry = 2R/3, R3 = 3R/2
és Ry = R/3, vagy ha Ry = 3R, Ry = 3R/2, R3 = 2R/3, Ry = R/3. Lathaté, hogy mindkét
esetben a jobb also ellenallas:

R
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