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1. feladat

Vizsgaljuk meg elsé korben a rugalmatlan iitkozések dinamikéjat, azaz tekintsiink két m
tomegi testet, amelyek iitkozés el6tti sebességei vy és vq, litkozés utani sebességei pedig uy és us.
Teljestl egyrészt az impulzusmegmaradas torvénye, amelybdl, a kozos tomeggel egyszertiisitve:

U1 + Vo = Uy + Us. (1.1)

A két test relativ sebessége az titkozés soran eldjelet valt, nagysaguk pedig csokken a k iitkozési
szamnak megfelelGen:
k('l)l — Ug) = Uy — U7. (12)

Az (1.1) és (1.2) egyenleteket egymadssal Osszeadva, illetve egymasbdl kivonva a kovetkezd
transzformacios formuldkra jutunk:

Uy = q_v1 + qyvs, (1.3a)

Uy = ¢4+V1 + q_Va, (13b)

ahol bevezettik a g1 = (1 £ k)/2 egyszeriisité jeloléseket, esetiinkben ¢y = 3/4 és ¢ = 1/4.
Erdemes megvizsgalni azt is, mennyivel csokken a rendszer mozgési energiaja egy ilyen iitkozés
SOran:

m m
AFEy, = E(U% +uj —v] —v3) = —mgiq_(v1 — v2)? = Z(k‘Z —1)(v1 — v2)*. (1.4)

A mozgasi energia tehat a kezdeti relativ sebesség négyzetével ardanyosan csokken, esetiinkben
a szorzétényezd m(k* — 1)/4 = —3m/16.

(a)

Az (1.3) egyenleteket felhaszndlva a feladatban feltett kérdés mar konnyedén megvalaszol-
haté. Sorszdmozzuk a golydkat balrdl jobbra (1 < n < 5), és jeldlje az els6 golyd vizszintes
sebességét a legelso litkozés eldtt v. Az litkozés soran sebességének g, v részét dtadja a masodik
golyénak, a maradék q_v részét pedig megtartja. Ezutan a masodik golyo titkozik a harmadik-
kal, utébbi g3 v sebességet szerez, és igy tovabb. Ezek alapjan a golyok sebességei jobb oldali
szomszédjukkal vald litkozés elott

vp, = (qy)" 'v, ahol 1<n <5, (1.5)

utana pedig:

Up = q- (¢2)" 'v, ahol 1<n<4. (1.6)
Mivel az ingamozgas kis kitérésli, az amplitudo és a maximalis sebesség aranyos egymassal, az
aranyossagi tényez6 az w = y/g/l korfrekvencia. Ezt és az (1.5) egyenletet kihasznélva adédik
a végeredmény:

1+ k)
§:<;;>zQMﬂ (1.7)
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(b)

A k = 1 esetben ismert, hogy az utkozések szama N — 1 = 4. Furcsamdd azonban ez
megvaltozik, amennyiben k akar csak egy hajszalnyival is kisebb 1-nél. Hogy ezt megértsiik,
induljunk ki az (1.5) és (1.6) egyenletekbél, és vegyiik észre, hogy u; > us > ug > uy, tovabba
vs > up. Ezen relacidok kovetkezménye, hogy bar az (a) feladatrészben targyalt négy titkozés
valéban végbe megy, de azutan rovid idon belil az elsé golyd utoléri a méasodikat, és 1jbol
ttkozik vele. A relativ sebességiik el6jele ekkor (1.2) miatt megvaltozik, igy ezt kovetéen mar
a méasodik goly6 a gyorsabb, ez hamarosan utoléri a harmadikat, és igy tovabb. Osszességében
tehat wjabb titkozések jonnek létre, bonyolult mintazatot létrehozva. Az mindenesetre biztos,
hogy a tokéletesen rugalmas esetben hasznélt szemléletes érvelés itt nem érvényes.

(c)

A rendszer egészen addig bonyolult, utkozésekkel teli mozgast végez, amig végil mindegyik
test sebessége kozel azonossa nem vélik. Ez lathaté példaul az (1.4) egyenletbdl: az energia
monoton csokkeno fiiggvénye az iitkozések szamanak, egytttal biztosan nemnegativ, igy hatar-
értékkel rendelkezik. Mivel AFEy;, minden iitkozésnél aranyos a relativ sebesség négyzetével, a
hatarérték tetszolegesen csak akkor kozelitheté meg, ha a relativ sebességek kellden kicsik.

Az egyensily feltétele tehat, hogy az egyes ingak azonos fazisi harmonikus rezgést végeznek,
amelyek maximalis sebességét jelolje w. A kordbban felirt (1.1) egyenlet alapjan az ingamozgés
legmélyebb pontjéban vett sebességosszeg allandé a mozgas soran, igy lathatd, hogy w = v/5.
Hasonlban az egyensilyi helyzetben vett amplitudoéra:

—-=02|, (1.8)

amely meglepé modon fiiggetlen az titkozési szamtol. Tovabbi érdekesség, hogy ugyanezt az
eredményt kapnank a teljesen rugalmatlan iitkozés k& = 0 hataresetében is, ekkor viszont az
egyensilyi allapot mar négy titkozés utan létrejon.

2. feladat

A megoldas elsé 1épéseként gondoljuk végig, hogy a kotél mely keresztmetszetében 1ép fel
a minimalis, illetve maximélis hizéerd! Tudjuk, hogy er6 csak a kotél iranyaban ébredhet,
ebbol kovetkezik, hogy a jobb oldali végpontban fellépé hiazderd éppen vizszintes. Mivel a
felhalmozddott ho tomegébdl szarmazod erdhatas fiiggoleges irany, és mas kiilsé eré nem hat
a rendszerre, a kotélben keletkezd hiuizderd vizszintes komponense minden keresztmetszetben
megegyezik. Az el6z6ekbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy a minimaélis kotéleré éppen a jobb
oldali végpontban 1ép fel, mig a maximalis érték a bal oldali végpontban keletkezik (hiszen a
kotél érintéjének meredeksége, és igy a fiiggbleges irdnyt er6komponens itt a legnagyobb).

A fentiek alapjan rajzoljuk fel a kotélre hatod erdket, ezt szemlélteti a 2.1. abra. Jeldlje a
kotél bal oldali végpontjat A, jobb oldali végpontjat pedig B! Ekkor az A pontban fellépd
hizéeré komponensei legyenek K¢ és K4, a B pontban keletkezd htizéerdt pedig jelolje Kp.
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A felhalmozddott hé hatasabdl szarmazd erchatast egy, a kotél vizszintes vetiiletén egyenletesen
megoszlé p, = pgdh stirliségli eréként kezelhetjtik.

Pn

2.1. dbra. A kotélre hatd erdk szemléltetése.

A tovabbiakban vizsgaljuk a kotél, mint kiterjedt test egyensulyat! Ekkor tudjuk, hogy a
kotélre hatd erdk, valamint forgatonyomatékok eredéjének barmely pontra nézve zérusnak kell
lennie. Felirva vizszintes iranyban az erck eredéjére vonatkozé feltételt:

Kuy = Kp, (2.1)

valamint fiiggdleges iranyban:
KAVf = phL = dihL (22)

Irjuk fel a testre haté forgatényomatékokat az A pontra:

L2
KpH = ph2 , (2.3)
beirva py, kifejezését, majd Kpg-re rendezve:
dhL?
Kp = 992H . (2.4)
Azaz a kotélben keletkezd minimalis hizbero:
dhL?
Kmin - KB = Qg2H ) (25)

a fellépé maximalis eré pedig a Pitagorasz-tételt felhasznalva:

dhL
Kinax = \/m N el (2.6)

2H
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3. feladat
(a)

A feladat megoldasa soran hasznaljuk fel a vizvezetékrendszeri modell és az elektromos ha-
l6zatok kozott felfedezhetd analdgiat! Ez alapjan a tulnyoméas megfeleltetheté a potencialnak
(nullszintként a légkori nyomést vélasztva), a vizhozam az dramerGsségnek, az egyes csove-
ket és a csapokat jellemzoO vizszallito-képességek pedig az elektromos vezetoképességnek. Ezt
felhasznalva alkalmazhatjuk az egyszerti aramkoroknél megszokott torvényszeriiségeket.

A megadott Ty kifolyd vizhémérséklet segitségével meghatarozhatjuk, hogy a meleg- és hi-
degvizes 4gbdl milyen vizhozammal sziikséges érkeznie a viznek a zuhanyba:

T — TQO + Tth
0 — )
Qo
valamint tudjuk, hogy:
QO - Qm + Qhu
azaz, Osszefoglalva a két egyenletet, az egyes vizhozamok:
T() — Th liter
m =70 = 3,64 ,
@ To —Th o perc
Tm — T() liter
=———Qy=06,36 .
Qh Tm _ Th QO ) perc
Egy huroktorvénnyel analog dsszefiiggést felirva a melegvizes dgra:
Qu , Qu_
Gl Gm m>
innen a G,, mennyiséget kifejezve:
nG
G, = L’
pmGl - Qm
majd a (3.3a) egyenletet felhaszndlva, és behelyettesitve:
lit
G = 0,96 ———— |
bar - perc

Az el6z6ekhez teljesen hasonlé moédon a hidegvizes agra:

Q% O _
Gs Gy Gy
innen a Gy, mennyiséget kifejezve:
GG

G — 9
" pnGaGs — Qu(Gs + Gs)

majd a (3.3b) egyenletet felhaszndlva, és behelyettesitve:

lit
Gy = 4,94 — %

bar - perc |
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(b)

A WC lehiizasakor a melegvizes agban semmilyen valtozas nem torténik, onnan tovabbra is
az el0z6 részben kiszamolt (), vizhozammal dramlik a zuhanyba a T}, homérsékletii melegviz.
A hidegvizes dgban azonban a WC csap megnyitasaval keletkezik egy elagazas a rendszerben,
kevesebb hidegviz fog a zuhanyhoz aramolni, igy az 6sszességében kifolyd viz magasabb homér-
sékletii lesz.

Els6 1épésként hatarozzuk meg az elagazasi pontban kialakult tilnyomast, jelolje ezt p,!
Ehhez irjunk fel egy csoméponti torvénnyel analog 6sszefiiggést erre a pontra:

G- Gy

—px)G3 = px v~ + <Gy, 3.10
(Pn — px)Gs pG2+Gh+p 1 (3.10)
innen a keresett tulnyomas:
Gs
Px = @& pn = 2,91 bar. (311)
Goray, TGst G

A p, tilnyomaés ismeretében felirva egy huroktévényt a zuhany agara:

¢, o -

G2 Gh - pX?
tehat az 1j vizhozam a zuhany hidegvizes agaban:

GGy liter

L= —————Dx = 5,44 . 3.13
@ Gy + Gy p perc ( )
A kialakult 4j vizhomérséklet:
TwQm +ThQ; TwQm + 11O
7y = L@+ Q1 _ TnQn + ThQs, (3.14)
QO Qm + Qh
amely behelyettesités utan, szamértékileg:
T, = 37,0°C|. (3.15)

4. feladat

Az elektromos dipdl modellezéséhez induljunk ki egy g és egy —q toltésbdl képzett parbol,
amelyek egymastol d tavolsagra helyezkednek el. Ha vessziik a d — 0, ¢ — oo hatarértékeket a
p = qd konstans feltétel mellett, akkor megkapjuk az idealis dipolust. Vizsgaljuk meg, hogy mi
torténik a tukortoltésekkel a limesz elvégzése kozben!

Két tiikortoltést kell figyelembe venni. A —q toltés tukorképének ¢; nagysaga és a gomb
kozéppontjatol vald ry tavolsaga:

R R?
Ch:*q, mn=—-— (4-1)
T r
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mig a g toltés esetén:
Rq R?
P a Ty (4.2)
A gomb 6ssztoltése a Gauss-torvény értelmében a két tiikortoltés osszegével azonos:
Rq Rq Rqd
= = — — = . 4.
@=ata r r+d r(r+d) (43)

A fent emlitett hatarértéket véve adodik a — meglepd médon zérustdl eltéré — végeredmény:

R
o= fr

(4.4)

r2 |

5. feladat
(a)

A feladat kulcsgondolata, hogy a fény kozegbeli terjedési sebessége, és igy a torésmutato is,
csak az adott kozeg nyugalmi rendszerében értelmezheto. Egyéb vonatkoztatasi rendszerekben
a fényterjedés, és igy a fénytorés jelensége is, kiilonbozni fog a megszokottaktol.

Ezt a gondolatmenetet kovetve tekintstiink két vonatkoztatasi rendszert: a kiilsé megfigyeld
K rendszerét, ahol a folyadék v sebességgel aramlik, illetve a folyadék K’ nyugalmi rendszerét.
A K rendszerben a folyadékfelszinnel parhuzamos térbeli koordinata x, az arra merdleges y,
az id6 pedig t, tovabba a beesési sz0g «, a torési szog (. Hasonléan a K’ rendszert az z’, v/,
t' koordinaték és az o, ' szogek jellemzik. Erdemes ezen felill hirom eseményt kitiintetni:
a lézernyalab elinditasat, a hatarfeliilet elérését és a mederfenék elérését. A K rendszerben
ezek koordinatai rendre (x1,y1,t1), (z2,y2,t2) és (x3,ys,t3), mig a K’ rendszerben (x7,y,t}),
(ah, vy, th) és (a4, yh, th). Ezek kozott az

T = x; — vty Yi = Yi, ti=t (5.1)
Galilei-transzforméacio teremt kapcsolatot minden i € {1,2,3} esetén.

Mivel a vakuumbeli fénysebesség vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen, a folyadék nyugalmi
rendszerében érvényes a Snellius—Descartes-torvény:

sina/ =nsin 3. (5.2)
Fejezziik ki az egyenlet bal oldalat az a szog segitségével! Ehhez elsé 1épésben hasznaljuk fel az
(5.1) Galilei-transzformaciot:
— —ay — vty —t
sina/ = 27N _ e B e _ y . (5.3)
\/(Ilz — 1)+ (v2 — v1)? \/[sz — a1 —v(ta —t)]" + (g2 — 11)?

Jelolje a levegOben megtett utat a K rendszerben sis, ekkor xo — 1 = sppsina, ys — y1 =
S12 COS v, ty — 1 = S12/c. Ezeket az (5.3) egyenletbe behelyettesitve:

sina —v/c B sinae —v/c
\/(Sina—v/c)2+0052a \/1—QUsina/c+v2/02

sina’ =

(5.4)
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A jobb oldalt v/c-ben elsé rendben kozelithetjitk a feladatban megadott (1 + )" ~ 1 + ne
Osszefiiggés felhasznalasaval:

R — —-1). 2.5
sina’ ~ sina + - (sm a ) (5.5)

Hasonlé 1épésekkel kifejezhetjiik a sin 8 szogfiggvényt is sin 5 segitségével, az eredmény ekkor
az alabbi: o
sin 8 & sin 3’ + — (1 — sin? 5') . (5.6)
c

Az (5.2), (5.5) és (5.6) egyenletek felhaszndlasaval végil megkaphaté a Snellius—Descartes-
torvény K rendszerben érvényes alakja:

sina + (n? — 1)E ~ nsin f3, (5.7)
c
ahonnan adodik a keresett torési szog:
. 2 _ 1
[ ~ arcsin (smoz + U) : (5.8)
n n c

Némiképp precizebb, amennyiben az elsérendii sorfejtést a v/c valtozéban itt is elvégezziik. Ez
kiterjedtebb matematikai eszkoztarat igényel, igy a versenyzok részérdl nem elvaras:

5 ~ aresi (sinoz) n n®—1 ) (5 9)

/2 arcsin —. .
n Vn?2 —sin?ac

(b)

A meréleges beesés a = 0° specidlis esetében az (5.8) egyenlet alakja a kovetkez6 médon
egyszeriisodik:

21
fm A arcsin (n - Z) : (5.10)
Ekvivalens médon az (5.9) kozelitésbdl kiindulva:
n*—1v
B A —-. (5.11)

A meglep6 eredmény tehat az, hogy mozgd kozegek esetén merdleges beesésnél is fellép némi
eltériilés. A kozeghatart jellemzo hatarszog is kiszamithato az o = 90° helyettesitéssel, ekkor:

1 21
fn ~ arcsin ( + - U) . (5.12)

n n C

Ekvivalens médon az (5.9) kozelitésbdl kiindulva:
1
Pn ~ arcsin <> +vnr—1°, (5.13)
n c
Lathatéan ez szintén mddosul a megszokott arcsin(1/n) formuldhoz képest.
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