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1. feladat

Mivel a megoldés soran figyelembe kell venniink a golyd térbeli kiterjedését is, igy a lejtot
jellemzo surlodasi egyiitthatéd értékétol fliggéen tobbféle mozgas alakulhat ki:

o A legegyszeriibb eset, ha a lejtén nincs surlédas, hiszen ekkor a golyd az eredeti forgasi
sebességét megtartva jut el a végsé magassagig.

« Amennyiben kelléen nagy a surlédasi egyiitthato, akkor a golyo a lejtore érkezve tovabbra
is tisztan gordiilve fog haladni.

o Ha a surlédasi egytitthato értéke kicsi, akkor az ebbdl szarmazo nyomaték a golyd forgasat
kisebb mértékben képes lassitani, igy a test a lejtore érkezve csuszva forog.

Els6 1épésként irjuk fel a goly6 lejtén valdé mozgédsat leird egyenleteket altalanosan. A golyé
mozgasegyenlete a lejtd sikjaval parhuzamosan:

mgsina — F, = markp, (1.1)
valamint arra merdlegesen:
Fx = mgcosa. (1.2)
Mivel kiterjedt testrol van szé, irjuk fel a forgémozgas alapegyenletét is:
2
ER:@ﬁzng& (1.3)
egyszerusitve
2

(a)
Ebben az esetben u = 0, azaz (1.1) egyenlet alapjan a test dllandé nagysagi gyorsuldssal
fog haladni a megallasig, melynek értéke:

atkp = ¢sin a, (1.5)
igy a megallasig megtett t:
2
v
As = —2—. (1.6)
2gsina
Ez alapjan az elért magassag
2
h, = Assina = U—O, (1.7)
29

behelyettesitve

= oom] 1y

Megjegyzés: Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk, ha alkalmazzuk a folyamatra a
mechanikai energiamegmaradas torvényét.
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(b)
Mivel a megadott p értékek kozil ez a legnagyobb, vizsgaljuk meg, hogy ki tud-e alakulni
a tiszta gordiilés. Ennek feltétele, hogy a golyé lejtovel érintkezd pontjanak sebessége, illetve

gyorsulasa is zérus, igy a tomegkozépponti gyorsulas meg kell hogy egyezzen az érinté iranyu
gyorsulassal:

aATKp — Qf — Rﬁ (19)
Ezt felhaszndlva az (1.1) és (1.4) egyenletekbdl:

2
F, = -mg sin a, (1.10)

melybdl (1.2)-t felhasznélva felirhatjuk a tiszta gordulés sarlédasi egyttthatéra vonatkozé fel-
tételét:

2
F, = —mg sina < pFy = pumg cos a, (1.11)
egyszerusitve:
2
?tgoz < p. (1.12)

Mivel jelen esetben p = 0,4 > 2tga/7 ~ 0,29, igy a test tisztan gordil a lejtén is. Ezt
felhasznalva a kialakul6 dlland6 nagysagu gyorsulds (1.1) és (1.10)-bél:

5
aTkp = ?gsina, (1.13)
melybol a megallas magassaga az el6z0 feladatrészben bemutatottakhoz teljesen hasonlé médon:
7 2
hy = 0. (1.14)
10 ¢

A megadott adatokat behelyettesitve:

(= Biem] (115
(c)

Az el6z6 feladatrész eredményébol mar kovetkezik, hogy ebben az esetben a goly6 a lejton
csuszva forog, mivel p < 2tga/7 ~ 0,29. Cstszasi surlédas esetén tudjuk, hogy

F, = uk, (1.16)
melybe (1.2)-t beirva, majd (1.1)-be behelyettesitve a kapott gyorsulds:
argp = g(sina — pcos ). (1.17)
Ezt felhasznalva az elért magassag:

he = % (1.18)
© = 2901~ petga)’ |

Behelyettesitve, a szamszeri végeredmény:

e~ Biam]. (119
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2. feladat

Az emberi testben a csontok hossza a terheletlen allapothoz képest megrovidiil, mivel a
test tomegébdl szarmazoé silyerd nyomast gyakorol rajuk, am amikor az ember a vizben all,
a felhajtoeré miatt ez a nyomas kisebb. A két allapot Osszehasonlitdsdhoz hatarozzuk meg az
egyes csontok 6sszenyomodasat mindkét esetben, a Hooke-torvény segitségével:

F AL
—=F—, (2.1)
A L
ahol F' a csontot terheld silyerd, A a csont keresztmetszeti tertilete, E a rugalmassagi egyiitt-
haté avagy Young-modulus, L a csont eredeti hossza, AL pedig az er6é hatasara bekévetkezd

hosszvaltozas. Ebbdl a csontok hosszvaltozasa kifejezheto:

FL
AL = A (2.2)
A képletbe val6 helyettesitéskor vegyiik figyelembe, hogy a gerinc 6sszenyomddasa model-
lezheto igy, mintha a teljes teststuly nyomna a sulypont alatti részt, igy a képletben L az eredeti
hossz harmada, F' pedig 750N. A medence esetében is ezzel az erével kell szaimolni, a két labnal
viszont ennek csak a felével, hiszen kozottiik egyenletesen oszlik el a testsily. Valamint a cso-
ként modellezett csontok esetében figyeljiink arra, hogy csak a csont keresztmetszeti teriiletét

kell venni. Igy a (2.2) egyenletbe helyettesitve, a kapott hosszvaltozasok szarazfoldon:

AL, =1,93-107°m, (2.3a)
AL, =3,35-10""m, (2.3b)
AL =275-10"°m, (2.3¢)

ahol AL, a gerinc rovidiilése, AL,, a medence révidiilése, és AL pedig a 14b rovidiilése.
A vizben allaskor a csontokat terhel$ F” erd a testre haté nehézségi és felhajtéerdk kiillonb-
sége lesz, vagyis:
F'=F,— F =mg (1 - QV) — 28,85 N. (2.4)
Qe
Itt o, a viz slriisége, 0. az emberi test atlagstiriisége, m pedig az ember tomege. Ebben az
esetben is alkalmazhaté a korabbi modelliink, figyelve arra, hogy a labakat csak F’/2 er6 terheli,
mig a mésik két csontot F'. Ezek alapjan az egyes csontok hosszvaltozasa a medencében:

AL, =743-10""m, (2.5a)
AL, =129-10"%m, (2.5b)
AL =1,06-10"°m. (2.5¢)

Az emberi test teljes hosszvaltozdséat az egyes dllapotokban a (2.3), illetve (2.5) egyenletek-
ben kiszamitott jarulékok osszegeként kapjuk:

AL =4,71-10"°m, (2.6a)
AL =1,82-10 %m. (2.6b)

A kett6 kiillonbsége pedig megadja, mennyivel ,né meg” az ember a vizben:
AL — AL’ =4,53-10°m|. (2.7)
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3. feladat
(a)

Akkor tudunk elkezdeni hintdzni, ha a testiinkre hat6 erdk ered6jének van vizszintes iranyu
komponense. Mivel a belsé erék osszege nulla, a kiilso erék osszegének kell rendelkeznie viz-
szintes irdnyd komponenssel. Két kiilsé er6 hat: a nehézségi er6 és a kotélerd. El6bbi mindig
fiiggbleges, utébbi pedig a kotél iranyaba mutat, igy ha ennek van vizszintes iranyi komponense,
el tudunk indulni.

Ezt el tudjuk érni példaul olyan mozgassal, melynek soran a hintaval érintkezo testrésziin-
ket eltoljuk egy adott iranyba, mikozben egy masik testrésziinket az azzal ellenkezo irdanyba.
Mindekozben tomegkozéppontunk vizszintes irdnyba nem mozdul el. Konkrétabb példa, ha fel-
allunk a hintara, a bal labunkat az tléssel egyiitt elorelenditjiik, a jobbat pedig hatra. Ekkor a
hinta iilése bal labunkkal egyiitt mozog, tehat a kotél nem lesz fiiggdleges. Ha pedig mar van
vizszintes iranyu sebességilink, akkor elég visszaiilni, és hintazhatunk.

(b)
A feladat soran tekintsiink el attol, hogy Peti Sr. kiterjedt test, kezeljik tgy, mint egy
tomegpontot. Irjuk fel a perdiiletét a hinta tengelye koriil:

N = mL*w = mlLu, (3.1)

ahol L a tomegkozéppontjanak és a hinta tengelyének tavolsidga, w pedig a hinta szogsebessége.
Amikor Peti Sr. felall, az L tavolsag megvaltozik, ha ezt kelléen révid idé alatt teszi, akkor a
gravitacié forgatonyomatéka elhanyagolhatd, a perdiilete allandonak tekintheto.

A

3.1. abra. Peti Sr. optimalis hintazasi stratégiaja.

A fentieket képletekkel kifejezve:

N = leentvlent - mLfentvfenta (32)
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amelybdl a sebességek aranya kifejezheto:

- Llent . Lfent
Vtent = Vlent  UVlent = Vfent - (33)

Lfent
Ezek alapjan lathato, hogy a legnagyobb sebességniovekedés eléréséhez érdemes a hinta a legalso
pontjan felallni, ahol vje,y maximalis. Hasonléan minimalizalhatd, azaz zérusra csokkenthetd a
leguggolds okozta sebességesokkenés, ha azt a legszélsd helyzetben teszi, ahol vy nulla. Osszes-
ségében a fenti stratégia eredményezi a kilengés magassaganak leheto legnagyobb névekedését,
ezt szemlélteti a 3.1. abra.

A megoldasra az energiamegmaradasbdl is rajohetiink: felallaskor a nehézségi és a centri-
fugalis eréknek is ellen kell tartani, leguggoldskor viszont csak a nehézségi erd hiz vissza. Igy
Peti Sr. mozgasaval a rendszeren munkat végez, minden lengésnél né az Osszenergia, és egyre
magasabbra jut.

(c)

Felalldskor Peti Sr. mozgasi energidja megnd, a (3.2) egyenlet alapjan felirhaté, hogy minden
felallaskor:

m’U%/2 . L126r1t (3 4)
Tnv?)/2 B L%ent’ .
tehat a mozgdsi energia (Lient/ Lient ) *-szeresére n, ezutdn pedig dtalakul helyzeti energiava:
1
§mvf = mghy, ahol h1 = Lfent(1 — cos ). (3.5)

Ebben a szélsé helyzetben a sebessége zérus. Ezutan leiil, de leiilés utan az érinto irdnyt sebes-
sége nulla marad a (3.3) képlet szerint. A kovetkezd fazisban a helyzeti energidja visszaalakul
mozgasi energiava. Geometriai megfontolasok alapjan hy = Ljent(1 — cos ), igy a félperiédus
végén a mozgasi energia:

1
—muvs = mghy = mghy (3.6)

Llent o 1 2L1ent o 1 2 (Llent)3
2 0 '

= —mv = —MnMvu
1
L fent 2 L fent 2 L fent

FoN

3.2. abra. A hintazas egy negyedperiodusanak szemléltetése.
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Ezek alapjan egy félperiédus alatt a mozgési energia (Lient/Lient)>-szeresére né. A feladat
feltevéseit kovetve Lien = 3m é8 Leoy, = 2m, amely alapjan (Lo /Lient)® = 27/8. Ha n lengés,
azaz n félperiddus torténik, akkor a végso és kezdeti energiak aranya:

Fus  (27\"
= () . 3.7
e (5) @

Kezdetben a hinta kitérésének legnagyobb magassdga h = L(1 — cos10°), az elérni kivant
magassag pedig H = L(1 — cos90°) = L. Igy a végs6 és kezdeti helyzeti energidk ardnya
kifejezhetd, mint:

Ew, H 1

Eresd T h o 1—cosl0° (38)

A (3.7) és (3.8) egyenleteket Osszevetve a lengések n szdamara az alabbi megkotést kapjuk:

27\" 1
— > .
(8) — 1 — cos 10° (3.9)

Ez kielégitheto, ha n > 4, azaz a kivant magassag eléréséhez négy félperiddus sziikséges.

(d)

Hintazas kozben Peti Jr. elore-hatra diilongél. Amikor el6éredol, a hinta kicsit hatramoz-
dul, amikor hatradol, akkor pedig eléremozdul. Ezt magyarazhatjuk a perdiiletmegmaradassal:
pillanatszerii mozgasnal a nehézségi eré forgatonyomatéka elhanyagolhaté, igy a perdiilet al-
land6. Legyen Peti Jr. tomegkozéppontjanak szogsebessége a hinta tengelye koriil w, testének
szOgsebessége sajat tomegkozéppontja koriil pedig 2. Ezek alapjan:

mL*w + ma®*Q = &llando, (3.10)

ahol a a felsOtest, illetve labak hossza, amely a stlyzomodellben azonos.

Eloredolés kozben € kissé megnd, majd visszadll eredeti értékére, igy Peti Jr. szogelfordulasa
sajat tomegkozéppontja korill megvaltozik. Viszont a (3.10) egyenlet miatt ekozben w kissé
lecsokken, majd visszadll eredeti értékére, amelynek kévetkeztében Peti Jr. tomegkdzéppontja
a hinta tengelye koriil elfordul. Igy, ha akkor dél elére, amikor a hinta a legelsé pontjdban éppen
all, akkor egy kicsit magasabbra emelkedik. Ugyanez torténik, ha hatradol, amikor a hinta a
leghats6 pontjaban van. Ezzel a modszerrel Peti Jr. egyre feljebb hajthatja magat.

4. feladat

A hasédbbal kozelitett Atlanti-6cean térfogata aranyos a keresztmetszet teriiletével, amely
egy trapéz, tehat:

K
V=K-: Atrapéz == E(G + C)h (41)

Ha a hotagulas hatasara megné a trapéz magassaga, akkor — mivel a révidebbik alap fix — a
hosszabbik alap is megvaltozik.

6/8. oldal



XVII. DURER
VERSENY

DONTO - 2024. 02. 09-11.

P2

Y403 1vH

4.1. dbra. Az vizszintemelkedés relevans paraméterei.

A 4.1. dbra alapjan a c és a oldalak hosszdnak kilonbsége h-val aranyos: c—a = 2bh, igy Ah
magassagvaltozds hatdsara a ¢ oldal megvaltozasa Ac = [a + 2b(h + Ah)] — [a + 2bh] = 2bAh.
Ez alapjan a térfogatvaltozas az aldbbi mdédon fejezhet6 ki:

AV = [2( [(a+c+2bAh)(h+ Ah) — (a + c)h] = [2((@ + ¢+ 2bh)Ah = KcAh. (4.2)
A térfogatvaltozas mértéke a [ hotdgulasi egytitthatd és a (4.1) egyenlet alapjan
AV = BVAT = %K(a + ¢)hAT, (4.3)
amelyet a (4.2) alakkal egyenl6vé téve:
KeAh = 52}((@ FORAT = |Ah= éh (Z’ + 1) AT = 520 mm|. (4.4)

Megjegyzések

Erdekességként megemlitendoek az alabbi apro kiegészitések — ezek ismerete a megoldas
soran természetesen nem elvaras, céljuk csupan az olvasé tudasanak bovitése:

o A globalis tengerszint-emelkedés mértéke az elmilt szédz év soran nagyjabél 180 mm volt.

o Az 6cednok felszini hémérséklete csak a fels6 néhany szaz méteren marad meg, ez alatt
az ugynevezett termoklin réteg talalhato, ahol a homérséklet exponencialisan csokken, és
nagyjabdl 1000 m-es mélység alatt a viz hémérséklete mar stabilan 4 °C kortli. Ha a (4.4)
végképletbe h = 1000 m-t helyettesitiink, akkor az eredmény Ah ~ 130 mm lesz, amely
egy sokkal realisabb kozelités.

o Elsore nagyon durva kozelitésnek tinhet az Atlanti-6cedn ennyire egyszerii geometriai
testként vald leirasa, de belathato, hogy az eredményt nem befolyasolja nagyban a meder
alakja. A (4.4) egyenletben kapott képlet tetszOleges meder esetén kifejezheté Ah =
BhAT/d alakban, ahol d egy 1 és 3 kozotti valds szam. d értéke attél fiigg, hogy a meder
alakjanak kiterjedését hany dimenzié mentén befolydsolja a magassag. Téglatest esetén
d = 1, haromszog alapt hasab esetén d = 2, szabalyos sikidom alapt gila esetén pedig d =
3 lett volna, tehat legrosszabb esetben is csupan egy hdromszoros szorzéval tévedhetiink.
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o A Fold klimaja egy kaotikus rendszer, amelynek modellezéséhez bonyolult klimamodel-
leket hasznalnak. A fenti szamolasok csupan nagysagrendi becslésnek tekinthetok a ki-
szamolt mennyiségek értékére, de lathato, a kapott értékek egészen jol megkozelitik a
valésagban is mért értékeket.

5. feladat

Elsoként vegyiik észre, hogy amikor kicseréliink egy szakaszt egy kétszer akkora keresztmet-
szeti tertiletiire, akkor egyediill annak a szakasznak fog megvaltozni az ellenallasa, mégpedig
ugy, hogy a felére csokken. Ezutan nézziikk meg, hogyan véltozik az ered¢ ellenallas az els6 par
fazisban! A kozépsé szakasz eredetileg 12 volt, ezt cseréltiik ki 1/2 Q-ra. fgy az elsé fazisban a
droét ellendllasa 5/2€), azaz s; = 1/2€Q értékkel csokkent. Ezutén két darab 1/3 Q-os szakaszt
cseréltiink ki egy-egy 1/6 Q-osra, igy az eredd ellendllds so = 1/3 Q) értékkel csokkent.

Minden egyes fazisban az addig érintetleniil hagyott szakaszok szama megduplazédik, hi-
szen minden érintetlen szakaszbdl csinaltunk egy moédositottat és kettd érintetlent. Tovabba a
kicserélt szakaszok ellenallasa egy adott fazison beliil megegyezik, és ez az érték pont az el6zo
f4zisban kicserélt ellenallidsok nagysdganak a harmada. Irjuk fel s,-t a kovetkezd alakban:

AnTn
2 Y

(5.1)

Sp —

ahol a,, a kicserélt szakaszok szama, r, pedig ezeknek az ellenédllasa. Az el6bb elmondottakbdl
adddik, hogy

ap = 2051, (5.2a)
Tn—1
=" (5.20)

fgy felirhato, hogy

(2an-1)(rn-1/3) _ 2
Y= = —8,_1. 5.3
i 2 37! (5:3)
Tehat sy, so,... mértani sorozatot alkotnak, melynek kvociense ¢ = 2/3. Mivel s; mindig az

eredo ellenallas csokkenését adja meg, igy a magikus vezeték ellendllasa:

1/2
1-2/3

R:3Q—$1—52—...:30—281239—

i=1

Q. (5.4)

Egyszertisitve az alabbi végeredményt kapjuk:

R=150] 59

Ez megerositi azt az intuiciot, miszerint elég sok fazis utan mar csak nagyon kicsi rész marad
érintetlentil, igy a teljes ellenallas is a felére csokken. Az viszont nem igaz, hogy semmi sem
marad érintetleniil az eljaras végére, hiszen minden fazisban az érintetlen szakaszok szama
megduplazodik.
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