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1. feladat

El6szor tekintsiik at a hajéo mozgasat kvalitativ megkozelitésben. A hosszi id6 utan bealld
stacionarius allapotban a hajé minden agytigolyo kilévése utan egy maximalis V., sebességgel
rendelkezik. Ezt kovetoen T ideig lassulé mozgast végez a kozegellenallas hatasa alatt, elérve
minimalis Vi, sebességét. Ezt egy tjabb agyulovés koveti, mely ismét V.. értékre noveli a
sebességet, majd az lecsokken Vi, értékre, és igy tovabb.

Az agyulovések soran felirhaté az impulzusmegmaradéas torvénye, azaz a hajo lendiletval-
tozasat az agyugolyd lendiiletvaltozasanak kell fedeznie:

M (Vinax — Vinin) = mo. (1.1)

Itt M a hajo kilovés utani aktudlis tomege, amely a teljes mozgas soran valtozhat. Késobb, a
lovések kozti periodusban a hajora sebességével egyenesen aranyos fékezoer6é hat. Ezt a moz-
gasegyenlet alakjaban kifejezve:

MV = —kV, (1.2)

ahol V' a test idofiiggd pillanatnyi sebessége. A mozgasegyenletet az id6 szerint integralva a
teljes T peridoduson az alabbi eredmény adodik:

M (Viin — Vinax) = —kX, (1.3)

ahol X a teljes peridodus alatt megtett 1t.
Eszrevehetjiik, hogy az (1.1) és (1.3) egyenletek bal oldalai egymas ellentettjei, igy ennek a
jobb oldalakra is teljestilnie kell. Ebb6l az X 1t kifejezheto:
mu

X = - (1.4)

Ezt a T periodusiddvel elosztva éppen a keresett atlagsebességet kapjuk:

muv

s (1.5)

‘/éttlag =

amely meglepé médon fliggetlen a hajé M tomegétol. Ez az intuicionkkal ellentétes eredmény
azonban megmagyarazhatd, ha dsszehasonlitjuk a legels6 (1.1) egyenlettel. Az egyetlen agy1lo-
vés altal nyert sebesség természetesen forditottan ardanyos a hajo témegével, igy az, hogy hany
periédus alatt érhetd el az (1.5) atlagsebesség, az M paraméterrel durvan egyenes aranyossagot
mutat. Nagy tomegii hajo esetén tehat rendkiviil hossz, tipikusan irrealisan hosszi idére lenne
sziikség Viilag eléréséhez.

Megjegyzés

A fentiek mellett megemlitendd, hogy Viiiae forditottan ardnyos a k kozegellenalldsi tényezo-
vel, amely fligg a hajo alakjatol és kiterjedésétol. Mivel realisztikus esetekben egy hajé tomege
és kiterjedése egymas monoton fiiggvényei, az atlagsebesség ilyen kozvetett mdédon mégiscsak
fiigghet a tomegtol, de ennek felismerését a versenyzoktol nem vartuk el.
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2. feladat

(a) - els6 megoldas

Tekintstik az A keresztmetszeti kifurt oldali edényt, amelyben a diiradék a lyuk felett h
magassagban all, és v(h) sebességgel folyik kil A diradék szintje alatt a hidrosztatikai nyomés
novekszik a feljebb 1év0 rétegek hatasara, igy az 0sszenyomhatosag miatt a diiradék stirtisége
is valtozik. Jeloljik a felszin alatti y magassagban 1évé réteg siirtiségét o(y)-nal, hidrosztatikai
nyomasat pedig P(y)-nall A 2.1. 4brén lathaté mddon felbontva az edényben 1év6 diiradékot
olyan kicsiny Ay vastagsagu rétegekre ahol a stirliség nagyjabol konstansnak tekintheto, a h
mélységben 1évo hidrosztatikai nyomas kifejezheto tigy, mint a felette 1év6 egyes rétegek silyabol
ered6 nyomasok Osszege:

P() = 5 Y o)Ay - 9= 9 oly) Ay, (21)

 v(h)

2.1. abra. A diiradékkal végzett Torricelli-kisérlet személtetése.

A folyamatos kifolyas miatt révid id6 utdn a felszin magassaga kicsiny Ah-val csokken, az
edény aljardl pedig egy ugyanilyen vastagsagu folyadékréteg eltiinik. A kifolyt réteg sebességé-
hez sziikséges mozgasi energia

AE, — ;g(h)AAh o(h)?, (2.2)

amelyet a tObbi réteg magassagesokkenésébdl felszabaduld helyzeti energia fedez. Mivel minden
réteg ugyaniugy Ah magassaggal keriilt lejjebb, ezért ennek mértéke:

AEy, = AR o(y)ADy - g = AAh-g)  o(y:)Ay = AAL - P(h). (2.3)

Mivel AE, = AFE,,, ezért a kifolyas sebességére az alabbi Osszefiiggés kaphato:

_ | 2P(h)
o) =\ =07 (2.4)
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Ellendrzésként lathatjuk, hogy az 6sszenyomhatatlan viz esetén, ahol o(h) = 9o és P(h) = 0ogh,
visszakapjuk az ismert v(h) = /2gh képletet. Mivel kis mélységek esetén a diiradék is {gy
viselkedik, erre is érvényesek lesznek ezek az Osszefiiggések, amig a hidrosztatikai nyomésa
kisebb, mint Py = P(hg) = 0ogho = 5 - 10* Pa.

Nagyobb nyomas esetén azt kell felhasznalnunk, hogy a kifolyasi sebesség allando, ezért

a (2.4) egyenlet alapjan

P(h)

UV gh. 2.5

o(h) 0 (2.5)
Atszorozva o(h)/ghg-lal, és befrva a nyomésra kapott a (2.1) osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
o(h) =1/hy -3, 0(y;)Ay. Ebbe h = y,,41-t helyettesitve:

0(Yny1) = — Z o(yi) Ay = L o(yi) Ay + Q(y"()]Ay = 0(yn) - (1 + Ay/hy), (2.6)

tehat az egyes diiradékrétegek stirtisége a hy mélység alatt egy ¢ = 1+ Ay/hg kvociensti mértani
sorozat tagjaiként foghatok fel. Mivel egy tetszoleges h > hy mélységii rétegre tekinthetiink tgy,
mint a sorozat n = (h — hgy)/Ay + 1-ik tagja, ezért ennek nyomasa

Mot (2.7)

o(R) = o(ho) - (1 + Ay/h) "™ = gy [(1+ Ay/ho)™/ ]
Elég kicsi Ay/ho hanyadost tekintve a kiils§ zdrdjelben 1év6 kifejezés (1 + 1/n)" alakot olt,
amirdl tudjuk, hogy nagy n-ek esetén az e-szamhoz tart, tehat a diiradék nyomésa hy-nal

mélyebb rétegekben
o(h) = 0o - elh=ho)/ho, (2.8)

Megint felhasznalva a (2.1) Osszefiiggést, a nyomds kifejezésére a mértani sorozatok Gsszeg-
képletét kell hasznéljuk:

= Py + ghooo [(1 + AZ//ho)(h_hO)/Ay - 1} -

Felhasznalva, hogy a szogletes zardjel elsé tagja az elézéekhez hasonléan e'—"0)/ho_hoz tart,
illetve hogy Py = ppghg, a nyomés mélységfiiggvénye hg-nal nagyobb h-k esetén:

P(h) = Py - e(h=ho)/ho, (2.10)

A (2.8) ésa (2.10) egyenleteket elosztva egyméssal a magassagfiiggés kikiiszobolhet6: o(h)/P(h) =

00/ Py. Ezek alapjan a siirliség a hidrosztatikai nyomés fiiggvényében:

_ 00 ha P < P,
o(P) = { 0oP/Py ha P> P, (2.11)
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(a) - mésodik megoldéas

A (2.1) egyenletben 1év6 Osszegzés a Ay — 0 hatarértékben a kovetkezd integralla alakul:

h
P(h) =g | ely)dy. (2.12)
amelyet h-szerint derivalva:

P'(h) = go(h). (2.13)

Az els6 mddszernél latott logikat tovabb kovetve a kifolyasi sebesség:

2P(h) P(h) 2g

h)=,|—===,|2 = : 2.14
v(h) ng> Jng> (in () 214

A h < hg esetben v(h) = \/2gh, amelybél

(lnP(h))':}lL — In P(h) =Inh+C, — P(h) =e“" - h (2.15)

valamilyen C konstanssal. A h > hqg esetben v(h) = /2ghg, amelyb6l

h
(In P(h)) = o = In P(h) = ot Cy, = Ph)=¢%.eM (216)
valamilyen C5 konstanssal. Ebbdl a stirtiség mélységfiiggvénye:
L e ha h < hyg,
)= 2P = e Gy e S @.17)

A C) és Oy allanddk a p(0) = gp hatarfeltételbél és o(h) figgvény hg pontban valé folytonos-
sdgabol kaphatdak, ezek alapjan C; = In gy és Co = In(hggg) — 1. Mivel o(h) fiiggvény az els6
szakaszon konstans, a méasodik szakaszon pedig ugyanolyan fiiggvényalakot kovet, mint a (2.16)
egyenletbdl megkapott P(h), ezért a h-fiiggés kikiiszobolhetd, és az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

o(P) = (2.18)

00 ha P < P,
Q()P/PO haP>P0.

(b)
Mivel a hidrosztatikai nyomas a felette 1évé diiradék stulyabol szarmazd nyomas, ezért az

6ceanfenékhez tartozd6 H mélységben értéke:
Mag

P(H) = . 2.19
(H) 4 R%x ( )

A (2.10) egyenlet alapjan az ekkora nyomdashoz tartozé mélység:

P(H) Mag )]
H=nhy-|1+1 =hy-|14+In{———)]. 2.20
0 l+n< Py ﬂ ° [+n<47rR2xP0 (220
A megadott adatokat behelyettesitve adddik a végeredmény:

H =38m]. (2.21)
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3. feladat
(a)

A Foldre érkezd energia elsédleges forrdsa a Napbol érkezd Jy,, = 168 W/m? feliileti dram-
stirtiség, amely dllandd. A foldfelszinrdl hésugarzas formdjdban tavozik Jy,e = oT* energiadram,
am ebbdl Jypy az tiveghazhatas kovetkeztében visszajut a felszinre. Ez alapjan az egyenstly fel-
tétele:

Inap — Jsug + Jyn = 0. (3.1)

Mivel a Napbdl érkez6 sugarzas mértéke allando, ezért ha az iiveghazhatasbdl érkezo energia-
aram mértéke megnd, ugyanannyival kell nonie a hosugarzas formajaban kibocsatott energia-
aramnak is:
Aoy = Adgg = o((T + AT)* — T*) ~ 40T AT. (3.2)
Mivel az tiveghazhatasbol érkezo teljesitményvaltozas fele tudhaté be a szén-dioxid koncent-
racié megvaltozasanak, ezért

%Y
AJog =2-AJco, =2-6,6 h [In(ce/co) — In(cy/co)]

(3.3)
W W
= 13,2 h In(ca/c1) = 5,4 -l
Az ehhez sziikséges hdmérsékletvaltozas a (3.2) és (3.3) egyenletek alapjan:
AT = ~ 1K]. 3.4
40713 (34)

(b)
A hasédbbal kozelitett Atlanti-6cean térfogata aranyos a keresztmetszet teriiletével, amely
egy trapéz, tehat: .
V=K-: Atrapéz = E(G + C)h (35)

Ha a hotagulas hatdasara megné a trapéz magassaga, akkor — mivel a révidebbik alap fix — a
hosszabbik alap is megvaltozik.

3.1. abra. Az vizszintemelkedés relevans paraméterei.
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A 3.1. dbra alapjan a c és a oldalak hosszanak kiilonbsége h-val aranyos: ¢ —a = 2bh, igy Ah
magassagvaltozds hatdsara a ¢ oldal megvaltozasa Ac = [a + 2b(h + Ah)] — [a + 2bh] = 2bAh.
Ez alapjan a térfogatvaltozas az aldbbi mdédon fejezhet6 ki:

K K
AV = 5 [(a+c+2bAh)(h+ Ah) — (a + c)h] = 5(a + ¢+ 2bh)Ah = KcAh. (3.6)

A térfogatvaltozas mértéke a [ hotdgulasi egyiitthatd és a (3.5) egyenlet alapjan

K
AV = VAT = Bz(a + c)hAT, (3.7)
amelyet a (3.6) alakkal egyenl6vé téve:
K h
KcAh = BQ(CL + ¢)hAT = Ah = 52 (a + 1) AT ~ 520 mm |. (3.8)
c

Megjegyzések

Erdekességként megemlitenddek az aldbbi apro kiegészitések — ezek ismerete a megoldas
soran természetesen nem elvards, céljuk csupan az olvasé tudésanak bovitése:

» A globalis felmelegedés mértéke az elmult 100 év sordn koriilbelil (1 — 1,5) °C volt.

A globalis tengerszint-emelkedés mértéke az elmult szaz év soran nagyjabol 180 mm volt.

o Az 6cednok felszini hémérséklete csak a fels6 néhany szaz méteren marad meg, ez alatt
az ugynevezett termoklin réteg talalhato, ahol a homérséklet exponencialisan csokken, és
nagyjabol 1000 m-es mélység alatt a viz hdmérséklete mar stabilan 4 °C kortili. Ha a (3.8)
végképletbe h = 1000 m-t helyettesitiink, akkor az eredmény Ah ~ 130 mm lesz, amely
egy sokkal realisabb kozelités.

o Elsére nagyon durva kozelitésnek tlinhet az Atlanti-6cean ennyire egyszerii geometriai
testként vald leirdsa, de belathato, hogy az eredményt nem befolyasolja nagyban a meder
alakja. A (3.8) egyenletben kapott képlet tetszéleges meder esetén kifejezheté Ah =
BhAT/d alakban, ahol d egy 1 és 3 kozotti valds szam. d értéke attdl fiigg, hogy a meder
alakjanak kiterjedését hany dimenzié mentén befolyasolja a magassag. Téglatest esetén
d = 1, haromszog alapt hasab esetén d = 2, szabalyos sikidom alapu gila esetén pedig d =
3 lett volna, tehat legrosszabb esetben is csupan egy haromszoros szorzéval tévedhetiink.

o A Fold klimaja egy kaotikus rendszer, amelynek modellezéséhez bonyolult klimamodel-
leket hasznalnak. A fenti szamoldsok csupan nagysagrendi becslésnek tekinthetok a ki-
szamolt mennyiségek értékére, de lathato, a kapott értékek egészen jol megkozelitik a
valosagban is mért értékeket.
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4. feladat

A megoldashoz sziikséges f0 fizikai gondolat, hogy a fénynyalab egy része a folyadékoszlop
felszinén megtorik, a maradék visszaverédik. Az megtort hanyadot jellemz6 ateresztési (transz-
misszios) tényezd értéke az dtmutatdsban megadott formula szerint

T:wﬁby (41)

Hasonléan bevezetheté a visszaverddési (reflexids) tényezé is, mint

R:1—T:$;3; (4.2)

Tekintsiik el6szor a visszaverodés esetét. Ekkor a fénynyalab egyetlen fotonjanak impulzus-
valtozasa az alabbi erolokést eredményezi:

2h
FreﬂAt = 7, (43)

ahol A\ a hullamhossz, h pedig a Planck-allandé. Ez pozitiv, azaz a visszavert fotonok tolderét
fejtenek ki a folyadékfelszinre. Az egységnyi feliiletre idéegységenként beérkezé fotonszam a
megadott energiadramsiiriiséghol szamithato:

RS
.re — T 44
Jrefl hf (4.4)
ahol f a frekvencia, amely a hullimhosszal az f = ¢/ relaciéban all. A folyadékfelszinre
kifejtett fénynyomas (4.3) és (4.4) alapjan konnyedén szamithato:
. 2RS
Dreft = ]reﬂFreﬂAt = P (45)

Vizsgaljuk meg ezt kovetoen a torés esetét is. Ekkor az egy fotonra esé impulzusvaltozas a

kovetkezoképp valtozik:

(1—=n)h
o

Ez negativ, azaz a megtort fotonok hizoderdt fejtenek ki a folyadékfelszinre. Ekdzben a feliiletre

érkez6 részecskearam pedig az el6zoekel analdég modon:

FtranszAt — (46)

TS
.ransz = T 4.7
Jt hf (4.7)
A folyadékfelszinre kifejtett fénynyomas (4.6) és (4.7) alapjan:
. 1—n)TS
DPtransz = ]transzﬂranszAt - (C) (48)
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A teljes fénynyoméds az (4.5) és (4.8) jarulékok Osszegeként addodik. A reflexiés és transz-
misszids tényezékre vonatkozé (4.1) és (4.2) egyenleteket is felhaszndlva, némi egyszertisitést

kovetden:
1—-—n2S

l4+n ¢’
amely negativ, azaz huzderdnek felel meg. Az 1j egyensulyi helyzetben ezt a h magassagban
megemelkedett folyadékszint pogh hidrosztatikai nyomésa egyenliti ki. Ez alapjan:

P = Drefl T Ptransz = (49)

h_n—lQS
n+1lcogl

(4.10)

5. feladat
(a)

Tekintsiik el6szor a tomor aluminiumhenger esetét. Ekkor ismert, hogy szupravezeté allapot-
ban a Meissner-Ochsenfeld-effektus kovetkeztében a test teljesen kizarja magabol a magneses
mezOt, azaz beliil az indukciévektor zérus. A magneses Gauss-torvényt egy, a feliiletre rasimuld,
kicsiny hasabra alkalmazva belathato, hogy a hatarfeliileten a magneses indukcidévektor norma-
lis komponense eltlinik. Ez a tomor szupravezetot jellemzé hatéarfeltétel hasonlé ahhoz, hogy
elektrosztatikdban vezet$ anyagok feliiletén a térerésség normalis irdnyd. Eppen ezért felmeriil
az Otlet, hogy a tiikkortoltések modszeréhez hasonldan ezt a peremfeltételt egy — a szupravezeto
belsejében elhelyezett — tikdoraram segitségével probaljuk kielégiteni.

Valasszuk meg koordinatarendszeriinket oly modon, hogy az e, egységvektor altal kijelolt
z tengely éppen a henger szimmetriatengelyére essen. Az origébdl az aramjarta vezetékre bo-
csatott merdleges vektort jelolje d = de,, a hengerhéj egy pontjaba mutato helyvektor pedig
legyen r. Ekkor a magneses indukciévektor az Ampere-féle gerjesztési torvény alapjan a jol

ismert alakot olti: ; ( )
ol e, x (r —
B(r) = . 5.1
Tukoraramként helyezziink el egy I arammal atjart hosszu, egyenes vezetéket a szimmetria-
tengelytol mért dy = dpe, vektorral jelolt tavolsagba. Ennek magneses indukciéjaruléka az

el6z6hoz hasonldan:

_ ,u()I() e, X (’I’ — do)
21 |r —dy|
A hatarfeltétel megkoveteli, hogy a teljes magneses indukciovektor normaélis komponense
eltlinjon, azaz:

By(r) (5.2)

[B(r) + Bo(r)] - =0. (5.3)
A skalaris szorzat (5.1) és (5.2) felhasznélasaval kifejthet:

,uold €y T [L()I()dg €y T .
2t |r—d® 27 |r—do|®

0, (5.4)
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ahol felhasznaltuk, hogy az r és e, x r vektorok egymadsra merdlegesek, tovabbéd az e, x e, = e,
azonossagot. Némi egyszertisités utan az alabbi feltételre jutunk:

Id|r — do|* + Iody | — d|* = 0. (5.5)

Erdemes bevezetni a @ valtozot, mint az r és e, vektorok altal bezart polarszoget. Ezt felhasz-
nalva az (5.5) egyenlet atirhaté:

Id (R2 + d3 — 2Rdj cos gp) + Iydy (R2 + d? — 2Rd cos gp) =0. (5.6)

Mivel a fenti feltételnek a ¢ sz6g minden értékére teljestilnie kell, a konstans, illetve koszinuszos
tagoknak kiilon-kiilon is el kell tlinnitiik. Utébbibdl azonnal kovetkezik, hogy Iy = —1I, azaz a
tikoraram a valddival azonos nagysagu, de ellentétes iranyd. Ennek ismeretében a konstans
tagok Osszegére az alabbi feltételt kapjuk:

d(R*+d3) = do (R* + d%). (5.7)

Ez egy masodfoku egyenlet a dy paraméterre vonatkozdan, amelynek egyetlen fizikailag érvé-
nyes, a hengerhéjon beliil elhelyezett tiikoraramot leiré megolddsa dy = R?/d. Ezzel a kivant
hatarfeltételt kielégitettiik. Osszefoglalva tehat azt kaptuk, hogy a szupravezetében indukalt
feliileti aramok a hengeren kiviil olyan magneses mez6t gerjesztenek, amilyet egy, a tengelytol
R?/d tavolsagra elhelyezett, —I dram hozna létre.

A fenti konkliazié ismeretében a valdédi vezeték hosszegységére hatd er6 mar kénnyedén
kiszamithato. A tiukoéraram altal keltett magneses mezd a vezeték aramertssége mindenhol
meroleges, igy az erdslriiség nagysaga ezek szorzataként all eld, irdnya a jobbkéz-szabalybol
kovetkezik:

,LL0]2d

T = -

(5.8)

A testek kozott tehat taszitoerd 1ép fel, amely valtozatlan értékii marad, amennyiben a vezeték
aramanak iranyat — és ezaltal a tiikoraram iranyat is — megforditjuk.

(b)

Tekintstik ezutan az aluminiumhélé esetét. Ekkor azt kell felismerntiink, hogy a hélé kicsiny
lyukain atmené fluxusokat a szupravezeto allapot konzervalja, azok lehiités utan nem valtoz-
hatnak meg. Ez belathato, ha els6 1épésben észrevessziik, hogy a zérus ellenallas hozadékaként
a szupravezeto belsejében az elektromos térerdsségnek el kell tiinnie, ellenkez6 esetben végtelen
nagy aramok folynanak. Ha pedig ezutan alkalmazzuk a Faraday—Lenz-torvényt egy lyukat ko-
riilolel6 szupravezeto gytriire, akkor lathatjuk, hogy a fluxus valtozasi sebessége is zérus, azaz a
fluxus allandé. A hatérfeltétel tehdt megvaltozott az (a) feladatrészben targyalt esethez képest,
igy a tukoraramok moédszerét is modositanunk kell.

Mivel a rendszer az I arammal atjart vezeték jelenlétében keriilt szupravezeté allapotba,
a konzervalt fluxus éppen az, amelyet az (5.1) egyenletben kifejezett indukcié a feliileten 1ét-
rehoz. Emiatt a lehlités utan kozvetleniil a szupravezetében még nem folynak feliileti aramok,
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igy er6 sem hat, ez viszont megvaltozik, ha a vezeték aramanak iranyat megforditjuk. Hogy a
hatarfeltételt ebben a helyzetben is kielégithessiik, helyezziink el két tikordramot is, a szimmet-
riatengelytél R?/d tavolsagra. Egyikiik aramét véalasszuk I értékiinek, ez a kordbbiak szerint
a vezeték —I adramaval egyiitt a feliileten csak azzal parhuzamos indukcidjarulékot hoz létre,
igy a lyukakban zérus fluxust eredményez. A masik tiitkoraram legyen szintén I erdsségi, ez a
feliileten épp akkora fluxust hoz létre, mint a kiilsé vezeték annak kezdeti dllapotaban. Osszes-
ségében tehdt egy 21 er6sségii titkordram a tengelytél R?/d tévolsigra elhelyezve kielégiti a
hatarfeltételt, azaz olyan méagneses mez6t kelt, mint a szupravezetoé hald aramai.

A vezetékre hato hosszanti erésiirtiség az el6z6 feladatrészhez hasonléan ismét kiszamithato,
végso soron az alabbi alakot 6lti:

po Ml (5.9)
T

vagyis ismét taszitoero, de nagysaga kétszerese a tomor hengerhéj esetén mért értéknek.
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