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D1. A Diirerencias-tengeren sodrodé kalézhajo legénysége harom lanybdl, illetve harom fiabol allt. Mar régota

a tengeren hanykolodtak, amikor a hajoé legénysége koziil valaki, a monoton napjainak szinesebbé tételéhez, egyediil
lement a hajoaljba és ellopott onnan egy iiveg rumot. A hajo legénysége a papagéijuk segitségével szeretné kideriteni,
hogy ki volt a tettes. A papagaj négyszer szolalt meg, amelybdl kétszer csak igazat mondott, kétszer csak hazudott. Ki
volt a tolvaj, ha az alabbiak voltak a papagaj megszoélalasai?

A fiuk egy portya miatt a lopas napjan nem voltak a hajon.

e Jasmine és John mindig egyiitt lopnak. Joe nem jart a hajéaljban aznap.

A tolvaj fellabu vagy félszemt volt. Jessica nem szereti a rumot.

e Van, hogy Jane vagy Jack egyediil lop. Jessica szereti a rumot.

A legénység lany tagjai Félszemii Jane, Otujju Jasmine és Kétfalabu Jessica, mig a fink Féllaba Jack, Vaksi John és
Rétszakall Joe. A kalozokat a vezetékneveik jellemezik és masra nem igaz az adott tulajdonsag.

Mohay Lili feladata

Megoldas: A papagaj a harmadik megszolalasakor azt mondta, hogy “Jessica nem szereti a rumot”,
mig a negyedikkor azt, hogy “Jessica szereti a rumot”. Ezek koziil pontosan az egyik igaz. Ha a har-
madik megszolalds volt az, akkor Féllabu Jack vagy Félszemii Jane a tolvaj, ekkor viszont a negyedik
megszolalas elsd fele is igaz lenne, mivel a tolvaj egyediil volt. Tehat ha a harmadik megszolalas igaz,
akkor a negyediknek egyszerre kellene igaznak és hamisnak lennie, ami nem lehetséges. Tehét a har-
madik allitds hamis, a negyedik pedig igaz.

Mivel a papagéj 1 igaz és 1 hamis megszolalasat mar ismerjiik, igy az elsé kett§ kozott is 1 igaz és 1
hamis van. Ha a mésodik a hamis, akkor Joe aznap jart a hajéaljban, viszont igy nem lehetett egész
nap egy portyan, vagyis az els6 megszolalas is hamis, ellentmondva annak, hogy az els§ kettd koziil
pontosan az egyik igaz. Tehat a masodik &llitas igaz.

A masodik megszolalas igazsagabol kovetkezik, hogy se Jasmine, se John nem lehetett a tolvaj (mivel
a tolvaj egyediil volt), tovabba Joe sem (mivel a tolvaj volt a hajoaljban), a harmadik hamissagabol
pedig, hogy a tolvaj se Jack, se Jane nem lehetett. Azaz Kétfalabu Jessica lopta el a rumot.
Megjegyzés: Raadasul még inditéka is volt, hiszen a negyedik allitas igaz léte alapjan Jessica szereti a
rumot.
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D2. a) Egy asztal kéré egyszerre leiilt 14 ember. Miutan leiiltek, az els6 percben néhany ember vidam, és mindenki
més szomoru. Ahogy a viddm emberek vicceket mesélnek, gy minden késébbi percben pontosan azok az emberek lesznek
szomoruak, akiknek mindkét szomszédja szomora volt az el6z6 percben, a tobbiek pedig viddmak lesznek. Igaz-e, hogy
akarkik is voltak szomoruak kezdetben, ha volt legalabb egy vidam ember, akkor egy idé utan mindenki folyamatosan
vidam lesz?

b) Mi a helyzet akkor, ha 1001 ember il le az asztal koré?

Ha egy viddm ember mellett két szomori ember il, akkor & szomori lesz.

Imolay Andrds feladata

Megoldas: a) Nem igaz, példaul iljon az asztal koriil felvaltva 7 lany és 7 fin, azaz minden masodik
ember lany, és kezdetben legyen minden lany vidam és minden fia szomort. Ekkor a kévetkezs percben
minden lany szomori lesz, mivel mindkét fitt szomszédjuk szomort volt, és minden fii vidam, az azt
kovets percben pedig minden fit szomori lesz, és minden lany vidam, stb. Igy minden percben lesz 7
szomori ember az asztal koriil.

b) 1001 ember esetén igaz az allitas: ha kezdetben volt vidam ember, akkor egy id6 utan mindenki
vidam lesz. Belatjuk, hogy minden percben né a viddm emberek szama - ebbdl kovetkezik, hogy legfel-
jebb 1000 perc elteltével mindenki vidam lesz.

Legyen egy adott percben k db vidam ember az asztal koriil, 6k adjanak mindkét szomszédjuknak (egy
darabka szalvétan) 1 — 1 darab viccet, tehat dsszesen 2k darab vice keriil kiosztasra. A feladat szerint
a kovetkezd percben pontosan azok lesznek szomortak, akik nem kaptak viccet (azaz mindkét szom-
szédjuk szomort volt). Minden embernek két szomszédja van, tehat mindenki legfeljebb 2 db viccet
kapott. Igy a 2k darab viccbdl legalabb k darab ember kapott.

S6t, ha van olyan ember, aki csak 1 db viccet kapott, akkor legaldbb k£ + 1 darab ember kapott viccet,
azaz a viddm emberek szama legalabb eggyel nétt a skatulya-elv alapjan.

Ha viszont nem volt olyan ember, aki 1 db viccet kapott, akkor mindenki, aki kapott viccet, az pontosan
2 db viccet kapott. Ez azt jelenti, hogy egy vidam embertdl kettGvel balra és kettével jobbra is vidam
ember kellett, hogy 1iljon, hiszen a szomszédja 2 db viccet kapott. Tehat ha Aladar vidam volt, és téle
a kor mentén kettesével ugralva eljutunk Béléig, akkor Béla is vidam kellett, hogy legyen. Ez péaratlan
sok f6 esetén mindig megtehetd, hiszen a kor mentén valamelyik iranyban Aladar és Béla tavolsaga
paros. Tehat ez az eset csak akkor allhat fenn, ha mar a viccosztés el6tt eleve mindenki vidam volt.
Azaz készen vagyunk, mert amig nem mindenki vidam, addig minden lépésben novekszik a vidam
emberek szama, igy legfeljebb 1000 perc mulva mindenki vidam lesz.

Megjegyzés: a megoldasbdl az is lathatd, hogy a feladat allitdsa tetszéleges péros létszamu asz-
taltarsasag esetén is hamis, tetsz@leges paratlan létszamu asztaltarsasiag esetén pedig igaz.
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D3. Hét gyerek (A, B, C, D, E, F, G) bomba-pajzs jatékot jatszik. A jaték egy forduléjanak elején sipszéra mindenki
valaszt maganak a hat mésik gyerek koziil két kiillonboz6t, egyikiiket bombéajanak, masikukat pajzsanak. Innentsl 1 per-
ciik van arra, hogy elhelyezkedjenek a sik terepen, ezutan mindenki egy helyben marad. Egy adott fordul6é végén azok
a gyerekek kapnak pontot, akik az id& leteltével egy egyenesen allnak a valasztott bombajukkal és pajzsukkal tgy, hogy
harmojuk koziil a pajzs van kézépen.

a) Az egyik jatékban a gyerekek a tablazatban lathaté moédon vélasztot- gyerek | A| B|C|D|E|F |G
tak maguknak bombéat és pajzsot. Mutassatok egy olyan felallast, ami pajzs DIAJA|JG|G|C]C
esetén mind a hét gyerek szerez pontot a forduléban. bomba | F | E | G| E | B|B|D

b) Lehetséges-e, hogy a gyerekek tugy védlasztanak maguknak bombat és pajzsot, hogy sehogy se tudnak beallni tigy, hogy
mindenki szerezzen pontot a forduléban?

c) Igaz-e, hogy ha egy forduldban a gyerekek el tudnak helyezkedni dgy, hogy mindenki szerez pontot, akkor el tudnak
helyezkedni ugy is, hogy mindenki szerezzen pontot és mindannyian egy egyenesen legyenek?

Nagy Kartal feladata

Megoldas: a) Alljanak fel a gyerckek egy egyenesre ilyen sorrendben: FDCBAGE. Ez a példa el-
lendrizhetd, hogy tényleg megfelels. Erre rajonni gy lehet, hogy lépésenként vizsgalunk egyre tobb
oszlopot. A negyedik oszlop miatt DGE sorrendje adott. Ezutan a hetedik oszlop miatt a DCGE sor-
rend is fix. A harmadik oszlop miatt a DCAGE sorrend fix. Az els6 oszlopbdl az FDCAGE sorrend
adodik, és végiil B-nek a tobbiekhez képest a helye a kimaradt két oszlop miatt egyértelm.

b) A hét gyerek koziil vizsgaljuk meg csak A és C valasztasat. Ha A-nak B a pajzsa és C a bombaéja,
akkor biztosan tgy kell elhelyezkednie ennek a harom gyereknek egy egyenesen, hogy B van koézépen.
Viszont ha emellett C-nek A a pajzsa és B a bombaja, akkor a harom gyereknek tgy kell egy egyenesen
allnia, hogy koziiliik A van kozépen. Igy a gyerekek nem tudnak tgy felallni, hogy A és C is kapjon
pontot.

c) Tekintsiik a gyerekek egy olyan felallasat a koordinatasikon, ahol mindenki szerez pontot. Felte-
hetjiik, hogy barmely két gyerek altal meghatarozott egyenes olyan egyenes, ami nem parhuzamos az
y-tengellyel: a gyerekek (mivel véges sokan vannak) tudnak gy forogni, hogy ez a feltétel valoban tel-
jestiljon, és a felallas is j6 maradjon. Ekkor minden gyerek megfelel a koordinatarendszer egy pontjanak,
és semelyik két gyerek pontjanak z-koordinataja sem egyenld.

Sétaljon at most minden gyerek az x-tengelyre a kovetkezképpen: ha eddig az (x,y) pontban allt,
menjen at az (x,0) pontra. Ez tovabbra is egy olyan felallas lesz, ahol mindenki kap pontot, hiszen
ha az eredeti felallasban hirom gyerek egy egyenesen allt, akkor az egyenesen felvett balrdl jobbra
sorrendjiik megegyezett az x-koordinatajuk névekvs sorrendjével, és ez az 1j felallasban is megmarad,
ezzel kész vagyunk.

Megjegyzés: Ez a geometrial transzformécio az egyenesre vett merdleges vetités. Azt hasznaljuk ki,
hogy van olyan egyenes a sikon a véges sok gyerekre, ami nem parhuzamos a paronkénti egyeneseik
koziil egyikkel sem. Ilyen pedig azért van, mert csak véges sok egyenest zarnak ki. Vetités helyett mas
geometriai transzformaciok is megfelelGek. Példéul tgy is meg lehet adni a gyerekek egy sorrendjét,
hogy megforgatunk egy pont koriil egy egyenest, ezzel "végigséporve" a sikot azt vizsgalva, hogy melyik
gyerek hanyadikként 1épi at az egyenest. Itt arra kell figyelni, hogy a forgés kézéppontja ne legyen rajta
semelyik egyenesen, amelyiket két gyerek meghatiroz. Ha az igy kapott sorrend szerint allnak fel egy
egyenesre, akkor is megfelel§ megoldast kapunk.
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D4. Az ABC haromszdg beirt kérének kozéppontja legyen I, az AB oldallal vett érintési pontja D, az AB oldal
felez6pontja F'. Bizonyitsatok be, hogyha % = % és FIB< = ACI<, akkor a haromszog egyenld szara.
Osztényi Jozsef feladata
Megoldas: Legyen a DF szakasz hossza az 1 egység, ami alapjan AD = 2, mig FB = 3.
Legyenek a haromszog szogei a megszokott moédon «, [ és v, ami alapjan tudjuk, hogy BAI< =
IAC< =%, ABI<=1IBC< =5 ¢s BCI<=ICA< = }.
Szamoljuk ki AI B<-t az alapjan, hogy az AIB haromszog tobbi szogét ismerjiik, vagyis Al B<( =
180° — TAB< — ABI< = 180° — O‘—;B = 90° + 3. Ekkor viszont mivel FIB< = ACI<, tugy AIF< =
AIB<« — FIB<« = AIB<q — ACT< = 90°, vagyis Al F<t éppen derékszog.
Ekkor az AIF derékszogi haromszognek I F egy magassaga, emiatt az AID, IFD és AFI harom-

szogek hasonloak. A hasonlosag miatt % = LD amit atrendezve megkapjuk ID hosszat: ID =

FD>
VAD - FD = /2.
Ekkor az ID szakasz ismeretében megadhaté az I[F és IB szakaszok hossza egy-egy Pitagorasz
tétel segitségével: FI = /FD2 + DI2 = +/3, mig BI =/BD? + DI? = 3/2.
A feladat befejezéséhez elegendd egy hasonlosag. Az F'BI és az I BC haromszdgek hasonloak, mivel

ICB<« = FIB<« és CBI< = IBF<. A hasonl6sag miatt % = %, amit BC-re rendezve azt kapjuk,

hogy BC = %—I; = 6. Ezek alapjin azt kapjuk, hogy AB = BC|, vagyis a haromszogiink ezen feltételek

mellett valoban egyenl@szara.
B
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D5. A{0,1,...,9} halmaz egy H részhalmazat nevezziik elégségesnek, ha tetszéleges 10-nél nagyobb egész szam el6all
pontosan két olyan nemnegativ egész szam Osszegeként, melyeknek a szdmjegyei csak H-bol keriilnek ki.
a) Bizonyitsatok be, hogy az {1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmaz elégséges.
b) Bizonyitsatok be, hogy nem létezik négyelemi elégséges halmaz.
c) Mutassatok minél kisebb elemszamu elégséges halmazt és bizonyitsatok annak elégségességét.
A 2023-as Alkotétaborban kitaldlt feladat
Megoldas: a) Vegyiink egy tetszéleges 10-nél nagyobb n szamot. A megoldéas otlete az irasbeli
Osszeadas, hatulrdl, az egyes helyiértékrdl épitiink fel két olyan szamot, a-t és b-t, melyek Osszege
n, és egyik sem tartalmaz O-s jegyet. Els6 1épésként valasszuk meg a és b egyes helyiértéken allo jegyét
tgy, hogy stimmeljen az egyes helyiértéken allo 6sszeadés (és ne hasznaljunk 0-s jegyet). Vilagos, hogy
ezt meg tudjuk tenni. Ezek utan minden lépésben, ha méar az utolsé néhany jegyét meghataroztuk a-nak
és b-nek, akkor a kovetkezé jegynél tudjuk, hogy, mennyi a maradék az el6z6 Gsszeadasbol, és tudunk
hozzé olyan jegyeket véalasztani a-nak és b-nek, hogy a kovetkezs jegy is megfelels legyen. Figyeljiik
meg, hogy a maradék soha nem lehet 1-nél nagyobb. Amikor elériink n els§ jegyéig, legyen ez k, ott
ha van egy maradék, akkor legyen a elsd jegye k — 1 (ha ez 0, akkor ezt elhagyjuk, és eggyel kevesebb
jegyt lesz a, mint n), mig ha nincs maradék, akkor legyen k az els§ jegye. A b szam mindenképpen
legyen eggyel kevesebb jegyt, mint n. Ezzel az eljarassal megfelel§ a és b szamokat talaltunk.

Az érthet8ség kedvéért bemutatjuk a modszert egy példan keresztiil. Legyen n = 2564. Legyen a és
b utolso jegye mondjuk 6 és 8, mert 6 + 8 = 14, ami 4-re végzddik. Marad az 1, igy a tizes helyiértéken
az a-ban és b-ben 1év6 jegy Osszegének tizes maradékanak 6 — 1 = 5-nek kell lennie. Legyen 2 és 3, azaz
a vége 26, b vége 38. Ekkor nem marad egy, igy a szazas helyiértéken 5 az Osszeg tizes maradéka, ami
példaul 6 + 9 formajaban elGall, igy a vége 626, b vége 938. Végiil itt marad az egy, igy a els6 jegye 1.
Ezzel megkaptuk a 2564 = 1626 + 938 felirast.

b) Két szam sszegének utolso jegye megegyezik az utolso jegyeik 6sszegének utolso jegyével. Ebbdl

kifolyolag ahhoz, hogy egy H halmaz elégséges legyen, mind a tiz szamjegy el§ kell, hogy alljon gy,
mint két, H-beli elem 0Osszegének utols6 jegye (mivel a 10-nél nagyobb szam utolso jegye csak igy
allithato elg).
Tegyiik fel, hogy van egy négyelemi elégséges halmaz, legyen ez {a,b,c,d}. Az ezekbdl képezhets
Osszegek: a +a, a+b, a+c¢, a+d, b+b, b+c, b+d, c+c, c+d és d+ d. Ezek kozil a +
a,b+ b,c+ c és d + d biztosan paros. Tehat ahhoz, hogy minden jegy el tudjon &llni két H-beli
elem Osszegének utolso jegyeként, ahhoz az a + b, a +¢, a+d, b+ ¢, b+ d, ¢+ d szamok kozott 5
paratlan szamnak kell lennie. Ha ebben a halmazban van valamilyen paritasu elembdl legalabb 3, akkor
ennek a 3 elemnek a paronkénti 6sszegei mind pérosak, hiszen két azonos paritast szam Osszege paros.
Ekkor viszont legfeljebb 3 paratlan szam szerepelhetne az Gsszegek kozott. Ha a halmazban semelyik
paritasd elembdl nincs hiarom, akkor az azt jelenti, hogy két péaros és két paratlan elembdl all. Ekkor
a két paros elem Osszege paros és a két paratlané is, azaz legfeljebb 6 — 2 = 4 paratlan szam lehetne
az a+b, a+c, a+d, b+c, b+ d, c+ d Osszegek kozott. Tehat sehogyan nem allhat el§ mind az
5 paratlan szamjegy két elégéges halmazbeli elem Gsszegének utolsé jegyeként, azaz nincs négyelemii
elégséges halmaz.
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c) A b) feladatrészben bebizonyitottuk, hogy négyelemt elégséges halmaz nem létezhet. Otelemii
viszont mar van, példaul a {0;1;3;4;5}. Elgszor is vegyiik észre, hogy minden szamjegy elGall két
halmazbeli elem Gsszegeként:

(S S ) O )
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OO UIWN—O
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o
+
=~

Ekkor egy tetszdleges 10-nél nagyobb egész szédmot fel tudunk {rni pontosan két olyan nemnegativ egész
szam Osszegeként, melyeknek a szamjegyei csak H-bol keriilnek ki, az aldbbi modon.

A szam minden szdmjegyét felirjuk két, H-beli elem Gsszegeként a fent mutatott moédon, ez a két jegy
lesz a megfeleld helyiértékii jegye a két 6sszeadandonak. Példaul ha az 6sszegben a szézas helyiértéken 6-
os all, akkor az els6 6sszeadandodban legyen 5-0s a szazas helyiértéken, a masodikban pedig 1-es. Ha a két
szam valamelyike valahany 0-val kezdGdne, akkor azokat toroljiik. Példaul a 106579 esetén ez a feliras
igy néz ki: 106579 = 105545 + 001034, a szamok elejérdl a nulldkat torolve: 106594 = 105545 4 1034.
Mivel soha nem lesz két jegy Osszege 10-nél nagyobb (azaz nincs 10-es atlépés és igy nem keletkezik
maradék az Osszeadas soran), igy tudunk jegyenként Osszeadni, tehat ez a modszer tényleg miikodik.
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D6. Jaték: Kutatok a Diirerencicas-toban felfedezték a kihalofélben
1év6 egyenesenmozgd macskacapa faj egy ndstény példanyat. Az allat
a viz mélyén mozog, igy befogasahoz négy tengeralattjarot hasznélnak.
A kutatok kommunikalnak egymaéssal és latjak a capat, tovabba a capa
is latja a kutatokat. A t6 négyzet alaka és fel van osztva 5 x 5 darab
négyzet alaki szektorra. Minden nap délben az egyik tengeralattjaro
atuszik egy oldalszomszédos szektorba. A capa 15 nap mulva nyugodt
koriilmények kozott tenné le a tojasat, igy addig menekiilni probal, ehhez
minden éjszaka legfeljebb kétszer atuszik egy oldalszomszédos szektorba.
A kutatok az els6 nap az alabbi kezdShelyzetbdsl mozognak el6szor. A
kutatok akkor nyernek, ha a 15. napig valamikor egy tengeralattjar6 egy
szektorba keriil a capaval, mig a capa akkor nyer, ha még a 15. nap végén
is szabad.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqgymds utdn ebben a jatékban! Tt dont-
hetitek el, hogy a kutatdk vagy a cdpa bdrébe szeretnétek bujni.

Pdhdn Anita feladata

Megoldas: A kutatok megfelel§ stratégiaval meg tudjak talalni a capat.

Ehhez egy kulcsészrevétel, hogy ha két tengeralattjaro az alabbi médon helyezkedik el, akkor koztiik

éjszaka nem tud adtmenni a cidpa Ugy, hogy méasnap ne tudjak elkapni:

K

K

Emiatt a capa mozgasatol fliiggetleniil az elsd 8 1épésben a kutatok alljanak be az alabbi mddon:

K

A nyolcadik éjszaka utan, ha eddig nem talalkoztak, a cipa megall az egyik mezdén, amennyiben nem
egy fenti abran sziirkével jelolt mezén all meg, akkor a kdvetkezs napon a tengeralattjarok elkaphatjak,

ezért feltehets, hogy a sziirke tertileten tartozkodik.

Innentél két esetre bontjuk a stratégiat aszerint, hogy hol 4ll a capa.
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Ha a bal fels§ szektorban tartézkodik a
capa:

Ekkor a narancssarga tengeralattjaré 5
nap alatt elmegy az alabbi 4bran lathato
pozicioba. Ha ebben az id&intervallum-
ban barmikor elhagyja a cédpa ezt a sziirke
teriiletet, akkor mésnap délben a zold,
piros, vagy kék tengeralattjaré el tudja
kapni.

K

Igy ha a 13. nap délig nem kapta el egyik
tengeralattjaro sem a capat, és a 13. éjjeli
mozgésa utdn sem tudjak elkapni, akkor
csak az aldbbi két mezén lehet:

K

Ha az 1-es szdmi mezén van, akkor a
14. napon a narancssarga tengeralattjard
lépjen egyet lefele, ekkor barhogy is mo-
zog a capa, biztosan egy tengeralattjaro-
val k0z0s, vagy szomszédos mezén lesz a
15. napon, igy egy kutaté6 odamozoghat
a mezejébe.

Hasonl6éan ha a 2-es szamu mezdén van,
a z0ld tengeralattjaré egyet mozogjon
egyet balra, igy a 15. napon elkapjik a
capat.

Ha a jobb als6 szektorban tartézkodik a
capa:

Ekkor a narancssarga hajo 3 nap alatt
elmegy az alabbi abrén lathato pozicioba.
Ha ebben az idGintervallumban barmikor
elhagyja a cépa ezt a sziirke teriiletet,
akkor méasnap délben a zold, piros, vagy
kék tengeralattjaro el tudja kapni.

K

Igy ha a 11. nap délig nem kapta el egyik
tengeralattjaré sem a capat, és a 11. esti
mozgésa utdn sem tudjak elkapni, akkor
az aldbbi mezdén lehet:

K

Ekkor a 12. napon a kék tengeralattjaro
lépjen egyet jobbra, igy aznap este a
capa a sziirke mez6rél csak egy tenger-
alattjaroéval megegyezs, vagy szomszé-
dos mezdére léphet, ezért a 13. napon az
egyik kutato el tudja kapni.



