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E1l. A Quadropoly nevi tarsasjatékban Csaba bortonbe keriilt. Egy jatékos ugy probalhat meg kiszabadulni a
bortonbdl, hogy egyszerre dob két szabalyos dobokockaval. A prébalkozas akkor sikeres, ha a dobott szamok 0sszege 4-gyel
oszthat6. Mennyi annak a valészintisége, hogy Csaba elsg probalkozasra kiszabadul? Valaszként a tort legegyszeribb
alakjaban a szamlal6 és a nevezd Gsszegét adjatok meg!

Megoldas: Ha egy kockaval dobunk, barmelyik szam valoszintisége %. Két kocka esetén 36 azonos

valoszintiségl esetet tudunk felsorolni, igy példaul 3—16 annak az esélye, hogy az elsé kockaval 3-ast,
a masodik kockaval 4-es dobunk. Mindkett§ dobokockan egy 1 és 6 kozotti szdmot latunk, tehat az
Osszegiik 2 és 12 kozott van. Csaba akkor szabadul ki, ha a szdmok Gsszege 4, 8 vagy 12.
4=14+3=2+4+2=3+1 - annak a valdsziniisége, hogy az Osszeg 4: %
8=24+6=3+5=44+4=5+3=6+2 — annak a valészintisége, hogy az Osszeg 8: 35—6

12=64+6 — annak a valésziniisége, hogy az Osszeg 12: 3—16

o .3 .5 .1 _ 9 _1 : A 1214 A _

Osszesen: 5z + 55 + 556 = 35 = 3, amiben a szdmlalo és a nevezs Osszege 1+ 4 = 5.

E2. Kartal egy 5 x 5-6s tablazat mez&it kitolti 1-t61 25-ig az egész szamokkal, minden mezdébe egy szamot irva és

minden szamot egyszer felhasznalva. Ezek utan Benedek minden sor utdn, Dani pedig minden oszlop ala odairja a benne
szerepld szamok Osszegét. Joska kivonja a Benedek altal leirt legnagyobb szambol a Dani altal leirt legkisebb szdmot. Mi
a lehetd legnagyobb szam, amit Jéska eredményiil kaphatott?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy barhogy valasztunk ki egy sort és egy oszlopot, lesz egy k6zos mezdjiik.
Ezt a mez6t egyszer hozzaadtuk, egyszer kivontuk, igy a végereménybdl kiesik. Nézziik a Benedek-féle

Py

legnagyobb sor masik 4 mezGjét (cél, hogy ezek Osszege a lehets legnagyobb legyen), és ebbdl vonjuk

ki a Dani-féle legkisebb oszlop mésik 4 mezgjét (cél, hogy ezek Gsszege a lehetd legkisebb legyen). A
legjobb, amit kaphatunk, 25 +24 +23 422 — (1 +2+3+4) =25+ 24 + 23 + 22 — 10 = 84.

E3. Egy digitélis kijelzs egy 1 és 9999 kozti egész szamot képes kijelezni, és egyesével szamol masodpercenként, vagy
mindig névekvs, vagy mindig csokkend irdnyban. Sajnos az egyesek helyiértékén allo6 szamjegynek kiégett a jobb fels
vonalkaja (minden méas mikodik). Béla valamennyi ideig folyamatosan nézte a kijelzdt, és ez alapjan nem tudta eldonteni,
hogy a szamlalas felfelé, vagy lefelé megy-e. Legfeljebb hany kiilonb6z6 szamot probalt a kijelz6 megjeleniteni ezalatt?
Amikor a kijelzd eléri névekvd irdnyban a 9999-et, vagy csokkend irdnyban az 1-et, megdll. A kijelz6 a szdm eldtt nem
jelez ki nulldkat, és a négy rész rendre az ezresek, szdzasok, tizesek €s egyesek helyén lévd szdmjegyet mutatja.

A bal oldalon ldthato példaként, hogy a kijelzé hogyan jelzi ki a 637 szdmot. A jobb oldalon pedig az latszik, hogy a kijelzé
(ha minden pdlcika jol mikdodne) melyik szdmjegyet hogyan jelezné ki.

Megoldas: A kiégett vonalka miatt a kijelz6n ugyanigy jelenik meg az 6t6s és a kilences, illetve a hatos
és a nyolcas szamjegy. Ha az egyes helyiértéken 1év6 szam 6t6st6l né kilencesig, vagy ha kilencestél
csOkken 6tosig, ek6zben nem donthetd el, hogy melyik eset 4ll fenn, hiszen a nagyobb helyiértéken allo
szamok sem véltoznak ekozben. Lehetséges tehat, hogy 6t szamot is megjelenitett a képernys, amig
Béla nézte azt.

Ha a kijelz6 egyes helyiértéke nulla és négy kozottrdl indul (a hatarokat is beleértve), amikor Béla ranéz,
akkor rogton az elsd valtozasnal eldonthets, hogy né vagy csokken (mivel ezen szadmok nem keverhetSek
ossze semelyik masik szammal sem, illetve két-két szomszédjuk sem keverhetd ossze egymaéssal). Igy
tehat elég olyan szamlaldsokat vizsgalni, amelyeknél a kijelz6 egyes helyiértéke 6t és kilenc kézottrél
indul. Egy ilyen lefelé mend szamlalas utolsé szamjegye legfeljebb 6t 1épés alatt elér négyesre. Hogyha
a kijelzd egyes helyiértéke eljut a négyes szamjegyig, akkor mér meg tudjuk mondani, hogy a szamlélas
felfelé vagy lefelé megy. Ezért legfeljebb 6t hosszii lehet egy olyan szdmsorozat, amelyrsl nem donthetd
el, hogy né vagy csokken, azaz legfeljebb 5 kiillonbo6z6 szamot probalt a kijelz6 megjeleniteni ezalatt.

E4. Osszeragasztottunk 25 szabéalyos dobékockat az abran lathaté moédon gy, hogy barmely két dsszeragasztott lapon
a pottyok szama megegyezik. Legfeljebb mennyi lehet a felszinen talalhaté pottyok szama?

A péttyoktdl eltekintve a test a mdsik irdnybdl nézve is ugyanigy néz ki. Eqy dobdkockdt szabdlyosnak neveziink, ha a
szemkézti lapokon a péttyok szama osszesen 7.
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Megoldas: Mivel az 6sszeragasztott oldalakon azonos szamu potty van, és a ”kockaoszlopok” paratlan
szamu kockabol allnak, igy minden sszeragasztott ”kockaoszlop” két végén a pottyok szama 7 (allan-
do). A ”kockaoszlopok” harom iranyban &allnak. Barmely iranybol nézve az alakzatot, azonos szamu
kockaoldal latszik (13). Minden latszodo kockaoldal pontosan egy iranybol nézve egy "kockaoszlop”
vége. A felszinen taldlhatd pontok szdma: 7-3 - 13 = 273.

E5. Adottak az ABCD és AEFG téglalapok tigy, hogy E az AB szakasz, D pedig az AG szakasz bels pontja. Legyen
az EF és CD szakaszok metszéspontja H. Tudjuk, hogy AEHD egy négyzet, aminek a teriilete 36 egység, tovabba az
ABCD téglalap teriilete 10-szerese az AEFG téglalap teriiletének. Hany egység hosszt az AB szakasz, ha a B, H, G
pontok egy egyenesen vannak?

Megoldas:
G F
H C
D
A E B

Legyen T1 az ABC D téglalap teriilete, T pedig az AEFG téglalap teriilete. Jeldlje x az E B szakasz
hosszat, y pedig a DG szakasz hosszat.

AFEHD négyzet teriilete 36, ezért AE = AD = 6, ekkor 71 =6 (6+x) és To = 6- (6 +y), tovabba
Ty =10-Tb, azaz 6 - (64 x) = 106 - (6 + y), ebbdl jon y = L2

A B, H,G pontok egy egyenesre esnek, ezért DHG és EBH haromszogek hasonloak, emiatt

% = %, behelyettesitve % = 4 atrendezve xy = 36. Ebbe beirva y = xI054—t, azt kapjuk, hogy

6’
x- L2 =36 = 2% — 54z — 360 = 0.
Ez az alabbi moédon szorzatta alakithato: (z — 60)(z + 6) = 0, és mivel z > 0, csak x = 60 lehet.

Tehat a végeredmény AB = 6 4+ x = 66.

E6. Egy szamot nevezziink kacsaszdmnak, ha a szamot visszafelé kiolvasva az eredetinél nagyobb szamot kapunk.
Csak az 1-es és 2-es szamjegyek felhasznaldsaval hany 14 jegyl kacsaszam irhato le?

Példdul a 37145 kacsaszdam, mert 54173 > 37145.

Megoldas: Ha egy szam palindrom (azaz visszafelé felirva ugyanaz, mint el6re), akkor nyilvan nem
lehet kacsaszam. A csak l-esbol és 2-esbél allo 14-jegyt palindromok szama 27, hiszen egy 14-jegyt
palindromot egyértelmiien meghataroz az elsé 7 jegye.

Egy szamot nevezziik libaszdmnak, ha a szamjegyeit visszafelé felirva az eredetinél kisebb szamot ka-
punk. Egy kacsaszémot visszafelé felirva mindig libaszamot kapunk, tovabbé egy libaszamot visszafelé
felirva mindig egy kacsaszamot kapunk (hiszen ha egy szam szamjegyeit felirjuk visszafelé, majd az 1j
szammal ezt ismét megtessziik, 6nmagat kapjuk). Mivel igy a kacsa- és libaszdmok péarositva lettek,
a nem-palindromoknak pontosan a fele lesz kacsaszam. Tehat a csak 1-esbél és 2-esbdl allo 14-jegyti
kacsaszamok szama: % = 8128.
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E7. Egy kardhalnak specialis viszonya van a 8-as szammal, igy pontosan azok a haromjegyt szamok a kedvencei,

melyekre maga a szdm, a szamjegyek Osszege, és a szamjegyek szorzata is oszthat6 8-cal, de a szdmban nincsen 8-cal
oszthat6 szamjegy. Mennyi a kardhal kedvenc szamainak Gsszege?

Megoldas: Mivel a szamban nincsen nyolccal oszthaté szamjegy, ezért 0 és 8 nem szerepelhet benne.
Emellett tudjuk, hogy a hdrom szamjegy szorzata oszthatd nyolccal, azaz legalabb két szamjegy paros
kell, hogy legyen, kiilonben nem szerepelne a szamjegyek szorzatiaban legalabb harom darab kettes
primtényez6. Mivel a szédmjegyek Osszege is nyolccal oszthatd és van legaldbb két paros szamjegye,
ezért a harmadik szamjegy is paros lesz. Igy a szorzatuk mindenképpen oszthato lesz 8-cal. A szamban
a 2, 4 és 6 szamjegyek szerepelhetnek. A szamjegyek Osszege nyolccal oszthato, azaz 8 vagy 16 (mivel
legalabb 2 4 2 + 2 = 6 és legfeljebb 6 + 6 + 6 = 18). Igy a szam allhat két 6-osbol és egy 4-esbél vagy
pedig két 2-esbdl és egy 4-esbdl. Ezek a szamok a 224, 242, 422, 466, 646 és a 664, amelyek koziil a 224
és a 664 oszthatd nyolccal, igy ezek a kardhal kedvenc szdmai. A kardhal kedvenc szdmainak Gsszege
224 4 664 = 888.

E8. Az abran lathaté korvonalakon 9 hangya jarkal, mindannyian azonos, allandé sebességgel, anélkiil, hogy meg-
fordulnanak vagy megallndnak. Amikor egy hangya két kor érintési pontjara ér, valaszthat, hogy a két egymast érinté
korvonal koziil melyiken halad tovabb elére, de ekkor sem fordulhat meg. Amikor két hangya szembetalalkozik egymassal,
akkor az egyik atmaszik a maéasikon, és ha utjuk soran korabban még nem talalkoztak, akkor egyikiik felkialt. Legfeljebb
hanyszor kidlthatnak fel a hangyak 0sszesen, ha kezdetben az dbran lathaté helyekrdl a megjeldlt iranyokba indulnak el?

Tudjuk, hogy a megadott kezddhelyzetbdl indulva nem fordulhat eld olyan, hogy két hangya gy taldlkozik, hogy éppen
ugyanabba az irdnyba néznek.

Megoldas: Egy hangya egy koron 6ramutaté jarasaval megegyez&en vagy ellentétesen mehet. Amikor
egy hangya kort valt, akkor a haladasi irdnya mindig megvaltozik, amikor pedig nem véalt kort, akkor
nem valtozik. Ezért sakktablaszertien valtakoznak egy adott hangya esetén az O6ramutatd jarasaval
megegyezs és ellentétes iranyt haladasi iranyok az abran. Igy egy adott kezd6pontbol indulé hangya
esetén csak a kiindulési helyzetbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy a hangya melyik koron melyik iranyba
halad, ha arra jar.

A maéasodik sorban levs két hangya a bal fels§ koron 6ramutato jarasaval megegyezéen megy, a tobbi
hét hangya mind ellentétesen. A feltétel miatt az ugyanolyan irdnyba néz6 hangyak nem talalkoznak,
ezért csak a két kiilonbo6z§ irdnya csoportba tartozé hangyék talalkozhatnak. Koziiliik pedig mindenki
talalkozhat mindenkivel a masik csoportbél. Példa erre, ha az 6sszes hangya ugyanazon a kérén maszik.

Ezért a vilasz 14, a 2 hangya egyenként mind a 7 mésik hangyaval talédlkozhat.

E9. Legyen N a legkisebb olyan pozitiv egész, melynek fele négyzetszam, harmada kdbszam, 6tode pedig egy egész
szam 6t6dik hatvanya. Hany pozitiv osztéja van N-nek?

38



XVII. DURER
VERSENY =

DONTO - 2024. 02. 09-11.

DILVH

VALTO MEGOLDASOK

Megoldas: A feladatban a legkisebb olyan n szamot keressiik, amire n = 2-k*> = 3-.12 = 5. m°
valamilyen k, [ és m egészekre. Ismert, hogyha egy t-edik hatvany oszthaté egy p primmel, akkor
pl-nel is.

Mivel n fele, harmada és 6tdde is egész, ezért oszthatd 2-vel, 3-mal és 5-tel is. A primtényezs felbontéas
egyértelmiisége miatt [3-ben és mS-ben ugyanannyiadik hatvanyon kell, hogy szerepeljen a 2, viszont
mivel ezek rendre 3. és 5. hatvanyok, ezért n primtényezss felbontdsaban a 2 kitev§je oszthato kell,
hogy legyen 3-mal és 5-tel, azaz 15-tel is. Ehhez hasonléan igazolhato, hogy n oszhaté 3'%-nel és 5%-nal
is.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy n legalabb 212-310.56 (ugyanis tébbszorése ennek a szamnak). Kénnyen
ellendrizhets, hogy ez a szam teljesiti a feladat feltételeit. Az osztoéinak szama pedig az ismert képlet
alapjan: (15+1)-(10+1)- (6 + 1) = 1232,

E10. Egy iskoldbél egy egyéni matematikaversenyen a 12.a és 12.b osztélyokbol harom-harom tanulé vett részt. Tudjuk,
hogy a didkok a versenyen hat kiilonb6z6 pontszamot értek el, igy a helyezéseik is kiilénbéznek. Matematikatanaruk csak
a hat helyezés ismeretében megallapitotta, hogy a 12.b osztilyosok pontszamainak Osszege nagyobb a 12.a osztalyosok
pontszamainak Osszegénél. Hanyféle lehetett a hat didk sorrendje a versenyen?

A versenyen két versenyzd kozil az végez eldrébb, akinek tobb pontja van. Ha két versenyzének ugyanannyi pontja van,
akkor ugyanannyiadik helyen végeznek. A tandr a versenyen elérheté maximdlis pontszdmot sem ismersi.

Megoldas: A tanar akkor tudja biztosra azt mondani, hogy a B-sek pontszamainak 6sszege nagyobb,
mint az A-soké, ha az osztalyokon beliil is rangsorolva a didkokat az ugyanannyiadik helyezést eléré
B-s didkok megel6zik az A-s didkokat, azaz az els6é B-s el6rébb végez, mint az elsé A-s és igy tovabb. Ne
kiilénboztessiik meg az azonos osztalybeli didkokat. Ekkor 5-féle lehetséges megfelel§ sorrend létezik.
Jeldlje a az A-sokat és b a B-seket. Megfelel§ sorrendek: bbbaaa, bbabaa, bbaaba, babbaa, bababa. Mivel
az azonos osztalybeli didkokat meg kell kiillonboztesssiik, ezért a 3-3 azonos osztalybeli didkot sorba-
rendezhetjiik egymés k6zott, azaz az 6t6t meg kell szoroznunk 3!- 3! -al. Igy a tanar 180-féle sorrendnél
mondhatta azt, hogy a B-sek pontszdmainak Gsszege nagyobb, mint az A-soké.

E11. Morgan kapitany a jobb oldalon lathatd, négy szektorboél allo tablara 9 nyilat dobott. Ha egy nyil eltalalta a
tablat, akkor a nyil pontértéke megegyezik az eltalalt szektoron lathaté szdmmal. Ha egy nyil nem taldlta el a tablat,
akkor az nem ér pontot. Hanyféle pozitiv egész szam allhat az X helyén, ha Morgan Osszesen 175 pontot ért el? A

szektorok hatdrait nem taldlta el Morgan.

Megoldas: Elgszor indirekt tegyiik fel, hogy csupan az 5, 10, 20 szektorokbodl el§ tudjuk allitani a
175 Gsszeget. Ha mind a 9 talalat a 20-as szektort éri, akkor az 6sszeg 180. Barmi ennél kisebb Gsszeg
eléréséhez az egyik 20-as helyett legfeljebb egy 10-eset kellett volna dobnia, de azzal méar legfeljebb
170-re csokkenne az 6sszeg. Ellentmondés.

Tehat Morgan kapitanynak el kellett talalnia az X mez6t legalabb egyszer.

Elsszor szamoljuk meg azokat az 5-tel oszthatd szdmokat, amik keriilhetnek X helyére. A fenti gondo-
latmenet szerint 5, 10 és 20 nem jon széba. Azt allitjuk, hogy minden maés lehet, ami legfeljebb 175.
Vegyiink egy tetszéleges ilyen X értéket.

Ha X 20k + 15 alaku (0 < k < 8), akkor egy X dobas mellé legfeljebb 8 darab 20-as dobassal el lehetett
érni a 175-0t.

Ha X 20k alaki, és k # 1, azaz 2 < k < 8, akkor egy X, egy 5-0s, egy 10-es és legfeljebb hat 20-as
dobassal szintén eljutunk a 175-ig.
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Ha X 20k +5 alaka (1 < k < 8), akkor egy X, egy 10-es, és legfeljebb hét 20-as dobéssal 175-6t tudunk
kapni.
Végiil, ha X 20k + 10 alaku (1 < k < 8), akkor egy X, egy 5-0s, és legfeljebb hét darab 20-as dobéssal
175-be jutunk.

Igy X tényleg minden 5-tel oszthaté szam lehet 175-ig az 5, 10 és 20 kivételével, ami 32 lehetdség.
Ha X nem oszthat6 5-tel, akkor mivel az 0sszes tobbi dobés, és a végsé 175 pont is 5-tel oszthato, igy
ez csak ugy lehetséges, hogy 5-tel oszthato szami X-et dobott Morgan, azaz jelen esetben pontosan 5-
ot. Ekkor a lehetséges X-eket ugy hatarozhatjuk meg, hogy megnézziik, hogy legfeljebb négy dobassal,
amik mind az 5, 10, 20 pontok valamelyikébe mentek, hany pontot érhetett el, és ezeket a lehet&ségeket
levonjuk a 175-bél és 5-tel osztjuk.
Nem nehéz latni, hogy legfeljebb négy szam Osszege, melyek mindegyike 5, 10 vagy 20, minden nem-
negativ, 5-tel oszthato, 80-nal nem nagyobb szam lehet, kivéve a 75. Ez a fenti gondolatmenethez
hasonléan lathato, azaz 20k alakt szamokat csak 20-as dobasokkal megkaphatunk, 20k + 5 alaktiakat
egy 5-0s és 20-as dobésokkal, 20k + 10 alaktakat egy 10-es és 20-as dobasokkal, és 20k + 15 esetén egy
5-0s, egy 10-es, és 20-as dobésokkal, azonban 75-re ez mar 5 dobas lenne, és azt nem is lehet négybdl.
Tehat a 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 80 szamok allithatoak el legfeljebb 4
dobésbol, amihez az X értékére a kovetkezd lehetségeket kapunk (ezeket kivonjuk 175-bdl, és 5-tel
osztjuk): 35, 34, 33, 32, 31, 30, 29, 28, 27, 26, 25, 24, 23, 22, 21, 19. Ez 16 szam, de ebbdl a 35, 30, 25
méar kordbban volt, mivel 5-tel oszthato, igy ez 13 Gj megoldast ad.
Tehat 6sszesen 32 + 13 = 45 megoldés van.

E12. Toltsétek ki a tablazat mezdit az 1,2,3,4, 5,6 szamjegyekkel tgy, hogy minden sorban és oszlopban minden
szamjegy pontosan egyszer szerepeljen, és a tablazaton kiviilre irt szamok azt mutassdk, hogy mi a legnagyobb szam,
ami el6all az adott sorban/oszlopban két szomszédos mez6ben allé szam kiilonbségeként. Valaszként azt a négyjegyi
szamot adjatok meg, amit az abran sziirkével jelGlt négy mezdben 1év6 szamjegyek fentrsl lefelé torténd
Osszeolvasasaval kaptok!

3 3 1
5
2 1
5
3 2
Megoldas:
3 3 1 . : o
5 G I. Az 1-es mellé csak 2-es vagy 3-as mehet a kiilonbség miatt, de a 2-est kizarja
ol 41605 az oszlopban talalhato 2-es. A 4. oszlopban a kiilonbség miatt csak sorrendben
5 A kovethetik egyn.l.ést a szamok, és amen?yiben forditva lennének, az utols6 sorban
2-es és 6-os keriilne egymas mellé, ami a sorra vonatkozé 3-as miatt nem lehet.
3 A 2. sorban az els6 harom helyre a 2, 4 és 6 keriil, ebben a sorrendben, mivel a
3 i 2-es és a 6-os nem lehet szomszéd, és a 2-es nem keriilhet az 5-6s mellé.




XVII. DURER
VERSENY

N

E
]
=)
=
=

VALTO MEGOLDASOK DONTO - 2024. 02. 09-11.
3 3 1 IT. Mivel 5 kiilonbség kizarolag 6-bol 1-ként johet ki ezekbdl a szamokbol, az
5) 61 1. sorban mindenképpen egymaés mellett van az 1-es és a 6-os, de az egyes nem
201214/6|5|3 |1 keriilhet a 3. oszlopba a 6-0s mellé az oszlopra vonatkozé 3-as miatt. A 3. sorra
of1|6 4 vonatkoz6 5-0s miatt az 1-es és a 6-os egymas mellett &llnak, az 1-es miatt csak
4 3 a 4-est6l balra lehetnek és ott a 6-os csak a 2. oszlopban lehet az oszlopokra
2 vonatkoz6 szémok miatt, és ezutan az 1-es sem lehet 3. oszlopban. Az 1. oszlop
3 112 4. eleme nem lehet 2-es vagy 3-as, szdval az oszlopra vonatkozé szam miatt 4-es.
3 3 1 ITI. A 3. oszlopban az 1-es a t&bbi 1-es miatt méar csak két helyre keriilhet. Ha a
) 61 4. helyre keriil, akkor a 3. oszlopra és a 6. sorra vonatkozd szamok miatt az 5.,
201214/6|5|3 |1 illetve 6. helyre csak 3-as és 4-es keriilhet, ezért a 3. helyre 2-esnek kéne keriilnie,
of1|6 4 ami nem mehet a 6-os mellé. Tehat a 3. oszlopban a 5. helyre keriil az 1-es, és
4111213 ez alapjan a 2. oszlopban a 4. helyre. A 3. oszlop 4. helyére nem keriilhet 3-as
112 vagy 4-es, tehat, 2-esnek kell lennie. Az utosé sorban a korabban beirt 6-osok és
316 112 a sorra vonatkoz6 szam miatt csak az 1. helyre keriilhet 6-os.
3 3 1
5) 2 61 IV. A 3. sorban a korabban beirt 2-esek alapjan a 2-es csak az utols6 helyre
20121416531 keriilhet. A kordbban beirt 2-esek miatt az 1. sorban a 2-es csak a 2. helyre
5011634 2 keriilhet, illetve a kordbban beirt 4-esek miatt az 5. oszlopban a 4-es csak a 5.
4111213 helyre keriilhet. Ezenkiviil a kordbban beirt 3-asok miatt a 3. sorban a 3-as csak
11214 a 3. helyre keriilhet.
316 112
3 3 1
5312|5614
24214165131 V. A 3. oszlopban az 1-es ala az oszlopra vonatkoz6 szam miatt csak 4-es keriil-
5011613141512 het, ami utan a masik hianyzé 4-es is befrhaté. Innen pedig néhany lépés alatt
41112131615 kitolthet6ek a maradék hianyz6 mezsk.
51312416
316,514 112|3

Tehat a keresett négyjegyt szam a 2563.

E13. Azonos méretii kiskockdkbol dsszeragasztottunk egy 3 x 3 x 5-0s téglatestet, melynek a kozépsé kiskockija piros
szint, a tobbi kiskocka pedig sérga, azonban mind kiilénb6z8 arnyalati.
Anita leszedett ebbdl néhany kiskockat (legalabb egyet) gy, hogy egy olyan téglatest maradt, amelynek a felszinén nem
lathato piros szin. Hanyféleképpen nézhetett ki a kapott téglatest?
Anita a téglatest aljdrdl is szedhetett le kiskockdt, és a megmaradt téglatest minden lapja ldthatd volt.
Megoldas: El6szor szamoljuk meg, hogy Anita megkdtések nélkiil hany kiillonb6z6 moédon valaszthatta
ki a megmaradt téglatestet: minden lapjanak megvalaszthatja szabadon a koordinatéajat, igy fiiggsle-
gesen 5 + 1 = 6 lehetGséghdl kell egy aljat és egy tetejét valasztani, ezt (g) = 15-féleképpen teheti
meg. Hasonlbéan a mésodik koordinatairanyban 4 lehetfség van a két hatarra, igy (;1) = 6 valasztas
van, ugyanigy a harmadik koordinatairdnyban is, ezért osszesen 15 -6 - 6 = 540 résztéglatest van.

Ha ebbdl kivonjuk azon résztéglatestek szaméat, melyek szélén latszik a piros szin, akkor megkapjuk
a feladatban keresett szamot.
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Ahhoz, hogy legyen a szélén piros, meg kell maradnia a piros kockanak, az ilyen téglatestek szama
(E’zil)2 . (%) . (%)2 = 144, mivel a téglatest alja csak a 3 legalsé szint valamelyike lehet, hasonléan
a teteje csak a fels§ 3 szint valamelyike. A maésik két koordindtaban is megfelel§ oldalan kell lenni
a piros kockanak a lapoknak, igy minden lap koordinatijat 2-féleképpen lehet megvalasztani. Ezeket
egymastol fiiggetleniil meg lehet valasztani, igy az Gsszes ilyen téglatest szama a fent kapott szorzat.

Ezek koziil nem mind rossz, az olyanokat szamoltuk meg feleslegesen, amelyekben benne van a piros
kocka, de nem latszik a felszinen. Az ilyen téglatestek a kozépsd 3 x 3-as kockat biztosan tartalmazzak,
ezen kiviil az also illetve fels§ 1 x 3 x 3-as szint hozzdadhato, ez 2 - 2 = 4 lehetGség.

Ezért a rossz téglatestek szdma 144 — 4 = 140, a jok szdma igy 540 — 140 = 400 lehetne, de a teljes
téglat nem hagyhatta meg, igy a helyes végeredmény 400 — 1 = 399.

El14. Az A kozéppontu k kor sugara 14 egység, és B egy pont a korvonalon. Az ¢ kor érinti az AB szakaszt a
felez6pontjaban és érinti a k kort is. Legyen C' az a pont, melyre az ABC héaromszog beirt kore £. Hany egység az ABC
haromszog keriilete?

Megoldas:

A

Az F felezi az AB szakaszt, tehat AF = 7. Az AFO héaromszog derékszogi (hisz F-ben érinti az AB
szakasz az | kort), tehat Pitagorasz tétele alapjan: 72 + 72 = AO? Az [ és a k kor G-ben érintik
egymast, tehat az A, O, G egy egyenesre esnek, ezért AO + OG = AG | igy V72 +r2+r =14 =
7?4+ = (14-7)2 =72 28 +196 = 287 = 147 = r = %1. Kiils6 pontbol huzott érintékre
vonatkozo tétel alapjan: AD = AF, CD = CE, BF = BFE. Legyen y = OC, x = CD, K =
14+ (7+2)+(7+x) (az ABC haromszog keriilete). Az ABC haromszog egyenldszari, tehat map = r+v,
ezért 2-Tapc =r-K =71-(28+2z) =14+ (r+y) = y = 2ra +r. A CDO haromszdg derékszogt,
tehat r2 + 22 = 9% = (%r:ﬂ —1-7“)2 = A%TQZCQ + %rzx +r2=(1- %rz)aﬂ = 272z, mivel x # 0, ezért

7= Ty = il = ey = & = 18 Tehdt K = 14+ (7 +18) + (7 + 18) = 64
49 494 16 16

B
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E15. Hat telepiilés, Arka, Bécs, Cak, Dég, Ete és Fiizér egy tt mentén egymés mellett helyezkedik el ilyen sorrendben.
Az egymaést kovets falvak kozott buszjaratok kozlekednek, minden szomszédos par kozott allando gyakorisaggal. Ez‘ek a
gyakorisagok 5, 7, 9, 11 és 12 perc az 6t falupar kézott, de nem tudjuk, hogy milyen sorrendben. Egy napon Alex, Aron
és Benedek harom kiilonb6z6 idépontban ment el Arkarél Fiizérre ezekkel a buszokkal: Alex 12:00-k9r, Aron 12:01-kor,
Benedek pedig 13:00-kor ért az quai buszmegallohoz. Azt is tudjuk, hogy mig Alex 14:20-kor, addig Aron csak 15:00-kor
érkezett Fiizérre. Hany perccel Aron utén érkezett Benedek Fiizérre?

A buszok pontosak, egész percben indulnak és érkeznek, az azonos falvak kiozt kézlekedd buszok menetideje ugyanannyi,
az dtszdllds nem keril iddébe, és mindhdrman minden faluban az elsd lehetséges busszal mentek tovdbb.

Megoldas: Aron 39 perccel utazott hosszabb ideig, mint Alex. A feltételek alapjan Aron maximum
4 percet varhatott az 5 percenként buszhoz tartozo telepiilésen (hiszen ha éppen 1 perccel kési le
az el6z6t, akkor 4-et kel varnia a kovetkezdre). Hasonloan indokolhato, hogy a 7 perces megalloban
maximum 6 percet kellett varnia, a 9 percesben maximum 8-at, a 11-esben maximum 10-et, a 12-esben
pedig maximum 11-et. Tehat Aron maximalisan 4 + 6 4+ 8 + 10 + 11 = 39 percet varakozott. Viszont
ez csak ugy lehetséges, ha Alex minden jaratot pont elért (azaz 0 percet kellett varnia az atszallasok
miatt).

Meg szeretnénk hatarozni, hogy melyik két telepiilés k6zott milyen gyakorisagti busz kozlekedik. Vizs-
galjuk meg eldszor, hogy Ete és Fiizér kozt melyik megy. Ha az n perces, akkor Aron Etén E — 1 percet
varakozott, tehat 39 — (E + 1) atszallasi varakozas utan ért oda. Viszont Ennek a szamnak oszthato-
nak kell lennie F-vel, mivel Alex 0 percet varakozott és onnantol E percenként mentek a buszok. A
jaratgyakorisdgok koziil egyediil az 5 percesre teljesiil ez a tulajdonsag, tehat Ete és Fiizér kozott 5
percenként jarnak buszok és Etére Aron 39 — 5 + 1 = 35 perc varakozas utan ért.

Vizsgaljuk meg, hogy Dég és Ete kozott hany percenként mennek. Az el6z6 indoklas alapjan, ha D
percenként, akkor 35— D+ 1-nek oszhatonak kell lennie D-vel. Ez a megmaradé lehetdségek koziil a 9 és
a 12 percesre teljesiil (és Dégre ebben a két esetben Aron 35—941 = 27, illetve 35— 12+1 = 24 percnyi
varakozas utan ért). Vizsgaljuk meg a 12 perces esetet: Ekkor, a Cakrol Dégre mend C' percenként mend
buszra teljesiilnie kellene annak, hogy C'|24 — C + 1, de a buszok koziil ez csak az 5 percenként mendre
teljesiil, amirdl viszont mar tudjuk, hogy Ete és Fiizér kozott kozlekedik. Tehat Dég és Ete kozott 9
percenként mennek buszok és Dégig Aron 27 percet varakozott.

A Cak és Dég kozt C' percenként mend buszra teljesiil az, hogy C|27 — C' + 1, ez a megmaradé 3 busz
koziil kizarolag a 7 percesre teljesiil és igy a Cékra érésig 21 percet vart az atszallas miatt Aron. A
Bées és Cak kozt B percenként mend buszra teljesiil az, hogy B|21 — B + 1, tehat B csak 11 lehet és
ezzel kizarasos alapon kijon az is, hogy Arka és B&cs kozt 12 percenként megy busz.

Benedek Arkarol 60 perccel Alex utan indult, igy itt nem kellett varakoznia a 12 percenként jard
buszra. Azaz B&csre is 60 perccel Alex utan ért, ahol 11 percenként jarnak a buszok, igy Cékra méar
66 perccel Alex utan érkezett. Itt 7 percenként jarnak a buszok, tehat Dégre mar 70 perccel Alex utén
ért Benedek, ahol 9 percenként jarnak a buszok. Ezaltal Etére 72 perccel Alexet kovetSen ért oda,
ahol 5 percenként jarnak a buszok, igy Fiizérre 75 perccel Alex utan, igy 35 perccel Aron utan ért oda
Benedek.

E16. Egy hegyesszogti haromszég magassigai 585, 600 és 936 egység hossztiak. Hany egység hosszii a haromszog
keriilete?

Megoldas: Jeloljiik a harom oldalt és a hozajuk tartozdé magassigokat rendre a, b, c, mg, mp, me-vel.
A magassagok hosszainak primtényezés felbontsai m, = 585 = 32 -5 - 13, my, = 600 = 23 -3 - 52 és
me = 936 = 23 - 32 - 13. Ezek legkisebb kozos tobbszorose lkkt = 23 - 32 . 52 . 13,

Ekkor legyen x olyan, hogy 2-T = a-mq =b-mp = ¢- m. = lkkt - . Ebbdl kifejezve az oldalakat:
a=2%5-x=40z,b=3-13-2 = 392, c = 5%-x = 25z, vagyis a haromszog félkeriilete s = %b*c = 52zx.
Ekkor a teriiletet a Héron-képlettel is szamolva kapjuk, hogy 22-32.52.13.2 = %lkkt-x = %a-ma =T =
Vs(s—a)(s—b)(s —c) = V52z - 122 - 13z - 270 = V24 - 34 . 132202 = 2232 . 13- 22, azaz x = 5% = 25.
Innen pedig a félkeriiletet hasznalva kapjuk, hogy a keriilet K = 2s = 252 - 25 = 2600.
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