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E-+1. Egy szamot nevezziink kacsaszdmnak, ha a szamot visszafelé kiolvasva az eredetinél nagyobb szamot kapunk.
Csak az 1-es és 2-es szamjegyek felhasznalasaval hany 14 jegyd kacsaszam irhato le?

Példdul a 37145 kacsaszam, mert 54173 > 37145.

Megoldas: Ha egy szam palindrom (azaz visszafelé felirva ugyanaz, mint el6re), akkor nyilvan nem
lehet kacsaszam. A csak l-esbol és 2-esbél allo 14-jegyt palindromok széama 27, hiszen egy 14-jegyt
palindromot egyértelmiien meghataroz az elsé 7 jegye.

Egy szamot nevezziik libaszdmnak, ha a szamjegyeit visszafelé felirva az eredetinél kisebb szamot ka-
punk. Egy kacsaszémot visszafelé felirva mindig libaszamot kapunk, tovabbé egy libaszamot visszafelé
felirva mindig egy kacsaszamot kapunk (hiszen ha egy szam szamjegyeit felirjuk visszafelé¢, majd az 1j
szammal ezt ismét megtessziik, 6nmagat kapjuk). Mivel igy a kacsa- és libaszdmok péarositva lettek,
a nem-palindromoknak pontosan a fele lesz kacsaszam. Tehat a csak 1-esbdl és 2-esbdl allo 14-jegyti
kacsaszamok szama: # = 8128.

E-+2. Egy kardhalnak specialis viszonya van a 8-as szammal, igy pontosan azok a haromjegy( szamok a kedvencei,
melyekre maga a szam, a szamjegyek Osszege, és a szamjegyek szorzata is oszthaté 8-cal, de a szadmban nincsen 8-cal
oszthato szamjegy. Mennyi a kardhal kedvenc szamainak Gsszege?

Megoldas: Mivel a szdmban nincsen nyolccal oszthaté szamjegy, ezért 0 és 8 nem szerepelhet benne.
Emellett tudjuk, hogy a hdrom szamjegy szorzata oszthatd nyolccal, azaz legalabb két szamjegy paros
kell, hogy legyen, kiilonben nem szerepelne a szamjegyek szorzatdban legalabb harom darab kettes
primtényezs. Mivel a szamjegyek Osszege is nyolccal oszthaté és van legalabb két paros szamjegye,
ezért a harmadik szamjegy is paros lesz. Igy a szorzatuk mindenképpen oszthato lesz 8-cal. A szamban
a 2, 4 és 6 szamjegyek szerepelhetnek. A szamjegyek Osszege nyolccal oszthato, azaz 8 vagy 16 (mivel
legalabb 2 4 2 + 2 = 6 és legfeljebb 6 + 6 + 6 = 18). Igy a szam allhat két 6-osbol és egy 4-esbél vagy
pedig két 2-esbdl és egy 4-esbél. Ezek a szamok a 224, 242, 422, 466, 646 és a 664, amelyek koziil a 224
és a 664 oszthatd nyolccal, igy ezek a kardhal kedvenc szamai. A kardhal kedvenc szdmainak Osszege
224 4 664 = 888.

E-+3. Az abran lathat6é kérvonalakon 9 hangya jarkal, mindannyian azonos, 4llandé sebességgel, anélkiil, hogy meg-
fordulnanak vagy megallndnak. Amikor egy hangya két kor érintési pontjara ér, valaszthat, hogy a két egymaést érint6
korvonal koziil melyiken halad tovabb elére, de ekkor sem fordulhat meg. Amikor két hangya szembetalalkozik egymassal,
akkor az egyik atmaszik a méasikon, és ha utjuk soran korabban még nem taldlkoztak, akkor egyikiik felkialt. Legfeljebb
héanyszor kidlthatnak fel a hangyéak Gsszesen, ha kezdetben az abran lathato helyekrdl a megjel6lt iranyokba indulnak el?

Tudjuk, hogy a megadott kezddhelyzetbdl indulva nem fordulhat eld olyan, hogy két hangya igy taldlkozik, hogy éppen
ugyanabba az irdnyba néznek.
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Megoldas: Egy hangya egy koron éramutaté jarasaval megegyezGen vagy ellentétesen mehet. Amikor
egy hangya kort valt, akkor a haladasi irdnya mindig megvaltozik, amikor pedig nem valt kort, akkor
nem valtozik. Ezért sakktablaszeriden valtakoznak egy adott hangya esetén az 6ramutatd jarasaval
megegyezs és ellentétes iranya haladasi iranyok az abran. Igy egy adott kezdpontbol indulé hangya
esetén csak a kiindulési helyzetbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy a hangya melyik korén melyik iranyba
halad, ha arra jar.

A mésodik sorban levg két hangya a bal fels§ koron 6ramutato jardsaval megegyezGen megy, a tobbi
hét hangya mind ellentétesen. A feltétel miatt az ugyanolyan irdnyba nézé hangyak nem talalkoznak,
ezért csak a két kiilonbo6z§ iranya csoportba tartozo hangyak talalkozhatnak. Koziiliik pedig mindenki
talalkozhat mindenkivel a masik csoportboél. Példa erre, ha az 6sszes hangya ugyanazon a korén maszik.

Ezért a vilasz 14, a 2 hangya egyenként mind a 7 méasik hangyaval taldlkozhat.

E-+4. Legyen N a legkisebb olyan pozitiv egész, melynek fele négyzetszam, harmada kobszam, 6téde pedig egy egész
szam 6t6dik hatvanya. Hany pozitiv osztéja van N-nek?

Megoldas: A feladatban a legkisebb olyan n szamot keressiik, amire n = 2-k*> = 3.2 = 5. m°
valamilyen k, [ és m egészekre. Ismert, hogyha egy t-edik hatvany oszthaté egy p primmel, akkor
pt-nel is.

Mivel n fele, harmada és 6tode is egész, ezért oszthatd 2-vel, 3-mal és 5-tel is. A primtényezs felbontéas
egyértelmiisége miatt [3-ben és mS-ben ugyanannyiadik hatvanyon kell, hogy szerepeljen a 2, viszont
mivel ezek rendre 3. és 5. hatvanyok, ezért n primtényezss felbontdsaban a 2 kitevGje oszthato kell,
hogy legyen 3-mal és 5-tel, azaz 15-tel is. Ehhez hasonléan igazolhat6, hogy n oszhaté 3'%-nel és 5%-nal
is.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy n legalabb 212-310.56 (ugyanis tébbszorése ennek a szamnak). Kénnyen
ellendrizhetd, hogy ez a szam teljesiti a feladat feltételeit. Az osztoinak szama pedig az ismert képlet
alapjan: (15+1)-(10+1)- (6 + 1) = 1232,

E+5. Dorka leirt egy papirra néhany kiilonbézs pozitiv egész szamot az alabbi tulajdonsaggal: Lili barmely 2 < K <
100 egész szamra is gondol, tud taldlni a Dorka &ltal leirt szamok kozott néhany kiilonbozét (legalabb egyet), melyeknek
a szorzata éppen K. Legkevesebb hany szamot irt le Dorka?

Megoldas: Ha Lili egy primszamra gondolt, akkor azt csak tigy tudjuk elGallitani szorzatként, ha maga
ez a primszam szerepel a Dorka altal leirt szamok koézott. S6t, ha Lili egy prim négyzetére gondolt,
ennek a szamnak is szerepelnie kell a papiron, hiszen csak kiilonb6z§ szamokat szabad Gsszeszorozni,
egy szamot sajat magéval nem szabad.

A primszamok 2 és 100 kozott: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,

71, 73, 79, 83, 89, 97, ami 25 db szam. A primszamok négyzetei 2 és 100 kozott: 4,9,25,49, ami 4 db
szam.
Ha egy p primszam negyedik hatvanya is kisebb 100-nal, akkor az csak p - p3, vagy p? szorzatalakban
allhat el6, ezért p? vagy p* is a papiron kell, hogy szerepeljen. Ez p = 2, 3-ra igaz, igy legalabb 31
szamot kell leirni. Amennyiben a fent felsorolt szamokon kiviil még Dorka leirja a 16-ot és a 81-
et, azzal mar minden szamot el§ tud allitani, mert minden 100-n&l nem nagyobb szamban a 3-nal
nagyobb primtényezdk legfeljebb masodik, a 2 és 3 legfeljebb negyedik hatvanyon szerepel, és ezek a
primhatvanyok elGallnak a fenti szamokbol.

E+46. Morgan kapitany a jobb oldalon lathato, négy szektorbol allé tablara 9 nyilat dobott. Ha egy nyil eltalalta a
tablat, akkor a nyil pontértéke megegyezik az eltalalt szektoron lathaté szdmmal. Ha egy nyil nem taldlta el a tablat,
akkor az nem ér pontot. Hanyféle pozitiv egész szam allhat az X helyén, ha Morgan Osszesen 175 pontot ért el? A
szektorok hatdrait nem taldlta el Morgan.
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Megoldas: Elgszor indirekt tegyiik fel, hogy csupan az 5, 10, 20 szektorokbdl elg tudjuk allitani a
175 Gsszeget. Ha mind a 9 talalat a 20-as szektort éri, akkor az 6sszeg 180. Barmi ennél kisebb Gsszeg
eléréséhez az egyik 20-as helyett legfeljebb egy 10-eset kellett volna dobnia, de azzal mar legfeljebb
170-re csokkenne az 6sszeg. Ellentmondés.
Tehat Morgan kapitanynak el kellett talalnia az X mez&t legalabb egyszer.
Elgszor szamoljuk meg azokat az 5-tel oszthatd szémokat, amik keriilhetnek X helyére. A fenti gondo-
latmenet szerint 5, 10 és 20 nem jon szoba. Azt allitjuk, hogy minden mas lehet, ami legfeljebb 175.
Vegyiink egy tetszéleges ilyen X értéket.
Ha X 20k + 15 alaku (0 < k£ < 8), akkor egy X dobas mellé legfeljebb 8 darab 20-as dobassal el lehetett
érni a 175-6t.
Ha X 20k alaku, és k # 1, azaz 2 < k < 8, akkor egy X, egy 5-0s, egy 10-es és legfeljebb hat 20-as
dobassal szintén eljutunk a 175-ig.
Ha X 20k +5 alaku (1 < k < 8), akkor egy X, egy 10-es, és legfeljebb hét 20-as dobéssal 175-6t tudunk
kapni.
Végiil, ha X 20k + 10 alaku (1 < k < 8), akkor egy X, egy 5-0s, és legfeljebb hét darab 20-as dobéssal
175-be jutunk.

Igy X tényleg minden 5-tel oszthatd szam lehet 175-ig az 5, 10 és 20 kivételével, ami 32 lehetdség.
Ha X nem oszthaté 5-tel, akkor mivel az Gsszes tobbi dobas, és a végss 175 pont is b-tel oszthatod, igy
ez csak ugy lehetséges, hogy 5-tel oszthatd szami X-et dobott Morgan, azaz jelen esetben pontosan 5-
ot. Ekkor a lehetséges X-eket tgy hatarozhatjuk meg, hogy megnézziik, hogy legfeljebb négy dobassal,
amik mind az 5, 10, 20 pontok valamelyikébe mentek, hany pontot érhetett el, és ezeket a lehet&ségeket
levonjuk a 175-bdl és 5-tel osztjuk.
Nem nehéz latni, hogy legfeljebb négy szam osszege, melyek mindegyike 5, 10 vagy 20, minden nem-
negativ, 5-tel oszthato, 80-nal nem nagyobb szam lehet, kivéve a 75. Ez a fenti gondolatmenethez
hasonléan lathato, azaz 20k alakit szidmokat csak 20-as dobésokkal megkaphatunk, 20k + 5 alaktakat
egy b-0s és 20-as dobésokkal, 20k 4 10 alaktakat egy 10-es és 20-as dobasokkal, és 20k 4 15 esetén egy
5-0s, egy 10-es, és 20-as dobésokkal, azonban 75-re ez mar 5 dobas lenne, és azt nem is lehet négybdl.
Tehat a 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 80 szamok allithatdak el legfeljebb 4
dobésbol, amihez az X értékére a kovetkezd lehetSségeket kapunk (ezeket kivonjuk 175-bdl, és 5-tel
osztjuk): 35, 34, 33, 32, 31, 30, 29, 28, 27, 26, 25, 24, 23, 22, 21, 19. Ez 16 szam, de ebbdl a 35, 30, 25
méar kordbban volt, mivel 5-tel oszthatd, igy ez 13 4j megoldast ad.
Tehat Osszesen 32 + 13 = 45 megoldés van.

E-+7. Egy iskolabol egy egyéni matematikaversenyen a 12.a és 12.b osztalyokboél négy-négy tanuld vett részt. Tudjuk,
hogy a didkok a versenyen nyolc kiilonb6z8 pontszamot értek el, igy a helyezéseik is kiilonboznek. Matematikatanaruk csak
a nyolc helyezés ismeretében megéallapitotta, hogy a 12.b osztalyosok pontszamainak Gsszege nagyobb a 12.a osztalyosok
pontszamainak osszegénél. Hanyféle lehetett a nyolc diak sorrendje a versenyen?

A versenyen két versenyzd kozil az végez eldrébb, akinek tébb pontja van. Ha két versenyzének ugyanannyi pontja van,
akkor ugyanannyiadik helyen végeznek. A tandr a versenyen elérheté maximdlis pontszimot sem ismersi.
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Megoldas: A tanér akkor tudja biztosra azt mondani, hogy a b-sek pontszamainak Gsszege nagyobb,
mint az a-soké, ha osztaly szerint is rangsoroljuk a didkokat és az ugyanannyiadik helyezést eléré b-s
didkok megel6zik az a-s didkokat, azaz az els6 b-s el6rébb végez, mint az els6 a-s, a masodik b-s elérébb
végez, mint a masodik a-s, és igy tovabb. Ez azért van igy, mert ha ez a helyzet, akkor vildgos, hogy a
b-sek Osszesen tobb pontot szereztek, ha viszont valamelyik helyen az a-s didk elérébb végzett, akkor
lehet, hogy ezzel az a-s didknak, és az el6tte 1évSknek legalabb 1000 és legfeljebb 1010 pontja van, mig
az utana lévsknek legfeljebb 10. Igy t6bb a-s didknak van nagy, 1000 koriili pontja, tehat Gsszesen tobb
lesz a pontjuk.

Egy pillanatig ne kiilonboztessiik meg az azonos osztalybeli didkokat, csak azt vizsgaljuk, hogy ki a-s,
és ki b-s, és igy nézziik meg, hogy hény sorrend lehet. Ezekbdl pontosan annyi lehetdség van, mint
amennyi a 4. Catalan-szam, azaz 14, de ezt nem ismerve fel is lehet 6ket sorolni: bbbbaaaa, bbbabaaa,
bbbaabaa, bbbaaaba, bbabbaaa, bbababaa, bbabaaba, bbaabbaa, bbaababa, babbbaaa, babbabaa,
babbaaba, bababbaa, babababa. Mivel az azonos osztalybeli didkokat meg kell kiilonboztessiik, ezért a
4-4 azonos osztalybeli didkot felcserélhetjiik egymas kozott, azaz szoroznunk kell 4! - 41-al. Igy a tanar
14 - 4! - 4! = 8064-féle sorrendnél mondhatta azt, hogy a b-sek pontszédmainak Gsszege nagyobb, mint
az a-soké.

E-+8. Azonos méreti kiskockakbol Ssszeragasztottunk egy 3 x 5 x 5-0s téglatestet, melynek a kozépsé kiskockaja piros
szind, a tobbi kiskocka pedig sérga, azonban mind kiilénb6z§ arnyalati.

Anita leszedett ebbdl néhany kiskockat (legalabb egyet) ugy, hogy egy olyan téglatest maradt, amelynek a felszinén nem
lathato piros szin. Hanyféleképpen nézhetett ki a kapott téglatest?

Anita a téglatest aljdrol is szedhetett le kiskockdt, és a megmaradt téglatest minden lapja ldthatd volt.

Megoldas: ElGszor szamoljuk meg, hogy Anita megkotések nélkiil hany kiilonb6z6 médon vélaszt-
hatta ki a megmaradt téglatestet: minden lapjanak megvalaszthatja szabadon a koordinatajat, igy
fliggGlegesen és hosszanti irdnyban 5+ 1 = 6 lehet&ségbdl kell egy aljat és egy tetejét valasztani, ezt (g)
= 15-féleképpen teheti meg. Hasonléan a harmadik koordinatairanyban 4 lehetGség van a két hatérra,
igy (;l) = 6 valasztas van, ezért Osszesen 15 - 15 -6 = 1350 résztéglatest van.

Ha ebbdl kivonjuk azon résztéglatestek szaméat, melyek szélén latszik a piros szin, akkor megkapjuk a
feladatban keresett szamot.

Ahhoz, hogy legyen a szélén piros, meg kell maradnia a piros kockdnak, az ilyen téglatestek szama
(E’Qil)2 . (%)2 : (%)2 = 324, mivel a téglatest alja csak a 3 legalsé szint valamelyike lehet, hasonléan
a teteje csak a fels6 3 szint valamelyike. A mésik két koordinataban is megfelels oldalédn kell lenni a
piros kockénak a lapoknak, igy minden lap koordinatajat 3, illetve 2-féleképpen lehet megvalasztani.
Ezeket egyméstol fiiggetleniil meg lehet valasztani, igy az Gsszes ilyen téglatest szama a fent kapott
szorzat.

Ezek koziil nem mind rossz, az olyanokat szamoltuk meg feleslegesen, amelyekben benne van a piros
kocka, de nem latszik a felszinen. Ezek azok a téglatestek, melyek a kozépss 3 x 3 x 3-as kockat
tartalmazzak, i{gy minden 3 x 5-0s lapnak 2-féleképpen lehet megvalasztani a koordindtajat, ezért
ilyenbél 2* = 16 fajta van.

Ezért a rossz téglatestek szama 324 — 16 = 308, a jok szdma igy 1350 — 308 = 1042 lehetne, de a teljes
téglat nem hagyhatta meg, igy a helyes végeredmény 1042 — 1 = 1041.

E-+9. Gabimegkérdezte Benit, hogy mikor van a sziiletésnapja. Erre Beni titokzatosan azt felelte, hogy csak azt arulja
el, hogy mennyi A", ahol h és n rendre a sziiletési datumaban a hénap és a nap sorszamaét jeloli. Ebbgl az értékbsl Gabi
még nem tudta meghatarozni, hogy mikor van Beni sziiletésnapja. Ezek alapjan hény lehetséges napja van az évnek,
amelyen Beni sziilethetett?

Megoldas: Egy év 12 hénapbdl all. Beni nem sziilethetett a 5.,6.,7.,10.,11. és 12. hénapban, mivel
ezeknek a szdmoknak nincsen kozos pozitiv kitevGs hatvanyuk semmilyen télik kiilonb6zd szémmal
12-ig (és 6nmaguk barmely két, kiilonbo6z8 kitevss hatvanya kiillonb6zs).

40
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Ha Beni januéri, akkor az 1-es szdmot mondta Gabinak, amibdl § igy tényleg nem tudna meghatérozni,
hogy Beni januar melyik napjan sziiletett. Ez 31 lehetség.
Ezeken kiviil még az aldbbi datumokkal van probléma:

e Ha februarban egy paros napon sziiletett volna Beni, akkor ugyanazt mondta volna, mintha
aprilisban a feleannyiadik napon.

e Ha maérciusban egy paros napon sziiletett volna Beni, akkor ugyanazt mondta volna, mintha
szeptemberben a feleannyiadik napon.

e Ha februarban egy 3-mal oszhaté napon sziiletett volna Beni, akkor ugyanazt mondta volna,
mintha augusztusban a harmadannyiadik napon.

e Ha aprilisban egy 3-mal oszhaté napon sziiletett volna Beni, akkor ugyanazt mondta volna,
mintha augusztusban a kétharmadannyiadik napon.

Ez januarban Osszesen 31 nap, februarban 19 nap, marciusban 15, aprilisban 20, augusztusban 15,
szeptemberben pedig 15, tehat osszesen 115 nap.

E-+10. Az A kozéppontu k kor sugara 14 egység, és B egy pont a kdrvonalon. Az £ kor érinti az AB szakaszt a
felez6pontjaban és érinti a k kort is. Legyen C' az a pont, melyre az ABC héaromszog beirt kore £. Hany egység az ABC
haromszog keriilete?

Megoldas:
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Az F felezi az AB szakaszt, tehat AF = 7. Az AFO haromszog derékszogt (hisz F-ben érinti az AB
szakasz az | kort), tehat Pitagorasz tétele alapjan: 72 4+ 72 = AO?. Az [ és a k kor G-ben érintik
egymést, tehat az A, O, G egy egyenesre esnek, ezért AO + OG = AG , igy V72 +r2+r =14 =
724t = (14—-1r)? =12 — 28 + 196 = 28r = 147 = r = 2 Kiils6 pontbdl hizott érintskre
vonatkozo tétel alapjan: AD = AF, CD = CE, BF = BE. Legyen y = OC, z = CD, K =
14+(7+2)+(7+2z) (az ABC haromszog keriilete). Az ABC haromszog egyenlGszar, tehat map = r+y,
ezért 2-Tapc=r-K=r-(2842z)=14-(r+y) =y = %r:p + 7. A CDO héaromszog derékszogti,
tehat r? + 2?2 = y? = (rz + r)2 Hr2a? + 22z + 2 = (1 — rh)a? = 2r2z, mivel 2 # 0, ezért

r=E s T T T ey s = 18. Tehat K =14+ (7T+18) 4+ (7+ 18) = 64
49 49 4 16 16

E-+11. Toltsétek ki a tablazat mezsit az 1,2,3,4, 5,6 szamjegyekkel tigy, hogy minden sorban és oszlopban minden
szdmjegy pontosan egyszer szerepeljen, és a tablazaton kiviilre irt szamok azt mutassdk, hogy mi a legnagyobb szam,
ami el6all az adott sorban/oszlopban két szomszédos mezSben allé szam kiilonbségeként. Valaszként azt a négyjegyi
szamot adjatok meg, amit az abran sziirkével jelGlt négy mezdben 1év6 szamjegyek fentrdl lefelé torténd
Osszeolvasasaval kaptok!

3 3 1
5
2 1
5)
3 2
Megoldas:
3 3 1 i : o
5 G I. Az 1-es mellé csak 2-es vagy 3-as mehet a kiilonbség miatt, de a 2-est kizarja
NEB 65 az oszlopban talalhato 2-es. A 4. oszlopban a kiilonbség miatt csak sorrendben
kovethetik egymast a szdmok, és amennyiben forditva lennének, az utolsé sorban
5) 4 , . ) , . . :
2-es és 6-os keriilne egymas mellé, ami a sorra vonatkozé 3-as miatt nem lehet.
3 A 2. sorban az els6 harom helyre a 2, 4 és 6 keriil, ebben a sorrendben, mivel a
3 ? 2-es és a 6-os nem lehet szomszéd, és a 2-es nem keriilhet az 5-6s mellé.
3 3 1 II. Mivel 5 kiilonbség kizarolag 6-bol 1-ként johet ki ezekbdl a szamokbdl, az
5 6 1. sorban mindenképpen egymaés mellett van az 1-es és a 6-os, de az egyes nem
242 65 keriilhet a 3. oszlopba a 6-os mellé az oszlopra vonatkozé 3-as miatt. A 3. sorra
511 4 vonatkoz6 5-0s miatt az 1-es és a 6-os egymas mellett allnak, az 1-es miatt csak
4 3 a 4-est@l balra lehetnek és ott a 6-os csak a 2. oszlopban lehet az oszlopokra
2 vonatkoz6 szamok miatt, és ezutan az 1-es sem lehet 3. oszlopban. Az 1. oszlop
3 1 4. eleme nem lehet 2-es vagy 3-as, szoval az oszlopra vonatkoz6 szadm miatt 4-es.
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3 3 1 III. A 3. oszlopban az 1-es a tobbi 1-es miatt mar csak két helyre keriilhet. Ha a
) 61 4. helyre keriil, akkor a 3. oszlopra és a 6. sorra vonatkoz6 szamok miatt az 5.,
2021416531 illetve 6. helyre csak 3-as és 4-es keriilhet, ezért a 3. helyre 2-esnek kéne keriilnie,
of1|6 4 ami nem mehet a 6-os mellé. Tehat a 3. oszlopban a 5. helyre keriil az 1-es, és

4111213 ez alapjan a 2. oszlopban a 4. helyre. A 3. oszlop 4. helyére nem keriilhet 3-as

112 vagy 4-es, tehat, 2-esnek kell lennie. Az utosé sorban a korabban beirt 6-osok és

316 112 a sorra vonatkozé szam miatt csak az 1. helyre keriilhet 6-os.

3 3 1
5) 2 61 IV. A 3. sorban a kordbban beirt 2-esek alapjan a 2-es csak az utolsé helyre
201214/6|5|3 |1 keriilhet. A korabban beirt 2-esek miatt az 1. sorban a 2-es csak a 2. helyre
51634 2 keriilhet, illetve a korabban beirt 4-esek miatt az 5. oszlopban a 4-es csak a 5.

4111213 helyre keriilhet. Ezenkiviil a kordbban beirt 3-asok miatt a 3. sorban a 3-as csak

11214 a 3. helyre keriilhet.

316 1]2

3 3 1
o312 /56|14
201214/6|5|3 |1 V. A 3. oszlopban az 1-es alé az oszlopra vonatkoz6 szam miatt csak 4-es keriil-
501161314 /5|2 het, ami utan a masik hianyz6 4-es is befrhaté6. Innen pedig néhany lépés alatt

41112131615 kitolthet6ek a maradék hianyzé mezdsk.

513112416
316,514 112|3

Tehat a keresett négyjegyt szam a 2563.

E-+12. Egy hegyesszogti haromszég magassagai 585, 600 és 936 egység hossztiak. Hany egység hosszti a haromszog
kertilete?

Megoldas: Jeloljiik a harom oldalt és a hozajuk tartozé magassagokat rendre a, b, c, mg, ms, me-vel.
A magassagok hosszainak primtényezds felbontésai m, = 585 = 3%2-5-13, my = 600 = 23 .3 - 52 ¢s
me = 936 = 23 - 32 - 13. Ezek legkisebb kozos tobbszorose lkkt = 23 - 32 . 52 . 13,

Ekkor legyen x olyan, hogy 2-T = a-mg = b-mp = ¢- m, = 1kkt - . Ebbdl kifejezve az oldalakat:
a=2%5-x=40x,b=3-13-2 = 392, ¢ = 5%-x = 25z, vagyis a haromszog félkeriilete s = %b“ = 52zx.
Ekkor a teriiletet a Héron-képlettel is szamolva kapjuk, hogy 22-32.52.13.2 = %lkkt-x = %a-ma =T=
Vs(s—a)(s—b)(s —c) = V52x - 122 - 13z - 270 = V24 - 34 . 13222 = 22 .32 .13 - 22, azaz 2 = 5 = 25.
Innen pedig a félkeriiletet hasznalva kapjuk, hogy a keriilet K = 2s =252 - 25 = 2600.

E-+13. Hat telepiilés, Arka, Bécs, Cak, Dég, Ete és Fiizér egy it mentén egymas mellett helyezkedik el ilyen sorrendben.
Az egymast kovetd falvak kozott buszjaratok kozlekednek, minden szomszédos par kozott allando gyakorisaggal. Ezek a
gyakorisagok 5, 7, 9, 11 és 12 perc az 6t falupar kozott, de nem tudjuk, hogy milyen sorrendben. Egy napon Alex, Aron
és Benedek harom kiilénb6z6 idépontban ment el Arkarél Fiizérre ezekkel a buszokkal: Alex 12:00-kor, Aron 12:01-kor,
Benedek pedig 13:00-kor ért az arkai buszmegéllohoz. Azt is tudjuk, hogy mig Alex 14:20-kor, addig Aron csak 15:00-kor
érkezett Fiizérre. Hany perccel Aron utan érkezett Benedek Fiizérre?

A buszok pontosak, egész percben indulnak €s érkeznek, az azonos falvak kézt kézlekedd buszok menetideje ugyanannyi,
az dtszdllas nem keril idébe, és mindhdrman minden faluban az elsd lehetséges busszal mentek tovdbb.
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Megoldas: Aron 39 perccel utazott hosszabb ideig, mint Alex. A feltételek alapjan Aron maximum
4 percet varhatott az 5 percenként buszhoz tartozo telepiilésen (hiszen ha éppen 1 perccel kési le
az el6z6t, akkor 4-et kel varnia a kovetkezdre). Hasonloan indokolhato, hogy a 7 perces megalloban
maximum 6 percet kellett varnia, a 9 percesben maximum 8-at, a 11-esben maximum 10-et, a 12-esben
pedig maximum 11-et. Tehat Aron maximalisan 4 + 6 4+ 8 4+ 10 + 11 = 39 percet varakozott. Viszont
ez csak ugy lehetséges, ha Alex minden jaratot pont elért (azaz 0 percet kellett varnia az atszallasok
miatt).

Meg szeretnénk hatarozni, hogy melyik két telepiilés kozott milyen gyakorisdga busz kozlekedik. Vizs-
galjuk meg eldszor, hogy Ete és Fiizér kozt melyik megy. Ha az n perces, akkor Aron Etén E — 1 percet
varakozott, tehat 39 — (E + 1) atszallasi varakozas utan ért oda. Viszont Ennek a szdmnak oszthato-
nak kell lennie F-vel, mivel Alex 0 percet varakozott és onnantol E percenként mentek a buszok. A
jaratgyakorisdgok koziil egyediil az 5 percesre teljesiil ez a tulajdonsag, tehat Ete és Flizér kozott 5
percenként jarnak buszok és Etére Aron 39 — 5 + 1 = 35 perc varakozas utan ért.

Vizsgaljuk meg, hogy Dég és Ete kozott hany percenként mennek. Az el6z6 indoklas alapjan, ha D
percenként, akkor 35— D+ 1-nek oszhaténak kell lennie D-vel. Ez a megmaradé lehet&ségek koziil a 9 és
a 12 percesre teljesiil (és Dégre ebben a két esetben Aron 35—941 = 27, illetve 35— 12+1 = 24 percnyi
varakozas utén ért). Vizsgaljuk meg a 12 perces esetet: Ekkor, a Cakrol Dégre mend C' percenként mend
buszra teljesiilnie kellene annak, hogy €24 — C + 1, de a buszok koziil ez csak az 5 percenként mendre
teljesiil, amirdl viszont méar tudjuk, hogy Ete és Fiizér kozott kozlekedik. Tehat Dég és Ete kozott 9
percenként mennek buszok és Dégig Aron 27 percet varakozott.

A Cak és Dég kozt C' percenként mend buszra teljesiil az, hogy C[27 — C' + 1, ez a megmaradé 3 busz
koziil kizarolag a 7 percesre teljesiil és igy a Cakra érésig 21 percet vart az atszallas miatt Aron. A
Bdéces és Cak kozt B percenként mendg buszra teljesiil az, hogy B|21 — B + 1, tehat B csak 11 lehet és
ezzel kizarasos alapon kijon az is, hogy Arka és B6cs kozt 12 percenként megy busz.

Benedek Arkarol 60 perccel Alex utan indult, igy itt nem kellett varakoznia a 12 percenként jard
buszra. Azaz Bécsre is 60 perccel Alex utan ért, ahol 11 percenként jarnak a buszok, igy Cékra méar
66 perccel Alex utan érkezett. Itt 7 percenként jarnak a buszok, tehat Dégre mar 70 perccel Alex utdn
ért Benedek, ahol 9 percenként jarnak a buszok. Ezaltal Etére 72 perccel Alexet kovetSen ért oda,
ahol 5 percenként jarnak a buszok, igy Fiizérre 75 perccel Alex utan, igy 35 perccel Aron utan ért oda
Benedek.

17
E+14. Mennyi Y m? Valaszként a tort legegyszeriibb alakjanak szamlaléjat adjatok meg.
k=1

Megoldas: Vegyiik észre, hogy
2 (k+1)(k+2)—k(k+3) 1 1

k(k+0)(k+2)(k+3)  k(k+D)(k+2)(k+3) k(k+3) (k+1)(k+2)
1 1 (k+3)—k 1 (1 1
3 orta)

k(k+3) 3 k(k+3) k k+3
1 (k+2)— (k+1) 1 1

k+1)(k+2)  (k+1)(k=+2)  k+1 k+2

Ezek alapjén a kifejezés atalakithato az alabbi teleszkopikus kifejezéssé:

5 ! B L U N N o E i
kzlk(k+1)(k+2)(k+3)_2 3 &k 3 &Zk+3 SZk+l Zk+2)

LS E NS SN S S S I W S B
2\3 \1 2 3 18 19 20 19)

DO |
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11 11-2-3-5-19-2-5-19-2%-3%.5-3%-19 11y
2\3 22.32.5.19 2 19)
_ 6270 —190 — 180 — 171 5130 N 540 1139
- 20520 20520 20520  20520°

Tehét a valasz 1139.

E+15. Benjamin gondolt egy x valés szamra, és elmondta Timinek az Lst értéket. Timi azt elmondta nekiink, hogy ez
egy 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szam, valamint hogy Lxﬂ ismeretében Lmﬂ nem hatarozhaté meg egyértelmien.
Jelolje A azt, hogy ezen feltételek mellett a Timi altal hallott szam értéke hanyféle lehet. Ezutan Benjamin gondolt egy
y valds szamra is, és elmondta Timinek az Ly4J értéket, majd Timi ismét elmondta nekiink, hogy ez egy 100-nal nem
nagyobb pozitiv egész szam, tovabba azt is, hogy |_y4j ismeretében LySJ nem hatarozhatoé meg egyértelmten. Jelolje B
azt, hogy ezen feltételek mellett a Timi altal mésodjara hallott szam értéke hanyféle lehet. Mennyi A + B?

Az |r| jelolés az r valds szdm egészrészét jeloli, ami a legnagyobb olyan egész szam, amely r-nél nem nagyobb.

Megoldas: Konnyen lathato, hogy B = 100, hiszen barmely a € {1,2,...,100} y = Va és y = —/a
is azt eredményezi, hogy |y*| = a, viszont 3> elGjele kiilonbozik a két esetben, igy |y?] negativ az
egyik esetben és nemnegativ a masikban. Tehat barmely a € {1,2,...,100}-ra igaz mindkeét feltétel,
és mas a nem lehetséges.

Most legyen a olyan szam, hogy teljesiil r4 az elsé két feltétel, avagy a € {1,2,...,100} és a = |y3]
nem hatérozza meg |y?]-et.

Egyenletrendezéssel a = 13| <= Ja <y < Ja+1lésb=[y?] < Vb<y< Vb+L1L
Tehat azon a € {1,2,...,100} szamok szaméat keressiik, melyekre az [/a, v/a + 1) intervallumot tobb
[\/l;, Vb + 1) intervallum is metszi, avagy amikor van olyan b egész szam, amelyre NOX= (Va,a+1),
avagy b € (a3, (a + 1)%/3).

Egy b egész szam legfeljebb egy ilyen intervallumban lehet, hiszen az intervallumok paronként
diszjunktak. Tovabbéa az intervallumok hossza révidebb mint 1:

(a+1)%3 < a®3 4 12/3
mindkét oldalt harmadik hatvinyra emelve

(a41)? < a®+3a*3 +3d*3 +1
2a < 3a*3 + 3a%/
2/3 < a'/3 +a1/3,

Mivel a pozitiv, szamtani-mértani k6zépbdl kovetkezik az egyenlGtlenség.

Tehat minden egyes intervallumhoz rendelhets pontosan egy b egész szam amely az intervallumon
beliil van, és minden egyes b € 1,2,...,[101%/3| vagy tartozik pontosan egy intervallumhoz, vagy egy
intervallum végpontja. b pontosan akkor végpontja egy intervallumnak, ha b = a%/3. Tehat pontosan
annyi ilyen b van, ahany lehetséges a ami kobszam, avagy |{1,8,27,64}| = 4. Tehat A = [101%/3] —4 =
17.

Igy A+ B =117.

11-20-...-100!

; egész és négyzetszam. Mennyi a pokoli
n!

E+16. Egy n pozitiv egész szdmot nevezziink pokolinak, ha
szamok Osszege?

Megoldas: Egy pokoli szam nem lehet 100-nal nagyobb, mivel egy szaznél nagyobb szam faktorialisa
oszthatd 101-gyel, mig a szamlalo, a 101 primtulajdonsiga miatt nem, azaz a hanyados nem lenne
egész.

0,0
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Bontsuk fel a szamlaloban minden 1 <4 < 100-re i!-t 1-2-...-i-vé. Ha ezt megtessziik a szamlaloban
Osszesen 100 darab 1-es tényezd, 99 darab 2-es tényezs, ... és 1 darab 100-as tényez§ fog szerepelni

(hiszen minden i szerepel a nala nem kisebb szamok faktorialisiban tényezéként, de nem szerepel egy
nala kisebb lévGében sem)

Ekkor:

11-21-...-100! = 1100.299.398. " .100! = 1100.(2.298).3%.(4.4%96). . .(98-982)-992-(100-100°) =
(1100.298.398.496. " 992.100°)-(2-4-...-98-100) = (1109.298. . ..100°)-(2-1)-(2-2)-...-(2-49)-(2-50) =
(1100298 .. 1000) - 259 . 1.2.....50 = (1190. 2% . . 1007) - 259 . 50!

Mivel egy egész szam péaros kitevdjd hatvanya mindig négyzetszam, a tort szamlaloja elGall mint
négyzetszamok és 50! szorzata. Mivel négyzetszamok szorzata is négyzetszam, igy a szamlélot 50!-sal
leosztva négyzetszamot kapunk, azaz az 50 egy pokoli szam.

Egy pokoli szdm biztosan kisebb 53-nal, hiszen a szamlaléban paros mennyiségii 53-as primtényezé
szerepel a 100-nal nem nagyob pozitiv egészek koziil pontosan az 53-nal kisebb n-ekre lesz n!-ban
paros sok 53-as primtényezs. Tovabba minden pokoli szam 47 és 93 kozott kell, hogy legyen, hiszen a
(51 darab) és a 100-nal nem nagyob pozitiv egészek koziil pontosan a 47-nél nem kisebb, de 94-nél
kisebb pozitiv egészekre n-ekre lesz lesz n!-ban paratlan sok 47-as primtényezd.

Tehat kizarolag a 47,48,49,50,51, vagy az 52 lehetnek pokoliak. Ezek koziil az 50-r6l tudjuk, hogy
tényleg az.

Ezekre az alabbi Osszefiiggések fennallnak:

0.2 ....1000  1!-2!-...-100! 10.20.....1000  1!-2!-...-100!
= .50 -49 - 48: = .50 - 49:
47! 50! 5049 - 48; 48! 50! 50 - 49;
10-20-...-1000  1!-2!-...-100! 50, 10-20-...-1000  11-20-...-100! 1
49! - 50! ' 51! a 50! 51’
10-20-...-1000  1!-2!- .. .- 100! 1
52! a 50! 51 -52

Ismert, hogy egy pozitiv ¢ négyzetszam és z egész szam szorzata pontosan akkor négyzetszam, ha z
is négyzetszam. Tovabba, ha 1 egész, akkor pontosan akkor négyzetszam, ha z is az. Viszont konnyen
ellenérizhets, hogy az 50 -49-48; 50-49; 50; 51 és 51 - 52 szamok koziil egyik sem négyzetszam, tehat
a 47; 48; 49; 51 és 52 szamok egyike sem lehet pokoli.

Osszefoglalva: Az 50 az egyetlen pokoli szam, ebbdl kifolyolag a pokoli szamok Gsszege is annyi.

10/[10]



