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Di1. Bontsatok fel a jobb oldali alakzatot a racsvonalak mentén legalabb két darab
egybevago sokszogre! Adjatok meg a Valaszlapon minél t6bb felbontési lehetdséget!

Megoldas:

S N L R

Az alakzat teriilete 12 egység. Mivel a racsvonalak mentén vagjuk részekre, ezért a részek teriilete
egész szam. Tehat minden, a feladat feltételeinek megfelel§ sokszog teriilete osztdoja 12-nek. Mivel
legaldbb 2 egybevagd sokszogre kell bontanunk, a sokszog teriilete legfeljebb az alakzat teriiletének
fele, azaz 6 lehet. Igy a sokszog teriilete 1, 2, 3, 4 vagy 6 lehet.

Megmutatjuk, hogy a fenti dbrakon szerepld konstrukcidkon kiviil mas megoldés nem lehetséges.
Jelolje P a bal széls6 oszlop legfels négyzetét. Ha ezt egy legfeljebb 4 teriiletti sokszoggel szeretnénk
lefedni, annak az alakja egyértelmi. Ezt kihasznédlva a megmarad6 alakzatot csak az dbran lathato
modokon bonthatjuk fel.

Ebbdl latszik az is, hogy amikor két 6 teriiletii sokszogre bontjuk az alakzatot, akkor az egyiknek
tartalmaznia kell a 4 teriilet P-t fedd L-alaki sokszdget, amivel az 5. megoldasban fedjiik az alakzatot.

Igy mar csak azt kell megnézniink, hogy az L-alakt sokszoget melyik két négyzettel egészitsiik ki,
hogy egy 6 teriilet szoget kapjunk. A megoldasként mutatott sokszogdn kiviil minden 6 teriiletd P-t
tartalmazo6 sokszog tartalmazza a legalsd sor 4. négyzetét, igy van benne egy 4 x 1 méretd téglalap,
viszont ha ezt a vizszintes téglalapot kiszedjiik az alakzatboél, akkor a maradékban nem lesz sem
4 x 1 -es, sem 1 x 4 -es téglalap, igy tehat nem oszthaté fel ilyen sokszogekre. Ezzel belattuk, hogy
csak a mutatott 6 modon lehet egybevigd sokszogekkel egybevagd sokszogekre osztani az alakzatot
racsvonalak mentén.
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D2. Zsuzsi az alabbi abran 1évs szamjegyeket kiegészitette egy 11 jegyt szamma ugy, hogy a vonalakra irt még néhany
szamjegyet. A kapott szdmban barmely két szomszédos szamjegyre igaz, hogy

e az egyik szdmjegy a mésik kétszerese, vagy
o a két szamjegy 1-gyel tér el egymastol.
Mi a lehetd legnagyobb szam, amit Zsuzsi kaphatott? Adjatok meg a Valaszlapon egy minél nagyobb eredményt!

Zsuzsi nem feltétlendl irt minden vonalra szdmjegyet. Példdul kaphatta a 43678424563 szamot, ahogyan ezt a Vilaszlapon
lévd dbra is mutatja, de ez nem a legnagyobb lehetdség.

§ 7 2 6

Megoldas: Rovid vélasz: A lehetd legnagyobb szam a 98767843236. Belatjuk, hogy ennél nem kapha-
tott nagyobb szamot Zsuzsi.

Az a cél, hogy a szam minél nagyobb legyen, ezért Zsuzsi azt szeretné, hogy kilencessel kezdédjon.
Ekkor feltehetjiik, hogy eredetileg 6t megadott szam van: 9, 6, 7, 2, 6.

Vizsgaljuk meg, mit irhatott Zsuzsi a vonalakra, most azokat a megoldasokat nézve, amelyek a
lehet6 legkevesebb, vagy ennél eggyel tobb jegyet tartalmaznak.

e 9 és 6 kozott: vagy két szamjegyet ir be, 9876, vagy harmat, 98456, vagy legalabb 4 szémjegyet
tud Zsuzsi ide irni.

6 és 7 kozott: hagyhatja iiresen, rakhat 2 szamjegyet (pl. 6767), de pontosan 1 szamjegyet nem
tud rakni.

7 és 2 kozott: legalabb két jegyet be kell sztirnia. Lehet 7842, 78432, vagy lehet, hogy legalabb 4
jegyet szur be, vagy hogy 6 kévetkezik a 7 utan. Az utobbi opciénal mindig jobban megéri, ha
ugyanannyi jegyet ir ide, de 8 koveti a 7-et.

2 és 6 kozott: lehet 236 vagy 2456 ha legfeljebb két szamjegyet rak ide.
e 6 utan: hagyhatja iiresen, vagy rakhat akdrmennyi szamjegyet.

Osszesen 11 jegyti a szam, 5 szamjegy mar meg van adva (a 9-essel egyiitt), igy 6 szabadon fel-
hasznalhato szamjegy maradt. Mivel 9 és 6 kozott sziiksége van legaldbb kettd, 7 és 2 kozott is legalabb
kettd, 2 és 6 kozott pedig legalabb egy szamjegyre, ezért a 6 és 7 kozotti vonalat biztosan iiresen kell
hagynia. Még egy szadmjegy maradt, amit a vonalra irhatott.

Lehetséges opciok:

Az utolsd 6 utan keriil a plusz szamjegy: 98767842367,

o A 7 és 2 kozé keriil egy harmadik jegy: 98767843236,

A 2 és 6 kozé keriil egy masodik jegy: 98767842456,
o A 9 és 6 kozé keriil egy harmadik jegy: 98456784236.

Ezeket a lehet@ségeket Osszehasonlitva a legnagyobb szam a 98767843236.
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D3. Adamnak van 6t szabélyos dobokockija. Ezekkel t6bb kérben dobott, mindig feljegyezve az &t dobott szam
Osszegét és szorzatat. Adam észrevette, hogy a masodik kortsl kezdve minden kérben

e az Osszeg kisebb volt, mint az azt megel6z6 korben, és
e a szorzat nagyobb volt, mint az azt megel6z8 korben.

Legfeljebb hany korig dobhatott Adam? A Valaszlapon adjatok meg egy minél t6bb kérbél allé dobéssorozatot, mely

megfelel a feltételeknek! Koronként irjatok le az sszeget (O) és a szorzatot (Sz) is!
Egy szabdlyos dobokocka lapjain 1-t6l 6-ig szerepelnek a szdmok.
Megoldas:

Ot hosszi kockadobés elérhetd:

Dobés sorszama | 1. | 2. | 3. | 4. | 5. | Osszeg | Szorzat
1. 616611 20 216
2. 616421 19 288
3. 51514131 18 300
4. 5141422 17 320
5. 4 1313313 16 324

Most pedig megmutatjuk, hogy ennél hosszabb dobéssorozat nem lehetséges. Készitsiink egy tablaza-
tot arrol, hogy egy adott Gsszeg esetén mi a lehetséges minimélis és maximalis szorzat. (A szamtani-
mértani kozepek kozti egyenlGtleség kovetkezményei miatt, adott Osszeg esetén akkor a legnagyobb
szorzat, amikor a szamok kozel azonosak, a legkisebb pedig akkor, amikor a szamok kozt minél nagy-
obb a kiilonbség, azaz egy szam kivételével minden szam 1-es vagy 6-0s.)

Osszeg 516718 9 101112 13 14 15 16 17 18 19
Minszorzat |1 |2 |3 |4 | 5 6 |12 18| 24 | 30 36 72 | 108 | 144 | 180
Max szorzat | 1 |2 | 4| 8 |16 |32 |48 | 72 | 108 | 162 | 243 | 324 | 432 | 576 | 768

Osszeg 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Min szorzat | 216 | 432 | 648 | 864 | 1080 | 1296 | 2592 | 3888 | 5184 | 6480 | 7776
Max szorzat | 1024 | 1280 | 1600 | 2000 | 2500 | 3125 | 3750 | 4500 | 5400 | 6480 | 7776

Hat hosszt sorozat csak tgy allhat els, hogy x Gsszeg esetén a maximélis szorzat nagyobb, mint
2 + 5 esetén a minimaélis szorzat. Fz egyediil = 15-re fordul el6, x = 15-re a maximélis szorzat 243,
x 4+ 5 = 20-ra pedig a miniméalis szorzat 216. Ez alapjan a 15 és 20 kozti Gsszegekre 216 és 243 kozti
szorzatot kéne kapnunk. Mivel a dobott szamok mind 1 és 6 kozé esnek, igy a szorzatukban minden
primtényezd kisebb 7-nél. Azonban a 216 és 243 kozott csak a 216, 225, 240 és 243 olyan szamok,
amikben csak 2, 3 és 5 primtényez6 van, vagyis 6 hosszt sorozat nem létezik.
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D4. Egy szovegszerkeszts programban kezdetben egy labnyom jel szerepel, amit szeretnénk megsokszorozni. Sajnos
hekkertamadés aldozata lett a gépiink, és csak két funkcié miikodik: a Mésolas és a Beillesztés, rdadésul mindketts 1
Diirer dollarba keriil hasznéalatonként. A Masolas funkcié hasznalatakor kijelélhetiink egy vagy tObb egymés utani jelet
a meglévsk koziil, és a gép megjegyzi azok darabszamat. A Beillesztés funkcié hasznalatakor annyi 4j labnyom jelet
tesz hozza a gép a jelsorozathoz, amennyit a legutobbi Mésolasnal kijeloltiink. Ha még nem Masoltunk, akkor nem
hasznalhatjuk a Beillesztést. Legkevesebb hany Diirer dollart kell fizetniink, ha:

a) a célunk pontosan 77 labnyom jelet kapni?

b) a célunk pontosan 100 labnyom jelet kapni?
Mindkét résznél a Valaszlapon adjatok meg egy minél kevesebb Diirer dollarba keriilg lépéssorozatot! Minden oszlopba
egy lépést irjatok. Oszloponként irjatok le a hasznalt funkcio kezdSbetjét, majd hogy hany jelet jeloltok ki (Masolasnal)
vagy illesztetek be (Beillesztésnél), majd pedig azt, hogy ezutan héany jel lett Gsszesen!
Az aldbbi példdban szerepld lépéssorozatban eldszor a kezdeti egy jelet Mdsoljuk, majd hdromszor Beillesztjiik, ilyen mddon
négy jelet kapva. Majd a kapott négy jel kézil harmat Mdsolunk és azt Beillesztjiik, igy végiil hét jel lesz. FEz a lépéssorozat
6 lépésbdl dall, igy 6 Diirer dolldrt kellene fizetniink érte.

Funkcié M B B B M B

Kijeldlt/beillesztett jelek 1 1 1 1 3 3

Osszes jelek 1 2 3 4 4 7

Megoldas: a) Ha 77 labnyom jelet szeretnénk, ez 12 Diirer dollarbol elérhetd

Funkcio M| B|B|M|B|B|M|B|B|M|B|B
Kijelolt /beillesztett jelek| 1 1 1 3 3 3 9 9 9 | 25 | 25 | 25
Osszes jelek 1 2 3 3 6 9 9 | 18 | 27 | 27 | B2 | 77

b) Ha 100 labnyom jelet szeretnénk, ez 13 Diirer dollarbol elérhets

Funkcio M|B|B|B|M|B|B|M|B|B|M|B|B
Kijelolt /beillesztett jelek| 1 1 1 1 4 4 4 (12 |12 | 12 | 32 | 32 | 32
Osszes jelek 1 2 3 4 4 8§ |12 | 12 | 24 | 36 | 36 | 68 | 100

A bizonyitast, hogy kevesebb lépésben nem megoldhato, késébb kézoljik.
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D5. Egy kriminalisztikai laborban rendelkezésiinkre all egy kétkara mérleg, valamint nyolc, a tomegiikkel cimkézett
mérgsuly, melyek tomege 1,2,...,8 kg. Egy nyomozéas sordn talaltak egy aranytombot, amely tomege megegyezik
az egyik mérésilyéval. Egy mérés soran a kétkarti mérleg segitségével az aranytombot Gsszehasonlithatjuk az egyik
mérésillyal. Egy ilyen mérés koltsége a hasznélt mérdsuly tomegével egyenld Diirer dollar. Legkevesebb hany Diirer dol-
larbol hatarozhaté meg biztosan az aranytomb tomege? Adjatok meg olyan méréseket, melyekkel ennyi Diirer dollarbol
meghatarozhato, és indokoljatok is, hogy kevesebbdl miért nem lehet!

Példdul ha az aranytombot a 2 kg-os sullyal hasonlitjuk 0ssze, akkor ennek a mérésnek a kéltsége 2 Diirer dolldr. A
mérések fiigghetnek a kordbbi mérések eredményeitdl.

Megoldas: Legyen az els6 mérésiink az, hogy az 5 kg-os merdsullyal hasonlitjuk 6ssze az aranytéomb
tomegét. Ha ennél nagyobb az arany tomege, akkor a 7 kg-os stllyal 6ssszehasonlitva megéllapithatjuk
az értékét. Ha kisebb mint 5 kg, akkor a 3 kg-os, majd az 1 kg-os sillyal valé 6sszehasonlitassal tudjuk
meghatarozni. Ez Osszességében legfeljebb 12 dollarba keriil.

Belatjuk, hogy ennél olcsé6bban nem lehet. Ha az els6 mérés soran a 6 kg-ossal hasonlitjuk 0ssze az
aranytombot, és az jon ki, hogy a tomb a nehezebb, akkor még 6ssze kell hasonlitani vagy a 7 kg-ossal
vagy a 8 kg-ossal, hogy meg tudjuk mondani a tomegét, de ez mar legalabb 13-ba keriil. Ha legalabb
7 kg-os sullyal kezdiink, és azt kapjuk valasznak, hogy kénnyebb az arany, akkor ha 5 vagy 6 kg-os
az arany, ahhoz hogy el tudjuk donteni melyik, az egyikkel 6ssze kell hasonlitani, ami miatt ebben
az esetben is kell legaldbb 12 dollar. Ha pedig az elsé mérés sorédn a 4 kg-ossal vagy konnyebb sullyal
hasonlitanank 6ssze, akkor ahhoz, hogy meg tudjuk kiillonboztetni egymastol azt a két esetet, hogy az
arany b kg-os vagy 6 kg-os, illetve azt a kett6t, hogy 7 kg-os vagy 8 kg-os, 0ssze kell hasonltani a salyt
a szamparok egyikével, ezért legalabb két mérés kell, melyek Gsszesen legaldbb 5 + 7-be keriilnek, igy
Osszesen legaldbb 1+ 5 4+ 7 = 13-ba. Ezzel kész vagyunk a bizonyitéassal.
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D6. a) Van egy olyan 15 elemii dominékészletiink, ahol az 8sszes dominé mindkét felén az 1,2, 3,4, 5 szamok valamelyike
szerepel. Nincs két olyan domind, melyeken ugyanazok a szdmok talalhatok. Le tudjuk-e helyezni a domindkat a bal oldali
abran lathato téglalapokra tgy, hogy barmely két szomszédos téglalapon 1év6 dominénak az egyik szdma megegyezzen?
b) Mi a helyzet, ha a jobb oldali abrara szeretnénk ugyanigy lehelyezni egy 21 elemti készletet, melyben a domindkon az
1,2,3,4,5,6 szamok szerepelhetnek, és tovabbra sincs két olyan dominé, melyeken ugyanazok a szamok talédlhatok?

Az abrakon azok a téglalapok szomszédosak, melyeket szakasz kot dssze.

l 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ l l 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ l
I L I L I L I L I L I L I L I L I L

l } [ 1 [ 1 [ l l 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ l

Megoldas: a) Nevezziik duplanak azokat a dominokat, amiken két egyforma szam van. Ezekbdl 5
van, ezért barmilyen lerakidsban lesz olyan dupla, ami nem a haromszog egyik sarkaba keriil. Tegyiik
fel, hogy ez a dupla az (1,1) dominé. Ezt a dominét haromféle helyre tehetjiik le:

e egy belsd mezébre —

sz o fF—dsz— |
e egy oldalfelezé mezére [sz F— b J—1 b 52]
o cgy szélsé mezore. Lo b o]
Sz sz
A kovektezd dbran b-vel jelolt mezSk a belsd mezdk, az o-val
jeloltek az oldalfelezd mezSk, az sz-szel jeloltek a szélsd mezdk.
L a1 a —1
l a a l
1l LA —1_ 1

El6szor nézziik meg azt az esetet, amikor az (1,1) egy belsd
mezdre keriil. Ekkor 6 mez§ lesz szomszédos vele (az dbran a-
val jelolve), viszont ezek mindegyikén kell lennie egy 1-esnek. [a—a}— ]
Ilyen domin6bél viszont csak 4 maradt, igy nem kaphatunk

szabélyos kirakast. \—%—1

Kovetkezonek nézziik azt az esetet, amikor az (1,1) egy szélsé mezSben van. Ekkor ¢ 4 masik
téglalappal szomszédos, igy az (1,2),(1,3),(1,4), (1,5) dominok ezekbe a téglalapokba kertilnek.

1213 x 1 1 | Az abran x-el jelolt mezdébe, csak olyan dominé keriilhet amin
’ ’ van 4, hiszen szomszédos (1,4)-gyel és elhasznaltunk min-
LI 4 F— ] den olyan dominét, amin szerepel 1. Hasonldéan x szomszédos
G W ey (1,3)-mal, ezért az ide keriil6 dominon szerepel 3, igy az x

helyére csak a (3,4) keriilhet. Ugyanezzel a gondolatmenettel

\—g—‘ azt kapjuk, hogy y helyére csak (4,5) keriilhet.

Nézziik meg azt az iires téglalapot, ami szomszédos x-szel és y-nal is. Az ide keriil§ dominén is
lennie kell 4-nek, hiszen szomszédos (1,4)-el. Ez a domin6 nem lehet a (4,4), hiszen az el6z6 esetben
lattuk, hogy dupla nem keriilhet kozépre, igy csak a (2,4) keriilhet ebbe a téglalapba, igy az alabbi
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abrat kapjuk:

L 2—1.3—3.4— |

L 11, 42,4

. 5—4.5—— |

=S

Az utolso lehetséges eset

Az egyetlen 4-et tartalmazé domind, amit még nem raktunk
le a (4,4), ezt viszont mar nem is tudjuk szabélyosan lerakni,
hiszen minden szabad téglalapnak van még ki nem toltott
szomszédja, amibe igy mar nem keriilhet 4-et tartalmaz6 dom-
in6. Ezzel belattuk, hogy ha kezdetben egy duplit egy szélsd
mezdre tesziink, akkor nem kaphatunk szabalyos lerakast.

az, ha az (1,1) egy oldalfelez6 mez6n van. Ekkor a szomszédait az el6z6
esethez hasonléan berajzolva a kovetkez§ abrat kapjuk:

[

I L I L I L I

1

l

13—

l

L .4 ]

RS

[ 2.3 x|

[, 21, 3F—3.4—

L I—1.4— Y]

1,5;4,5

] I ] I ] I ]
l I 12, 3§ 13. 3§ LU g

1, 21, 33, 4

1, 1—1.4—4.4]

1,5;4,5

Az el6z6 esethez hasonloan itt is néhény helyre egyértelmien
meg van hatarozva, hogy mi kertilhet. Kezdjiik el a lerakast,
dgy, hogy minden lépésben olyan dominét rakunk le, ami
mashova nem keriilhet. Igy eljutunk a kovetkezs abrahoz:

Az x dominé szomszédos (1,3)-mal, igy ide csak (3,3) vagy
(3,5) keriilhet. Ha x helyére (3,5) keriilne, akkor a (3,3)-at
mar egyik szabad mezdére sem tudnank letenni, igy x helyére
muszaj (3,3)-at tenniink. Hasonloan y helyére a (4, 4)-et kell
tenntink.

Lathato, hogy u helyére mindenképp (3, 5)-nek kell keriilnie, v
helyére pedig (2, 4)-nek, hiszen a még rendelkezésre allok koziil
egy masik dominé sem passzolna a szomszédaikhoz. Vegyiik
észre, hogy ez mar nem egy szabalyos lerakés, hiszen (3,5)
és (2,4) szomszédos, de nincs olyan szam, ami mindkett6n
szerepel, igy ebben az esetben sem létezik szabélyos lerakas.

Ezzel belattuk hogy egyik esetben sem létezik szabalyos lerakas, tehat nem lehet a feladat kérésének

megfelelGen lerakni a domindkat.
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b) Mutatunk egy lerakast, amiben barmely két szomszédos domindnak az egyik szdma megegyezik.

Egy helyes lerakas:

2, 21, 2——1.6—16.6—13.6—3. 3]
2, 4—1.4—4.6—2.6—2. 3]
4,44, 5—15.6—2. 5]
3,43, 5—5.5]
15

2, 2y, 2y, 6/—16.6—3. 6—13. 3]
2, 4y, 44, 61—z, 6F—z. 3]
4, 44, 55, 6z, 5]

(2. 4z, 515.5]
z5

Hogyan konstrualhatunk meg egy jo lerakéist? Az
a) feladatrészbgl az az intuitiv megfigyelés adod-
hat, hogy a duplak helyzetére érdemes fokuszélni és
ezeket elényds minél tavolabb tenni egymastol. Ez
persze nem biztos, hogy igaz minden helyes kon-
strukciéra, de a mi esetiinkben egy j6 kiindulast
ad. A duplakat rakjuk le a konstrukciéban szere-
pl6 helytikre, és irjuk be az (1,5), (2,4), (3,6), dom-
inokat az egyértelmiien meghatarozott helytkre.
Emellett legyen (x,3) a (3,3) ismeretlen szom-
szédja, (y,2) a (2,2) ismeretlen szomszédja, (z,1)
pedig az (1,1) ismeretlen szomszédja. Ekkor némi
gondolkodas utan a kovetkezs abrat kapjuk:

Vegyiik észre, hogy x csak 2 lehet, hiszen a valtozok
csak az {1,2,3} halmaz elemei lehetnek, és z = 3
vagy x = 1 esetén valamelyik dominé kétszer szere-
pelne, igy * = 2. Hasonléan y = 1 és z = 3, ezzel
pedig meg is kaptuk a teljes lerakést.
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D7. Legyen k egy O kizéppontu kir és P egy pont k-n kiviil. Legyenek a P-bdl k-hoz huzott érintsk e és f, ezek
érintési pontjai rendre E és F'. Legyen A egy pont a PFE szakasz belsejében. Az A-boél k-hoz huzott érintsk legyenek e és
g. Jelolje B az f és g egyenesek metszéspontjat. Tegyiik fel, hogy az EPF sz6g hegyesszog, tovabba PBA< = APB<.
Bizonyitsatok be, hogy a PB és AF szakaszok felez6pontjait 6sszekots egyenes atmegy O-n!

Megoldas: Jelolje M a PB szakasz felez&pontjat. Mivel
a feladat feltétele szerint az ABP haromszog egyen-
16szard, ebben a héromszégben az AM sulyvonal egy-
ben magassagvonal és belsé szogfelezs is. A PF egyenes
érinti a k kort, igy OF 1 PF. S6t, OF 1. MF, mert
M rajta van a PF egyenesen. Még azt is vegyiik észre,
hogy az AO egyenes felezi az EAB<-et, mivel az AE, AB
egyenesek érintik a k kort. Tehat az AO egyenes a BAP<
kiils6 szogfelezGje, amirdl tudjuk, hogy meréleges az AM
belsd szogfelezére. Az eddigiek alapjan az AM FO négy-
szogben az A, M, F csicsoknal mind derékszogek van-
nak, azaz AM FO téglalap. Mivel a téglalap atloi felezik
egymést, igy az AF szakasz felez6pontja egybeesik az
OM szakasz felezGpontjaval. Innen az allitas adodik.
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