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E+41. Az ai,as,...és b1, ba,... pozitiv egészekbél &llo végtelen sorozatokra teljesiilnek az alabbi feltételek minden
1 > 1 esetén:
e ha Inko(as, b;) > 1, akkor a;4+1 = i és bip1 = b:

Inko(a;, b;) Inko(a;, b;)’
e ha pedig Inko(a;, b;) = 1, akkor a;+1 = a; + 1 és big1 = b; + 2.
Hatarozzatok meg az dsszes olyan (a1, b1) szampart, melyre az (a1,b1), (a2, b2), . .. szamparokbol allé végtelen sorozatban
lesz olyan szampér, mely végtelen sokszor szerepel!
Az Inko(p,q) a p és q szdmok legnagyobb kiézos osztdjdt jeloli.

Megoldas: Legyen b; = 2a1+c¢p alak, ahol ¢; egy egész szam. Tovabba minden i-re hasonléan irjuk fel
a b; sorozat elemeit b; = 2a; + ¢; alakban. Ha valamilyen j-re a; és b; relativ primek, akkor a szabalyok
szerint aj41 = a; + 1 és bj1 = bj + 2. Ha bj = 2a; + ¢;, akkor bj11 =b; +2 =2a; +¢; +2 =2(a; +
1) +c¢; = 2aj41 + ¢;. Igy ezen lépések alkalmaval ¢; 11 = c¢;. Ha pedig valamilyen k-ra Inko(ay, bg) > 1,
akkor a sorozatok kovetkez$ tagjait a legnagyobb kozos osztojukkal vald leosztéassal kapjuk. Ekkor
b = 2ay + ¢k esetén apiq = hlkOElTkk»bk) és bpy1 = lm{()(bW’ igy bpaq = miﬁfﬁ = 2apy1 + lnko(c%,
azaz Cpi1 = M{O(CW. Mivel Inko(ay, br) > 1, ezért ezen lépés utan 0 < |cx11] < |cx| (kivéve ha ¢ = 0,
mert akkor cxy1 = 0), de tudjuk, hogy ci11 tovabbra is egész, mivel bgyq1 és 2axy1 is az.

Ha ¢ nem nulla, akkor csak véges sokszor tudjuk leosztani 1-nél nagyobb egész értékekkel, kiilon-
ben egy id§ utdn mar nem lenne egész a c¢; sorozat értéke. Ekkor lesz egy utolsd leosztas, azaz egy
utolso lépés, ami el6tt Inko(a;, b;) > 1 teljestilt. Ezutan mar mindig Inko(a;, b;) = 1, azaz innentdl az
a;+1 = a; + 1 és bj11 = b; + 2 szabalyok szerint folytatdédnak a sorozatok. Ekkor nem lehet olyan szam-
pér, ami végtelen sokszor szerepel, mivel véges hosszu rész utdn szigortian monoton néni fog mindkét
sorozat. Ha pedig ¢; = 0, akkor by = 2ay1, azaz vagy a1 = 1 és by = 2, vagy as = 1 és by = 2. Innentdl az
(1,2) és (2,4) szampéarok ciklikusan fogjak egymast kovetni, azaz végtelen sokszor szerepelnek majd a
sorozatban. Tehat akkor és csak akkor lesz olyan szampar, amely végtelen sokszor szerepel, ha by = 2a;.

2. Megoldas: Vegyiink fel egy koordinatarendszert és ennek x tengelye jeldlje az a; sorozat értékeit,

mig az y tengely a b; sorozat értékeit. Jeloljiik be a koordinatarendszerben minden ¢ egészre a (a;, b;)
pontot. Mivel a sorozatok elemei pozitiv egészek, ezért minden bejelolt pont az els§ siknegyedbe esik.
Vizsgaljuk a bejelolt pontok tavolsagat az y = 2x egyenestdl. Ha valamilyen k-ra Inko(ag, by) > 1, akkor
az origo és az (ag, by) pont szakaszéan van még racspont, igy a kovetkezs lépésben az ilyen racspontok

koziil az origohoz legkozelebbit fogjuk kapni, hiszen ekkor (agi1,bg+1) = (mkogjk L lnko(bjk bk)>' Ha

az (ag,by) pont az y = 2z egyenesre esett, akkor (axy1,bg+1) 18, ha viszont nem, akkor ez se fog raesni
az y = 2z egyenesre, viszont szigorian kozelebb kertiltiink ehhez (a tavolsag legalabb felez6dott). Ha
pedig valamilyen j-re Inko(a;,b;) = 1, akkor (aji1,bj41) = (a;j + 1,b; + 2), igy a kovetkezS pontot
(aj,b;)-bdl az (1,2) vektorral 1épve kapjuk meg. Ez a vektor parhuzamos az y = 2z egyenessel, igy e
soran a tavolsag az egyenestsl nem valtozik (ha eddig 0 volt, most is az marad).

Igy ha az els6 pont nem az y = 2z egyenesre esik, akkor nem is keriilhetiink erre ra. Mivel az
y = 2x egyenes racionalis meredekségti, igy létezik hozza legkdzelebb es6 racspont. Igy a tavolsagunk
az egyenest6l csak véges sokszor csokkenhetett (hiszen minden csokkenés soran legalabb felezgdott ez),
azaz egy id§ utdn mar csak ezzel az egyenessel parhuzamosan lépkedhetiink. Ebben az esetben tehat
nem lesz olyan pont a siknegyedben, amelyet végtelen sokszor érintlink. Ha viszont az els6 pont raesik
az y = 2z egyenesre, akkor az el6z8 megoldashoz hasonléan a masodik szampartol az (1,2) és a (2,4)
fog felvaltva ismétlédni, azaz lesz olyan szampar a sorozatban, ami végtelen sokszor szerepel. Ismét
belattuk, hogy akkor és csak akkor lesz olyan szampér, amely végtelen sokszor szerepel, ha b; = 2a;.

Megjegyzés: 1 és 2 helyett tetszdleges c,d egészekkel is igaz marad az dllitds, azaz akkor és csak akkor

lesz végtelenszer eléforduld szampdr, ha by = %al.
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E-+2. Adott egy n pozitiv egész és egy ¢ > 1 valés szam. A fold alatti Albrecht Bankot az imént kiraboltak, az n
rablé éppen most menekiil el a helyszinrél. A rablas el6tt minden biin6zs elrejtett egy-egy robogot a felszinen kiilonb6zs
pontokban. A bankrablok épp most értek fel a felszinre, kiillonb6z6 kijaratokon keresztiil. Azt figyelhetjiik meg, hogy ha a
biindzsk helyzeteit c-szeresére nagyitanénk a bank felszini f6bejaratabol, akkor mindannyian éppen a sajat robogojuknél
lennének.

A bankrablok el szeretnének menekiilni a robogokkal (nem feltétleniil a sajatjukkal), de mindegyik robogoéra csak egy
ember fér fel. A rend&rség tton van, ezért mindenkinek a legréovidebb taton kell elfutnia egy robogohoz. Bizonyitsatok be,
hogy a rablok Osszesen nem tehetnek meg kevesebb tavolsagot a robogbékhoz futva, mint ha mindenki a sajat robogdjat
valasztana!

A bank fébejdratdt, a rablokat és a robogdkat pontszerinek tekintjik, a terep teljesen sik.

Megoldas:
A megoldas soran d(X,Y) jeloli az X és Y pontok tavolsagat a sikon. Elgszor fogalmazzuk at
a feladatot a matematika nyelvére. Adott n pont a sikon, Aj, Ag,..., Ay, és legyen az Al az a pont

1 <4 < n esetén, amit tugy kapunk, hogy A;-t az origobdl c-szeresére nagyitjuk. Azt kell belatni, hogy
ha valahogyan parositjuk az Aj, Asg,..., A, pontokat az A, AL, ... Al pontokkal, és nézziik a parba
allitott pontok tavolsagainak az Gsszegét, akkor ez minimalis, ha minden i-re A; parja A..

Gondoljuk meg elGszor azt az esetet, amikor minden A; pont rajta van egy O-bdl induld ¢ féle-
gyenesen. Allitsuk valahogy péarba a pontokat, legyen A; az egyik pont, aminek a parja A;-. Ekkor
a haromszogegyenlStlenség szerint d(O,A;-) < d(O,4;) + d(Ai,A;-), amit atrendezve d(Ai,A;) >
d(O,A;) —d(0, 4;). Ezeket az 6sszes parra Osszeadva azt kapjuk, hogy a keresett mennyiség, azaz
a parokban a tavolsagok Osszege, legalabb

znj (0, A}) — zn: d(0, A;).
=1 =1

Azonban figyeljiik meg, hogy ha minden A;-t a hozza tartozo Al-vel allitjuk parba, akkor éppen ennyi
lesz a tavolsdgok Osszege, igy tényleg ebben az esetben lesz minimalis az Gsszeg.

Most térjink ra az altaldnos esetre, amikor a pontok nem biztos, hogy egy félegyenesen vannak,
és valahogy parba vannak alltitva az Aj, As,..., A, pontok az A}, A}, ... Al pontokkal. Az otlet
az, hogy vezessiik vissza az allitast arra az esetre, amikor a pontok egy félegyenesre esnek. Legyenek
By, By, ..., By, olyan pontok, amik mind az O-bol indulé ¢ félegyenesre esnek, és d(O, B;) = d(O, A;)
minden i-re. Legyenek tovabba a B, B, ..., B), pontok rendre a By, Bo,..., B, pontok c-szeresére
nagyitottjai az O-bol. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha az A; pont parja A}, akkor d(B;, Bj) <
d(A;, A}). Ez intuitivan azért van, mert az OB;B; elfajulé hédromszog, és az OA; A’ haromszog két
oldaldnak hossza megegyezik, igy a harmadik az elfajuld esetben lesz a legkisebb. Precizen

d(Bi, Bj) = |d(O, B;) — d(0, Bj)| = [d(0, A;) — d(0, A)| < d(A;, A)),

ahol az els6 egyenlGség amiatt van, mert O,Bi,Bg» egy egyenesre esnek, mig az utols6é az OAiA;
héromszogben felirt hiromszog-egyenlétlenség kovetkezménye.

Azt bizonyitottuk tehat, hogy ha az A; pontok helyett a B; pontokat nézziik, és ugyanazt a péar-
baallitast, akkor a B; pontokhoz tartozd parokban a tavolsidgok Osszege legfeljebb akkora lesz, mint az
A; pontoknal vett parok tévolsdgainak Osszege. Az utolso kulcs észrevétel pedig az, hogy ha minden
i-re A; és Al egymés parja, akkor itt egyenldség all fenn, azaz

n

> d(B;,B)) = zn: d(A;, AL).
i=1

=1

Ezt Gsszerakva azzal, hogy a félegyenesen mar megoldottuk a feladatot, azt kapjuk, hogy tetszdéleges
pérositas esetén az A; és a parjaik tavolsagainak az Osszege legfeljebb akkora, mint az ugyanahhoz a
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parositashoz tartozo B; és parjaik 6sszege. Ezt viszont alulrél becsiili Y- d(B;, B.), ami pedig egyenld
ay i d(A;, Al) 6sszeggel, és ez éppen az a tavosagdsszeg, amikor minden A; az Al-vel van pérositva.
Ezzel belattuk a feladat allitasat.
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E+3. Jelolje P a valos egyiitthatos egyvaltozés polinomok halmazat, ahol minden polinom valtozéja x. Hatarozzatok
meg az Gsszes olyan F': P — P fliggvényt, melyre tetszbleges p, ¢ € P polinomok esetén

Flp+q=F(p)+F(q ¢  Fplg) = (F)(g) - Flg)-

Itt p(q) azt a polinomot jeloli, melyet gy kapunk, hogy a p polinom vdltozdjdba behelyettesitjik a g polinomot. Hasonldan,
(F(p))(q) azt a polinomot jeloli, melyet gy kapunk, hogy az F(p) polinom vdltozdjdba behelyettesitjik a q polinomot.

Megoldas: Belatjuk, hogy csak az F' = 0 és az F(p) = p’ fiiggvények teljesitik a feladat feltételeit,
ahol p' a p polinom derivdltjit jeloli. Azaz, ha p(x) = apz™ + an_12" ' + ... + a1z + ag, akkor
F(p) =9 (z) = napz” ' + (n — Dap_12" 2+ ... +a.

Jeloljiik minden p € P polinom fokat deg(p)-vel. Jeldlje I(p, q) az F(p) + F(q) = F(p+ q) feltételt, mig
I(p,q) az F(p(q)) = F(p)(q) - F(q) feltételt.

Most legyen p(x) = ¢, ahol ¢ € R, és deg(q) > 1. Tekintsiik II(p, ¢)-t. Ekkor p(q(z)) = ¢, vagyis F(p) =
F(p)(q) - F(q). Belatjuk, hogy F(p) konstans. Tegyiik fel indirekt modon, hogy deg(F'(p)) > 0. Ekkor

deg(F'(p)(q)) > deg(F(p)), igy F(q) = 0, hiszen deg(F(p)) = deg(F(p)(q) - F(q)) = deg(F(p)(q)) +
deg(F(q)). Emiatt F(p) = F(p)(q) - 0 = 0, tehat F(p) foka nem lehet pozitiv, ami ellentmondas.
Igy F(p) = ¢* valamely ¢* € R-re. Legyen most ¢ tetsz6leges polinom, akar konstans is. Ekkor
II(p, q) szerint ¢* = F(p) = F(p)(q)F(q) = c*F(q), tehat ¢* = 0, vagy F(q) = 1 minden ¢ € P-
re. Ha F(q) = 1 minden ¢ € P-re, akkor ¢-t a konstans 0 polinomnak valasztva I(q,q) szerint
2=F(¢g=0)+F(q=0)=F(¢g=0) =1, ami ellentmondas. Azaz F(p) = 0, ha p konstans.

Tekintsiik most II(p,q(x) = x)-t. Azt kapjuk, hogy F(p) = F(p) - F(q), igy ha van olyan p, amire
F(p) # 0, akkor F(q) = 1; kiilonben F(gq) = 0 minden ¢ € R-re, ami konnyen ellendrizhetd, hogy
val6ban egy megoldas.

A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy F(x) = 1. Tekintsiik most a II (p(z) = az,g(z) = %x) feltételt.
Eszerint 1 = F(z) = F(p(q)) = F(p)(q)F(q), tehat F(q) konstans, és g tetszdleges lineéris polinom
lehet, amelynek 0 a konstans tagja.

Legyen p(x) = ax, q(x) = bx, és tekintsiik az I(p, q) és II(p, q) allitasokat.
F(p)+ F(qg) =F(p+q=(a+bz),

F(abr) = F(p(q)) = F(p) - F(q),

mert F(p) konstans. Most legyen ¢g : R — R olyan fiiggvény, amelyre g(a) = F(p(z) = az)(0). Erre a
fenti egyenletek alapjan teljesiil, hogy

g9(a) +g(b) = g(a+b),
és
g(ab) = g(a)g(b),
mivel F(p) és F(q) konstans. Ismert, hogy egy ilyen fiiggvény vagy g(a) = a, vagy g(a) = 0 minden
a-ra. Tehat F(p(z) = ax) = a, vagy F(p(x) = ax) = 0. Mivel azonban F(p(z) = x) = =z, ezért
F(p(x) = ax) = a.

Ekkor tetszoleges b € R-re
F(p(z) = ax +b) = F(p1(z) = az) + F(p2(z) = b) = F(p1(z) = azx) = a.
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Most vizsgaljuk F(p(z) = az) és egy tetszleges g(z) polinom kapcsolatat a II(p, q)-bol. Az allitéas
szerint

F(aq) = aF(q).

Lassuk be a polinomok fokara vonatkozo teljes indukcioval, hogy F(p) = p/, ahol p’ a p polinom
derivéltja.

Ha deg(p) < 2, akkor a fentiek szerint F(p) = p’. Az indukcios lépés: Tegyiik fel, hogy ha deg(p) <
n — 1, akkor F(p) = p’. Most igazolni fogjuk, hogy F(p) = p’ deg(p) = n-re is. Legyen p(x) = z™,
q(z) = x + 1, és tekintsiik a II(p, q)-t. Eszerint

F((z+1)") = F(z")(x + 1).
A binomialis tételt felhasznalva (z + 1)" = 2™ +na™ 1 + ... + 1, tehat
F((x+1)")=F@")+ F((x+1)" —a").
Mivel (z + 1)"™ — a"-ben a legmagasabb foku tag n-nél kisebb, az indukcios feltevés szerint
Fllz+1)"—2") =((z4+ D" —2") =n(z+ 1" —na™ L,

Ezért
F")(z+1) = F(z") + n(z + )" 1 —nz" L,

Legyen p(z) = F(z") — na" 1. Ekkor

pla+ ) +n+ )" ' =F@")(z+1) = F@") +n(x+1)" 1 —na" 1.

Igy:
p(z +1) = p(z),

amibdl kovetkezik, hogy p(x) periodikus fiiggvény. Mivel p(x) polinom, csak konstans lehet, vagyis
p(x) = c valamely ¢ € R-re. Ez azt jelenti, hogy

F(z") =naz"! + ¢

Végiil vizsgaljuk meg c-t! Legyen p(z) = 2", q1(z) = ax, és ¢g2(x) = Yaz, ahol a € R. Tekintsiik a
I(q1,p) és I1(p, g2)-t:

a(nz"! +¢) = F(qi(p)) = Fp(g)) = (n (Vaz)" ' + c> - Ya.

Ebbél
a(nz™ 1t +¢) = anz" ! + ¢/,

ami akkor teljesiil, ha ¢ = 0. Tehat
F(z") = na" L.

Ezzel belattuk, hogy ha deg(p) = n, és p(z) = Y., a;a’, akkor
F(p) =Y a;iF(x')=> a;i(ia’") = ().
=0 =0
Ezzel pedig kész lettiink.
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E+44. Adottak az n és k pozitiv egész szamok, melyekre n > k. Egy n X n-es tablazat minden mez&jébe irtunk egy
egész szamot gy, hogy minden sorba és oszlopba legfeljebb k kiilénbo6z8 szém keriilt. Legfeljebb hany kiilonb6z8 szam
szerepelhet a tablazatban?

A wvdlaszt n és k fligguényében adjditok meg!

Megoldas: A vélasz (k — 1)n + [, —777], ahol [z] az x valés szam egészrészét jeloli. Fogalmazzuk &t
a feladatot egy ekvivalens kérdésre! A K, ,, teljes paros graf éleire szamokat irtunk gy, hogy minden
cstcsbol legfeljebb k féle szamot tartalmazé él indul ki. Legfeljebb hany kiilonb6z6 szamot irtunk az
élekre?

Elgszor mutatunk egy példat amikor be lehet irni ennyiféle szamot. Jol ismert, hogy béarmely
¢ < m pozitiv egész szamokra létezik f-regularis paros graf amiben mindkét csicshalmazban pon-
tosan m cstcs szerepel. Legyen G1 = K1 n—k+1 és G2 egy n — k + l-regularis paros graf m =
n — (ln%kﬂj - 1) (n—k+1) > n—k+ 1 csicesal. Ekkor K, ,-ben elhelyzhets (Ln%lmj - 1)
cstcsdiszjunkt masolata G'1-nek és még egy szintén cstucsdiszjunkt méasolata G2-nek. Ekkor K, ,, Osszes
csiicsa pontosan az egyik ilyen grafban szerepel. Mindegyik berajzolt grafhoz valasszunk ki kiillénbo6z6
szamot és irjuk ra az Osszes élére, majd a K, , maradék élére mind kiilonb6z6 szamokat helyezziink
el. Ekkor minden csticsbol pontosan k féle szémot tartalmazo él indul ki, valamint (k — 1)n + | =77
féle szamot hasznéltunk.

Most belatjuk hogy mindig legfeljebb ennyi szam szerepelhet a tablazatban. Tegyiik fel, hogy a
maximalis konstrukciéban van n(k — 1) + a kiilonb6z6 szam a tablazatban, tudjuk a korabbi példa
miatt, hogy a > 0. Ekkor nézziik végig feliilrdl lefele, hogy hany 4j elem van abban az adott sorban,
amit korabbi sorokban még nem lattunk. Skatulya-elv miatt, legalabb a darab olyan sor lesz, ahol k
1j elemet taldltunk, hiszen mindegyik sorban legfeljebb & elem lehet, vilasszunk ki a darab ilyen sort
és hivjuk ezeknek a soroknak a halmazat A-nak. Ekkor ha tekintjiik A-t, akkor ezekben a sorokban
Osszesen a - k-féle kiilonb6z6 szam szerepel, és ha barmelyik oszloppal elmetsziik A-t, akkor pontosan
a kiilénb6z6 szamot latunk. Ezért minden oszlopban A-n kiviil legfeljebb (k — a)-féle kiilonbo6z6 szam
szerepelhet. Ezért meg tudjuk kétféleképpen szémolni, hogy hany féle szdm van Osszesen az egész
tablazatban. A fenti gondolatmenetben az A sorait nézve van a - k kiillonb6z8 szam, valamint az n
oszlop mindegyikében legfeljebb k — a 0j szam, ez Osszesen legfeljebb a - k + n(k — a) kiilonb6zs
szam. Viszont pontosan n(k — 1) + a szam van, ezért felirhato a kovetkezd egyenlStlenség, amit tovabb
alakitunk.

a-k+nk—a)>n-(k—1)+a

n>a-(n—k+1)
n—k+17

Mivel a csak egész lehet, ezért beldttuk, hogy legfeljebb (k — 1)n + | =] kiilonb6z6 szam lehet a
tablazatban.
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E+5. A sikot hézagmentesen lefedtiik egybevagd sokszogekkel tigy, hogy ha két sokszognek van kdzos pontja, akkor
az mindkettének a keriiletén van. A fedésben minden sokszog belsejét fehérre, keriiletét feketére szineztiik. A sik kapott
szinezését jeloljiik S-sel, a fedésében hasznalt sokszoget jeldljik P-vel.

Tudjuk, hogy léteznek olyan 0° < «, 3, < 360° szogek és kiilonbozé X, Y, Z pontok, melyekre az XY Z haromszognek
van 30°-os belsd szoge, tovabba az X kozépponti a szogi, az Y kozépponti 3 sz0gl és a Z kozéppontt v szogii forgatasok
mind kriminalisak.

a) Lehetséges-e, hogy S-nek és P-nek sincs sem tengelyes, sem kozéppontos szimmetridja?

b) Az Gsszes lehetséges S szinezést figyelembe véve hatarozzatok meg « + 8 + v lehetséges értékeit!

c) Mutassatok példat olyan S-re, melyre létezik kriminalis cstsztatva tiikrozés, de nem létezik kriminalis tengelyes
tiikrozés! Bizonyitsatok be, hogy minden ilyen példa esetén a = 8 =~y teljesiil!

A csusztatva tikrozés egy tengelyes tikrézés és eqy eltolds eqymdsutdnja, melyben az eltoldsi vektor és a tikrozési tengely
parhuzamosak. A forgatdsok definicid szerint éramutats jdrdsdval ellentétes irdnyiak.

Megoldas: El6szor is vezessiink be jeloléseket: p(g jelolje az O kozépponti ¢ szogt forgatast, 7, jelolje
a v vektorral valo eltolast, illetve o, és o jeldlje rendre az e egyenesre és az E pontra valé tiikrozést.
Az O pontot ¢-kozépnek hivjuk, ha pg kriminélis. Rogton észrevehetjiik, hogy kriminalis transzformé-
ciok kompozicidja is kriminalis, s6t egy kriminélis transzforméaciot egy masik kriminélis transzformécio
kriminalisba visz (példaul ha p},, p% kriminalisak, akkor p;(;D (B) is az.) Tovabba o-el fogjuk jeldlni

transzforméciok kompozicidjat, és t1 o to alatt azt értjiik, hogy elGszor ta-t, aztan ti-et végezzik el.

a) Lehetséges. Lasd az alabbi példat, melyben elGszor a sikot lefedtiik szabalyos hatszogekkel, majd
azokat egyesével felbontottuk harom-hérom egybevagd, sehogysem szimmetrikus sokszogre:

e

\>\/

Természetesen egy szabélyos hatszog hirom egymaést koévet§ csicsa egy olyan haromszoget alkot,
melynek két szoge is 30°, tovabba mindharom cstcsa 120°-kdzép.

b) Néhany lemmara lesz sziikségiink.
1. Lemma. Adott a sikon két kiilonb6z6 pont, D és E, illetve két szog, 6 és e. Legyen d = pBé/ 2 (DE)
és e = peE/Q(DE). Ekkor

e ha d+e#0 (mod 2m), akkor p§, 0 pf, = p60+6, ahol O =dnNe;

e ha § +¢=0 (mod 27), azaz d || e, akkor p%; o p}, = 72, ahol 7 az az eltolas, ami d-t e-be viszi.
Bizonyitds. Felhasznalva a forgatés felirasat két tiikrozés kompozicidjaként,

0% op‘SD = (0c00opE) o (0pEo0oy) =00 0g.
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2. Lemma. Ha O egy ¢-kozép, akkor ¢ € {60°,90°, 120°, 180°, 240°, 270°, 300°}.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy pS (vagy pf, ha O = X teljesiilne) O-t egy mésik ¢-kozépbe viszi.
Ha O’ az egyik legkozelebbi ¢-kozép O-hoz (van ilyen, mert egy pont kiornyezetében csak véges sok
¢-kozép lehet, hiszen mindegyik sokszoget sokszogbe visz, igy csiicsot is csticsba), akkor az O pont O’
koriili elforgatottja is ¢-kozép lesz, ennek messzebb kell lennie O-tol, mint O’. Mivel nagyobb szoggel
szemben nagyobb oldal van, ez azt jelenti, hogy 60°-nal kisebb szoget nem generalhat ki a ¢ t6bbszoro-
seinek sorozata modulo 360°, amibdl az allitas adodik.

3. Lemma. Az a, 3, egyike sem 90° vagy 270°.

Bizonyitds. Mivel 3-270° = 90° (mod 360°), elég belatni, hogy nem létezhet
90°-kozép a sikon. Indirekten tegyiik fel, hogy P egy 90°-kozép. Ekkor nem
létezhet 60°- vagy 120°-kozép, hiszen a kompozicidja olyan szogi kriminalis ,
forgatast eredményezne, melynek forgatési szoge ellentmondana a 2. Lem- s =
ménak. Tehat a sikon minden kozép 90°- vagy 180°-kozép (akar mindkettd).
Jelolje Q az egyik legkozelebbi kozepet P-hez. (Ilyen ismét azért létezik, mert | N
barmely korben csak véges sok kozép lehet.) Ha most @ egy 90°-kozép lenne, ¢ = o
akkor az 1. Lemma miatt a p° o ngOO egy olyan kriminéalis 180°-os forgatast |' ’
eredményezne, melynek koézéppontja rajta van a PQ atmérsjid koron, ellent-
mondva |PQ| minimalitasanak. Tehat @ egy 180°-kozép. Ezt elforgatva P
koriil 90°-kal, 180°-kal és 270°-kal dGjabb 180°-koézepeket kapunk. Hasonléan, P-t tiikrozve a 180°-
kozepekre tijabb 90°-kozepeket kapunk. Konnyen latszik, hogy igy egy négyzetracs racspontjait kapjuk
meg: minden pont 180°-ko6zép, illetve ha sakktébla-szertien szinezziik ki a racspontokat, akkor az egyik
szind racspontok még 90°-kozepek is. Létezhet-e mas, a racspontoktol kiillonb6zs kézép? Nem, ugyanis
benne lenne valamelyik egység racsnégyzetben (az abran PQRS), de a négyzet 90°-kozép csucsaitol
messzebb kell, hogy legyen, mint |PQ|, ami nem lehet, mert a 90°-kézepek kézépponti |PQ| sugart
korok lefedik a négyzetet. Most hasznaljuk ki, hogy az XY Z racshiaromszégnek van 30°-os szoge. Ez
azt jelenti, hogy két racsegyenes bezart szoge 30°, azaz ha a két racsegyenes meredeksége rendre x és
y, akkor

tanx — tany
tan(30°) = tan(x — y) = m'

Ez viszont nyilvan nem lehet, mert tanz és tany racionalisak (hiszen racsegyenesek), mig tan(30°) =

1/4/3 irracionlis.

Osszefoglalva, v, 8, mind ¢-60° alaki, ahol 1 < ¢ < 5 egész. Ekkor a+ S+ csak C-60° alaki értékeket
vehet fel, ahol 3 < C < 15 egész. Ezek mind lehetségesek, példaul ha szabalyos haromszogekkel fedjiik
le a sikot, és az X,Y, Z pontokat egy 30° — 30° — 120° haromszog cstcsainak valasztjuk (és itt minden
cstcs egy 60°-kozép).
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c) Kezdjiik a példaval.

! P

Itt XY, Z egy-egy téglalap kézéppontjat jeloli. Vilagos, hogy ezek mind 180°-kozepek, és a téglalapok
oldalainak aranyait megfelelGen megvalasztva elérhetjiik, hogy X-nél 30° legyen.

Most lassuk be, hogy ilyenkor oo = = v = 180°. A 3. Lemmanak koszonhetSen csak két esetnél kell
belatni, hogy egy kriminalis cstsztatva tiikrozés létezésébsl adodik krimindlis tengely tiikrozés létezése.

Els6 eset: 1étezik 60°-kozép. Jeloljon P egy 60°-et és @@ a hozza legkozelebbi kozepet. () nem lehet
120°-kozép, kiilénben a 1. Lemma miatt p8 P o pgo egy olyan 180°-os forgatas lenne, amelynek kozép-
pontja rajta lenne a PQ atmérsji koron, ellentmondva |PQ| minimalitasanak. Tehéat @ egy 180°-kozép.
Most Q-t P koriil 60°-kal, 120°-kal, ..., 300°-kal elforgatva méas 180°-kézepeket kapunk. Ha pedig a
60°-kozepeket tiikkrozziik a 180°-kdzepekre, akkor tijabb 60°-kézepeket kapunk. Ezekkel a 1épésekkel
egy szabalyos haromszogracsot kapunk, melynek racspontjai 180°-kdzepek, tovabba minden mésodik
racspont 60°-kozép is. Azt allitjuk, hogy az igy keletkezett 60°-kdzepek haromszogracsan kiviil nem
létezhet mas 60°-kozép. Ugyanis ha K ilyen lenne, akkor benne van valamelyik egység szabalyos hdrom-
szogben, legyen ez mondjuk PRS. Ekkor K a haromszog kozépvonali haromszogében lesz benne (s6t
még azon beliil sem akarhol), mert a |PQ| tavolsdg minimalis, azaz nem lehet benne a P, R, S kozép-
pontu |PQ| sugari korokben. Viszont ekkor Q-nak a K-koriili —60°-os elforgatottja egy olyan @' pont
lesz, ami 180°-kozép és kozelebb lesz P-hez, mint ), ami ellentmondés.

Igy a 60°-kézepek pont ez ennek a haromszdgracsnak a csticsai. Vegyiik észre, hogy T5p 1s kriminalis,
mert ez éppen pbgoo o p}DSOO. Hasonléan T53 Is az, igy a szabalyos haromszogracsban barmely két pontot
egymasba lehet vinni kriminéalis eltoléssal. De ha egy cstusztatva tiikrozés kriminalis, akkor ezt a racsot
onmagaba viszi. Tegyiik fel, hogy P képe P’. Ekkor TP—,P>—vel komponalva a cstsztatva tiikrozést, egy
irdnyitasvaltd kriminalis egybevagosigot kapunk, melynek P fixpontja, azaz tengelyes tiikrozés. Ezzel
taldltunk kriminalis tengelyes tiikrozést.
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Maésodik eset: nem létezik 60°-kozép, de létezik 120°-kozép. Most minden kozép 120°-kozép (mert 180°-
kozép eredményezne 60°-kozepet). Legyen P egy 120°-kozép és jelolje @ a hozza egyik legkozelebbi
kozepet. Most a 120°-os forgatédsok megint egy szabalyos haromszogracsot eredményeznek, melyeknek
cstcsai a 120°-kodzepek. Megint nem lehet mas kozép, hiszen benne lenne valamelyik kis egység hdrom-
szogben, ellentmondva a minimalitasnak. Most viszont nem lesz minden eltolas kriminalis. Eszreve-
hetjiik, hogy p}}oo ) pc—3120° olyan eltolast eredményez, melynek eltolasi vektora pont egy 60° — 120°
rombusz hosszabbik &atloja. Tehat harom olyan szabélyos haromszogracs diszjunkt tnidja, melyek-
ben kiilon-kiilon az élek kriminalis eltolasi vektorok. Avagy mondhatnank azt is, hogy felbontottuk
a haromszogracsot harom olyan alricsra, melyben azonos alrdcsban 1év6 pontokat egymasba tudjuk

vinni kriminalis eltolasokkal.

Mivel a csusztatva tiikrozés a teljes racsot 6nmagaba viszi (hiszen kriminéalis), P-t is valamelyik racs-
pontba viszi. Most ha PQRS egy minimélis 60° — 120° rombusz, akkor P — R egy alrdcsban van,
mig Q, S egy-egy ettdl és egymastol kiilonbozs alracsban van. Igy megfelels eltolassal komponalva a
csusztatva tiikkrozést kapunk egy olyan csiisztatva tiikkrozést, ami P-t vagy dnmagéba, vagy (Q-ba, vagy
S-be viszi. Ha P-be viszi, akkor van egy fixpont, azaz talaltunk egy tengelyes tiikrozést. A méasik két
eset szimmetrikus (forgatassal), azaz feltehetjiik, hogy P képe Q. Hasznaljuk ki, hogy egy csusztatva
tiikrozést kétszer alkalmazva egy eltolast kapunk, melynek eltolasi vektora kétszerese a csusztatva
tiikrozés eltolasi vektoranak. Ezért ) biztosan olyan pontba fog menni, ami egy alracsban van P-vel.
(Ehhez gondoljuk végig, hogy kiilonb6z6 alrdcspontok kozotti vektor nem adhat kriminélis eltolast,
hiszen akkor azt beszorozva egy megfelels forgatassal 4j kozepet kapnank.) Tovabba a tavolsagtartés
miatt @ a koriilotte 16vS kis szabalyos hatszog valamelyik csticsaba fog menni. Az el6z6 gondolatmenet
miatt ez az adbra jeldléseivel P, R, vagy T'. Ha P lenne, akkor mér a cstusztatva tiikrozés eleve tengelyes
tiikrozés lenne, amivel kész lennénk. Ha viszont R vagy T lenne, akkor kdnnyen latszik, hogy a csisz-
tatva tiikrozés tengelye rendre a PQR vagy a PQT haromszog QQ-hoz tartozo kozépvonala lenne (hiszen
egy cstsztatva tiikrozés tengelye felezi egy pont és a képét 0sszekots szakaszt), amibdl az kovetkezne
mindkét esetben, hogy az eltoldsi vektor a () alracsaban egy-egy minimalis vektor fele lenne, ami
ellentmondas.
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