7025 l//ﬂ\
xﬁ—?\\g XVIL <% -
o /CF Direr Verseny

12
DY / Helyi fordul6 (2024. 11. 22.)
Megoldokulcs

~ kategoria

1. feladat

Els6ként tekintsiik at az allorészre hatéd erdket! Fiiggblegesen lefelé hat a nehézségi ero,
melynek nagysaga G; = Mg. A forgé- és az allorész kozott fellép egy kényszererd, ennek nagy-
saga legyen N;. Az el6z6eken kiviil a talaj és az allorész kozott is fellép nyoméberd, azonban az
elemelkedés hatarhelyzetében ennek értéke éppen zérus, tehat annak feltétele, hogy az allorész
ne emelkedjen el a talajtol:

Vizsgaljuk meg a forgérészre hatd erdket is! Itt is fellép a nehézségi erd, melynek nagysaga
G5 = mg. Megjelenik tovabba a korabban emlitett N; nyomdero ellenereje. A kis test forgasat
mindvégig ez a két erd biztositja, melyb6l mar kénnyedén meggondolhatd, hogy a kritikus
helyzet az lesz, mikor a forgorész tomegkozéppontja éppen a palydja tetején helyezkedik el,
ugyanis az allérészre haté N1 nyoméberé ekkor fog fiiggblegesen felfelé hatni (1.1. abra).

M

4

1.1. abra. Az allo- és forgorészre hatd erdk a hatarhelyzetben.

[rjuk fel ebben a helyzetben a dinamika alapegyenletét a forgérészre:

ZF =Gy + Ny =mae, = mdw?, (1.2)

ezt Np-re rendezve:

N, = mdw? — mg. (1.3)
A kapott eredményt behelyettesitve az (1.1)-es egyenletbe:

Mg > mdw® —myg. (1.4)

Innen a mosogép allérészének tomegére kapott feltétel:

mdw?
g

M >

—m]. (1.5)
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2. feladat

Vizsgéaljuk meg el6szor a hosszanti rostok altal létrehozott pumpat! Ebben az esetben a
pumpa magassaga konnyen kifejezhet6 a kis izomrostok hosszaval:

h = nld, (21)
ahol n; az egymas folott 1évo rostok szama. Ebbol a pumpa Ossztérfogata:
Vi = R*mnyd. (2.2)

A pumpdk arameréssége megegyezik az egységnyi idé alatt kilokott térfogattal, igy az elsd
pumpa aramerossége a kovetkezo:

AV, V] —=Vi  R:mngdd — R*mngd - RP*mngd
FTOAt At At A AT (23)
felhasznalva a (2.1) felirdst:
R*mh
I, = —1). 2.4
1=, (A1) 24)

Korkoros rostok esetén a pumpa magassaga nem valtozik az 6sszehtizédaskor, viszont a kereszt-
metszete igen. Hasonléan az el6z6 esethez, itt a pumpa sugara fejezheto ki a kis d hosszusagu

rostok segitségével:
ngd

R=— 2.5
=, (25)

ahol ny a kertilet mentén egymas mellett 1év6 rostok szama. Ebbdl a pumpa 6ssztérfogatas

nad*h

Vo= 22—, 2.6
2 4 (2:6)

A fenti kifejezés id6beli valtozasa megadja a pumpa aramerosségét:

AVy  Vi—Vy  ni(Ad)*h —nid*h  nid*h ,,
SN At AT At ArAt ( ) (2.7)
ahova beirva a (2.5) kifejezést:
R*mth / ,

L= (\-1). (2.8)

Elosztva egymadssal a (2.8) és (2.4) egyenleteket megkapjuk a két pumpa Adramerdsségének
aranyat:

L -1 \A=-1)0\+1)
L~ a1 N1 At (2.9)
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3. feladat

Tekintsiik azt a pillanatot, amikor mar mind az n robbanas megtortént, és a rakéta sebessége
0. Mivel a rakétara semmilyen kiilsé hatas nem hat a gravitacion kiviil, igy a robbanésok id6zi-
tésétol fliggetlentil a felszallastol kezdve egészen eddig a pillanatig minden esetben ugyanannyi
id6 telik el. Gondoljuk meg, hogy minden masodpercben g-vel csokken a rakéta sebessége, és
Osszesen nvp-al tudjuk novelni azt. Mivel a kritikus pillanatig a sebességvektor sosem mutatott
lefelé, igy a robbanasok idejétdl fiiggetleniil eddig a pillanatig
T ="% (3.1)
g
ido telt el. SOt, szintén emiatt az is igaz, hogy éppen ebben a pillanatban van a rakéta palyajanak
legmagasabb pontjan, hiszen eddig sosem zuhant, innentdl pedig csak zuhanni fog.

(a)

Ha a rakéta mozgasa soran egy tetszoleges idopontban megnoveljiik vp-al a sebességét, akkor
utdana minden pillanatban vg-al lesz nagyobb a sebessége, ahhoz képest, mint ha nem noveltiik
volna meg. Ennek oka, hogy a rakétat csak a gravitacié lassitja konstans g-vel. Ez alapjan
felirhatjuk a rakéta legfels6 darabjanak (mely az utols6 robbands utan a rakétat alkotja) el-
mozdulasat az id6 fliggvényében:

n

r(t) = Y0t — ti)vo — g/2¢2, (3.2

i=1

ahol ¢; az i. robbantas pillanata. Lathat6, hogy ha t;-t megvaltoztatjuk, példaul kicseréljiik
ti-re (ahol t; < t;) akkor az elmozdulds r'(t) — r(t) = vo(t; — t;)-vel fog néni, tehdt ha egy
robbanast hamarabb hasznalunk el, akkor utdna minden pillanatban magasabban lesz a ra-
kéta. Ez természetesen a formalis leiras el6tt is kovetkezett a fent elmondottakbdl. Mi r(7T)-t
szeretnénk maximalizalni, ezért minden robbanast érdemes a lehetd leghamarabbra idéziteni,
ami a t = 0 id6épontban van. Tehat mind az n robbanast régton a ¢ = 0 pillanatban kell
elhasznalni.

(b)

Most r(T')-t minimalizalni szeretnénk azzal a fontos megkétéssel, hogy a rakéta sosem mo-
zoghat lefelé. Az el6z6 gondolatmenetbdl az is kovetkezik, hogy minél késobb robbantunk, annal
kevesebb ideig fog a rakéta wvy-al nagyobb sebességgel menni, igy alacsonyabbra ér fel. Ez for-
malisan is lathat6: ha r(t) képletében ¢;-t lecseréljiik ti-re, ahol mar ¢, > t;, akkor az elmozdulas
r'(t) — 7(t) = vo(t; — t})-vel valtozik, ami egy negativ mennyiség, tehat csokken. Igy érdemes
a leheto legkésobb robbantani, viszont arra vigyazni kell, hogy a rakéta sebességvektora sose
mutasson lefelé, amennyiben tudunk még robbantani. Igy mindig pont arra a pillanatra
kell robbantasokat id6ziteni, amikor a rakéta sebessége éppen 0.
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4. feladat

A labdanak kezdetben csak helyzeti energiaja van, ez
Ey =mgH. (4.1)

Ez az energia egészen az elsd pattandsig megmarad, viszont utdna mdr csak ennek a 90%-aval,
azaz 0,9-szeresével rendelkezik a labda, mint mechanikai energia. A masodik pattanas utan
az addigi mechanikai energianak szintén csak a 0,9-szerese marad meg, és igy tovabb. Tehat
felirhatjuk, hogy az i. pattands utdn a megmaradt energia (ami nem alakult h6vé):

En(i) = (0,9)Ey. (4.2)

A labda akkor nem tud mér H/2 magasra visszapattanni, ha az Fy, nagysidgi mechanikai
energiajara a kovetkezo egyenlotlenség igaz:

E. <mgH/2. (4.3)

Felhaszndlva, hogy E,, az i. pattands utan éppen Ey, (i) a (4.2) és (4.3) Osszefiiggések alapjan
meg tudjuk mondani, hogy hany pattanas mulva nem éri el a kivant magassagot. A legkisebb
7, amire

(0,9)'Ey < mgH /2 (4.4)
teljesiil, lesz a megoldas. Ebbe az egyenlotlenségbe Ey = mgH-t helyettesitve:
(0,9)'mgH < mgH/2, (4.5)
tehat a kritikus i-re: A
(0,9)" < 1/2. (4.6)
Konnyen ellenorizheto, hogy a legkisebb ¢, amire ez teljestl
-1
1= Logg 0’9-‘ =T. (4.7)

Ismerve a visszapattanasok szamat a labda melegitésére forditodott energia mennyisége mar
szamithato:

Q = Eo — En(7) = mgH — (0,9)"mgH = (1 (0,9)) mgH. (4.8)
Innen a keresett Gj hémérséklet:
1—(0,9)7) gH H
T7:T0+Q:TO+( (0.9 g %T0+0,52g—. (4.9)
cm C C

5. feladat

A feladat megoldasahoz tobb tton is eljuthatunk. A kovetkezékben két médszert mutatunk
be, melyeknél egyarant kihasznaltuk, hogy zart rendszerben az ellendllasok altal adott idéegy-
ség alatt felvett energia megegyezik a forrasok altal leadott energiaval, azaz az ellenallasok
Osszteljesitményének, valamint a forrasok Osszteljesitményének eléjeles Gsszege zérus. Ebben a
megfogalmazasban a feltett kérdés tulajdonképpen a forrasok osszteljesitményére vonatkozik.
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Els6 megoldas - Kirchhoff-torvények alkalmazasa
A keresett Osszteljesitmény a két forras teljesitményének Gsszege:
P:Us-iU—i—IS-uI, (51)

ahol iy a fesziiltségforrason atfolyé aram er6ssége, u; pedig az aramforrason esé fesziiltség. A
tovabbiakban az aramkor egyes agaiban folyd aramerdsségeket jeloljiik az 5.1. abra szerint.

5.1. abra. Az egyes agakban foly6 aramok, mint ismeretlenek jelolése.

Az abran is lathaté, hogy 5 ismeretleniink van, igy 5 egyenletet kell felirnunk. A fels6 két
csomépontra Kirchhoff csomoéponti torvényébol:

iy — iy — iy =0, (5.2)

Iy +i3—1,=0. (5.3)
A 3 hurokra Kirchhoff huroktorvényét alkalmazva:

Us—R-iy — 2R iy =0, (5.4)
OR iy — 2R iy — R i3 = 0, (5.5)
io-t az (5.4) egyenletbél iy-t az (5.6) egyenletbél kifejezve:
. Us iU
lg = ﬁ - 97 (57)
o
Ezeket behelyettesitve az (5.2), (5.3) és (5.5) egyenletekbe az aldbbi 3 egyenletet kapjuk:
Jivg Us .
T—ﬁ—lg—o, (59)
) Uy
I —— =0, 1
US—R'iU—uI—R'igzo. (511)
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Fejezziik ki is-t az (5.10) egyenletbdl:

_
2R

majd helyettesitsiik be az (5.9)-be és (5.11)-be:

iz 1., (5.12)

3 "ok arTE=0 (513)
. 3ur
. —R-iy — — I, = 0. .14
Us—R-iy ¥ +R 0 (5.14)
Az (5.14)-b6l dy-t kifejezve:
. 3U[ US
oM O 1

visszahelyettesitve az (5.13)-ba:
u; 31, 33U, Uy, s

e R S Ny 5.16
4R * 2 2R 2R 2R * ( )
végiil rendezve u;-re:
AUy 10R - I
= — 1
A TR (5:17)
Visszahelyettesitve az (5.15) egyenletbe megkapjuk iy értékét is U, valamint I figgvényében:
6U, 151 U
1 = — —_ IS = ]‘
WETHR T BT R (5.18)
elvégezve az egyszerlsitéseket:
SUs 4l
g — 1
UTHUR 11 (5.19)
A keresett Osszteljesitmény az (5.1) egyenlet alapjan:
5U 41 4U; 10R - I 502  10R-1I?
P=220 U= = U — [ — 2 [ = 2 : 2
11R Us 11 Ust 11 st 11 i 11R+ 1 (5.20)
0sszevonva
502  10R - I?
=3 = . 21
11R + 11 (5.21)

Masodik megoldas - Szuperpozicio

Hasznaljuk ki a halézat linearitasat. Ekkor az erdeti kapcsolas eléall két leegyszertisitett
halozat szuperpoziciéjaként, ahol az egyes halézatok mar egyforrasos kapcsolasok. A modszer
elve szerint amikor az egyik forrast vizsgaljuk, a tobbi forrast dezaktivizalni kell. Ez annyit
jelent, hogy a fesziiltségforrast egy nulla fesziiltségli komponenssel, azaz rovidzarral, mig az
aramforrast egy nulla aramu komponenssel, azaz szakadassal helyettesitjik. Els6ként vizsgaljuk
a dezaktivizalt dramforras melletti egyszertisitett kapcsoldst (5.2. dbra):
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5.2. abra. Kapcsolas dezaktivizalt aramforras esetén.

Altaldnos esetben az ellenalldsok ereddje:

RoRs 4+ Ro Ry
Ra=R +Ryx(R3+Ry) =R+ ——————,
1 1 2 X (R3 4) Rt R+ R
a feladatban megadott R értékekkel:
2R-3R 11R
0 =R+2 2R) = -
Rey = R+ 2R x (R+2R) R+2R+3R 3
Most vizsgaljuk a kapcsolast dezaktivizalt fesziiltségforras mellett (5.3. dbra):
| —
| I
R3 Is

o e m]

5.3. dbra. Kapcsolas dezaktivizalt fesziiltségforras esetén.

Az ered§ ellendllas értéke altaldnos esetben:
RiRoRy + RoRsRy + R1R3Ry

REQZ(R1XR2+R3)XR4:

a feladatban megadott R értékekkel:
(R-2R/(R+2R)+R)-2R 10R
R-2R/(R+2R)+3R  11°

A korabban kifejtett magyarazat alapjan a keresett 6sszteljesitmény:
U.

> Is'Is'Re7
Re1+ ?

R =(RX2R+ R) x 2R =

P=U-

behelyettesitve:

5U2  10R - I2

P=1r™
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