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1. feladat
(a)

Tamas gondolatmenete nem volt helyes, hiszen v nagysagatol fliggetleniil szembol minden-
képpen
E2 = SAQQ (11)

esOt kap. A fejére esett esé mennyisége viszont fiigg v-tol:
s
E1 = tU1A1Q = ;'UlAlQ. (12)

Lathatd, hogy minél nagyobb v, annal kisebb F1, tehat minél gyorsabban fut Tamas, ¢sszes-
ségében annal kevesebb es6t kap.

(b)
Ebben az esetben az elobb elmondott gondolat halmozottan igaz. Jelolje vy vizszintes kom-
ponensét v,,, ekkor a szembdl kapott esé mennyisége:

Ey = (v+v,)tA = (1 + ?) sAs0, (1.3)

tehat ez is csokken v névelésével. Ha v, jeloli vq fliggdleges komponensét, akkor a felilrdl kapott
esO mennyisége az el6zohoz hasonldan:

S
E1 = ;UyAlg- (14)

Tehat itt is igaz, hogy minél gyorsabban fut Tamas, annal kevesebb es6 esik ra osszesen.

(c)

Jelolje tovabbra is v1 két komponensét v, és v,. Két esetet kiillonboztetiink meg egymastol:
amikor v < v,, és amikor v > v,. Az els6 esetben a feliillrél kapott es6 mennyiségét (1.4) irja
le, tehat v-vel forditottan aranyos. Szembol itt nem esik es¢ Tamaésra, viszont hatulrdl igen,
kivéve, ha v = wv,, hiszen ekkor éppen ,egyltt fut” az esovel. Mivel kezdeti feltételezésiink
alapjan most v < v,, igy a két korabbi megfigyelést egybevetve azt kapjuk, hogy v = v, az
optimalis sebesség az elsé esetben. Ebbdl viszont mar kovetkezik, hogy a legjobb megoldasra
mindenképpen v > v, igaz, igy elég ezt az esetet részletesen vizsgalni. A feliilrol kapott es6t
természetesen tovabbra is (1.4) irja le. Azonban vegyiik észre, hogy itt mar Tamas ,lefutja” az
esot, igy szembdl fog kapni

Ey = (v—v,)tAs0 = (1 — ?) sAs0 (1.5)

mennyiségil vizet. Ez a kifejezés annal nagyobb, minél nagyobb v (persze nem néhet a végte-
lenségig). gy itt az 6sszes kapott eso:

. 1
B+ B, = %vyAlg + (1 — 1;) sAq0 = ;sg(vyAl — v, As) + sAs0, (1.6)
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ezt a kifejezést kell minimalizalni. Az Osszeg masodik tagja nem fiigg v-tél, igy elég az elso
tagot minimalizalni. Ez viszonylag egyszeriien megtehet6 a kovetkezo harom eset vizsgdlataval.
Amennyiben a zardjelben szerepl6 kifejezés pozitiv, az elsé tag akkor minimalis, ha v — oc.
Ha a zardjelben szereplé kifejezés negativ, a minimum elérése érdekében az 1/v kifejezést kell
maximalizalni. Ezt Ggy tehetjiikk meg (a kiindul6 feltételezést figyelembe véve), hogy v = v,. Ha
pedig a zaréjelben szerepld kifejezés értéke 0, akkor Taméas sebessége nem szamit (mindaddig,
amig legaldbb v,-szel fut). Tehat, ha v,A; > v, A,, akkor v — oo; ha v,A; < v, Az,
akkor v = v,; ha pedig vy, A; = v, A,, akkor barmilyen v > v, az optimadlis sebesség.

2. feladat

A korong kezdetben tisztan gordiil, ebbol kovetkezik, hogy tomegkodzéppontja kortl wy =
vo/ R szogsebességgel forog, mikozben vy sebességgel halad a fal felé. Mivel a fal tokéletesen
sima, 1gy az litkozés soran a korong szogsebessége valtozatlan marad, mig a tomegkozéppont
sebessége ellentétes iranyu lesz, nagysaga pedig az eredeti sebesség k-szorosa. Az el6z6ekbél
kovetkezik, hogy az iitkozés utan a korong ,csuszva forog”, és a késObbi mozgds soran a talaj
altal kifejtett surlodasi er6 fogja ismét tiszta gordiilésre kényszeriteni.

aTK
—

w, ﬁ
!

kv

E——

[

Fs

2.1. dbra. Korong az iitkozés utani pillanatban.

A 2.1. 4dbra jeloléseit hasznalva irjuk fel a korong mozgasegyenleteit a fallal val6 titkozést
kovetoen!
A dinamika alapegyenlete vizszintes iranyban:

FS = MmarKk, (2'1)
tovabba a forgdmozgas alapegyenlete:
1
FsR=083= 5mR?B. (2.2)
Ezeket felhasznalva a korong tomegkozéppontjanak gyorsulasa és a szoggyorsulds a kovetkezo:
Fs 2F5
_ .5 e 2.3
aTk m’ Rm (2.3)

Innen a sebesség és szogsebesség idéfiiggése (az dbra koordinata-rendszerét hasznélva):
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UTK(t) = k’UO — aTKt, w(t) = —wp + 6t (24)

A korong tomegkozéppontjanak sebessége addig fog csokkenni, mig ismét tisztan nem gordiil,
hiszen a csuszasi surlédasi eré eddig képes hatni a testre. Ezt kdvetéen a tapadési surlédas
fog miikddni, mely azonban munkat nem végez, igy a sebesség nem valtozik tovabb. A tiszta
gordiilés feltétele:

vrk(t) = Rw(t), (2.5)

ahonnan a (2.2) és (2.3) egyenleteket felhasznalva a tiszta gordiilésig eltelt idé az iitkozést
kovetden:

FS 2F 2FS muvy
k”U() — Ettg = —RCUO + 7ttg = —g + thg — ttg (k’ + 1) SFS (26)
Ekkor a test sebessége a kovetkezo:
v 2k — 1
vk (teg) = v1 = kvg — (k + 1)30 =5 (2.7)

A fenti egyenletbdl lathaté, hogy amennyiben k& > 1/2, akkor v; > 0, azaz a korong az titk6zést
kovetd tiszta gordiiléses szakasz megkezdésekor tovabbra is tavolodik a faltél (vagy hatéresetben
éppen megall), igy méasodik titkzés nem kovetkezhet be.

Tehat masodik titkozés bekovetkezése csak akkor lehetséges, ha k < 1/2. Ekkor két esetet
kiilonboztethetiink meg:

1) Az elsé eset az, amikor a korong a tiszta gordiilés allapotanak elérése elétt ér vissza a
falhoz. Ennek feltétele, hogy a kvy kezdOsebességgel és ark gyorsulassal mozgd korong
falhoz vald visszaérkezési ¢ ideje kisebb legyen, mint a fentiekben kiszamitott ¢, ido:

2kvg mug mug
to = =2k <t k
°7 arx Fg w= (kT )3Fs

(2.8)

melybdl az addodik, hogy k < 1/5.

Ebben az esetben a korong éppen kv, sebességgel fog a falnak ttkozni (hiszen a két
itkozés kozott a korong ugyanannyi ideig lassult, illetve gyorsult), vagyis a visszapattanas
sebessége k*vy. A szdgsebességet kozvetleniil a mésodik titkozés utdn a (2.4) egyenletbél
(2.3) és (2.8) felhasznélasaval kaphatjuk meg:

w(t0> = —wp + 6750 = —wpy + 4/{3(,00 = (4]{3 - 1)&)0. (29)

Ebben az esetben a tiszta gordiilés eléréséhez sziikséges id6 a masodik iitkozést kovetden:

vtk () = Rw(tly), (2.10)
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részletezve, valamint felhaszndlva a tomegkozépponti sebesség és szogsebesség kozotti
Osszefliggést tiszta gordiilés esetén:

F: 2F mu
2 S _ S 12 0
Ekkor a test sebessége:
1
vrk(tl) = va = Kvg — (K — 4k + 1)% = 5(2K + 4k — 1w (2.12)

Amennyiben az igy kapott sebesség pozitiv, a harmadik ttkozés nem kovetkezik be, hiszen
a korong az tutkozést kovetéen mindvégig tavolodni fog a faltél. A fenti kifejezés két
tartomanyon pozitiv:

k< _2;\/6 ~ —2,22, (2.13)

vagy

—2+6
>7

k ~ 0,22. (2.14)

A kapott két eredmény koziil azonban egyik sem lehetséges, mivel az els6 fizikailag értel-
metlen, a masodik feltétel pedig ellentmond a kiindulé feltevésnek, miszerint k < 1/5 =
0,2. Tehat ebben az esetben biztosan 2-nél tobb iitkozés fog létrejonni.

2) A masodik eset (1/5 < k < 1/2) az, amikor a korong a tiszta gordiilés allapotaban ér
vissza a falhoz, ekkor a masodik titkozés elotti pillanatban sebességének nagysaga:

1—2k
3

1| = vo. (2.15)

Miutan a korong nekiiitkozik a falnak, ugyanaz torténik, mint az elsé titkozés utan, csak
vy lesz a korong kezdeti sebessége vy helyett. Tehat a test harmadszor is iitkozni fog a

fallal, mégpedig
1—2k\?
|va| = ( 3 ) Vo (2.16)

nagysagu sebességgel, igy ebben az esetben sem kovetkezik be pontosan két iitkozés.
(Elméleti szinten k ezen tartomanyan végtelen sok iitkozés torténik.)

Osszefoglalva tehat azt kaptuk, hogy nem lehetséges olyan k értéket megadni, hogy
pontosan 2 iitkozés torténjen.
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3. feladat

A feladat megoldasahoz elegendé a rakéta legfelsé pontjat vizsgalni. Ennek sebessége minden
robbantasnal vg-al no, és folyamatosan gyorsul lefelé g-vel. Az egyszeriiség kedvéért vezessiink
be par jelolést! Legyen T" az az idépont (az inditastél szamitva), amikor a rakéta legfelsé darabja
is leesik a talajra; t; az az id6pont, amikor az i-edik robbantés torténik; v(t) a rakéta pillanatnyi
sebessége a t idOpontban; és vn.x(t) az a maximum sebesség, ami a ¢t idépontban elérhetd az
Osszes megmaradt robbantas felhasznalasaval.

(a)

Ha a rakéta mozgasa soran egy tetszoleges idopontban megnoveljiik vp-al a sebességét, akkor
utdna minden pillanatban vg-al lesz nagyobb a sebessége, ahhoz képest, mint ha nem noveltiik
volna meg. Ennek oka, hogy a rakétat csak a gravitacié lassitja konstans g-vel. Ez alapjan
felirhatjuk a rakéta legfels6 darabjanak (mely az utolsé robbands utédn a rakétat alkotja) el-
mozduldsat az ido fliggvényében:

n

r(t) =Y (t —t;)vo — g/2t%, (3.1)
i=1

ahol a masodik tag a gravitaciobol ered6 elmozdulas. Lathato, hogy ha t;-t megvaltoztatjuk,
példaul kicseréljikk t/-re (ahol t; < t;) akkor az elmozdulds r'(t) — r(t) = vo(t; — t})-vel fog
noni, tehat ha egy robbanast hamarabb hasznalunk el, akkor utdana minden pillanatban maga-
sabban lesz a rakéta. FEzek alapjan ahhoz, hogy a rakéta barmilyen ¢ > 0 pillanatban a leheto
legmagasabban legyen, a lehetd legkorabban kell az 6sszes robbantast elhaszndlni, azaz a t = 0
idépontban. Ha kiprobalunk barmilyen mas robbantdsi sorozatot, ami egy 7" pillanatban ér fol-
det, akkor a kordbban emlitett stratégiaval a T” pillanatban magasabban, azaz még a levegében
kell lenniink, igy nem eshettiink le. Tehat valoban akkor tud a legtovabb levegében maradni a
rakéta, ha minden robbanas a t = 0 pillanatban torténik.

(b)
Vegytik észre, hogy amennyiben elhasznaltuk az Osszes robbantést, akkor v(t) = vmyax(t).

Tovéabbé, amikor a rakéta foldet ér, akkor mar nem marad robbantésa, tehat vmax (1) = v(T") <
0. Mivel v« (t) nem fiigg a kordbbi robbantasok id6zitésétdl, megadhato ¢ fliggvényében:

Umax () = nvy — gt. (3.2)
Ebbol kaphatunk egy alsé becslést T-re:

nvy — g1 < 0, (3.3)

"o (3.4)

g
Tehat legalabb ennyi ideig fog a levegbben maradni a rakéta. Egyenloség pontosan akkor lesz,
ha éppen 0 sebességgel érkezik a talajra. Most belatjuk, hogy ez mindig elérheto. Ha n paros,
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akkor el6szor robbantsunk egyet, ekkor vg lesz a rakéta sebessége. Ezutan megvarjuk, hogy
—vg sebességgel visszaérjen a talajra, és pont miel8tt elérné azt, robbantunk kettst. Igy djra
vo sebességgel fog felfelé repiilni. Ezt addig ismételgethetjiik, amig csak 1 robbantdsunk ma-
rad. Amikor ez bekovetkezik, a foldetérés pillanataban hasznaljuk el az utolsot, igy éppen 0
sebességgel széll le a rakéta. Ha n > 1 paratlan (n = 1 esetén nincs értelme a feladatnak),
akkor elGszor ismét robbantunk egyet, ezzel vg lesz a sebesség. Ezutdn megvarjuk, hogy —wvg/2
legyen a rakéta sebessége, és ismét robbantunk egyet, igy vg/2-re noveljik azt. Amikor —wvq
lesz a rakéta sebessége, akkor (a szimmetria miatt) pont a foldfelszinen lesz. Igy ha ebben a
pillanatban robbantunk egyet, akkor 0 nagysdgu sebességgel fog a talaj szintjén tartézkodni
ugy, hogy mér csak paros szamu robbantasa van héatra. Ha ez 0, akkor készen vagyunk, ha
pedig nem, akkor ezzel a konstrukcioval visszavezettiik az el6z6 esetre a problémat.

4. feladat

Tekintstk elészor a foldi kornyezetet! Mivel a megpoccintés el6tt a dugd egyensilyban van, és
a palack helyzete vizszintes, a bezart levegd kezdeti nyoméasa megegyezik a kiilso légnyomassal,
ezt jelolje py.
Téritstik ki a dugot egy kicsiny Az-el a palack belseje felé. Mivel gyors folyamatrél van szo,
valamint az iiveg rossz hovezeto, igy az allapotvaltozas adiabatikusnak tekintheté. Ekkor a géz
1j bels6 nyomaésa a Poisson-egyenlet alapjan:

K / poVy' ( Vo )“ AzA\"
pV const. = p, (Vo — AzA)r Po Vo — AzA Po Vi ) (4.1)

melyre alkalmazhatjuk a megadott kozelitést, mivel AzA/Vy < 1:

AM) . (4.2)

Vo

Felirva a dugéra hat6 erék ereddjét a kitéritett helyzetben (Ax irdnyat pozitivnak vélasztva):

pé%p0<1+ﬁ

AQ
Y F =plA—pA= —RVOAyc, (4.3)

mely lathatéan Ax-el ardnyos, illetve azzal ellentétes iranyba mutat. Ez pedig éppen a harmo-
nikus rezgémozgas dinamikai feltétele. Innen a rezgés frekvenciaja:

kA2
fom 22 (1.4

A Diirdnusz esetén a megoldas elve az el6zével teljesen analdg, azzal a kiillonbséggel, hogy
ezen a bolygén minden idedlis hovezetd, igy a palackba zart gaz allapotvaltozasa izotermnek
tekinthetd. Tehat a nyomasokra ebben az esetben a Boyle-Mariotte-torvény irhatoé fel:

pV = const., (4.5)
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mely tulajdonképpen tekinthetd a Poisson-egyenlet egy specidlis esetének, ahol kK = 1. Az el6z6
megfontolasok alapjan a Diiranuszon tapasztalhato rezgés frekvenciaja:

[ A2
o= Ve (4.6)

Ezek alapjdn a két rezgés frekvencidjanak aranya (felhasznélva, hogy mindkét bolygén a 1égkort
alkoté gaz kétatomosnak tekinthetd):

;E:\/E:\/Eml,w. (4.7)

5. feladat

Elektrodinamikai ismereteinket figyelmen kiviil hagyva érvelhetnénk a kovetkez6 mddon:
,Kezdetben a rendszer perdiilete zérus, igy a folyamat végén is zérus kell legyen, hiszen nem
hatnak kiilsé erok, igy kiilsé forgatonyomatékok sem.” Ezen érvelés azonban nyilvanvaléan hi-
bés, hiszen az elektromagneses mez6 rendelkezik impulzussal és perdiilettel (gondoljunk pél-
ddul a fényre). Tehat a fizikailag helyes gondolatmenet a kovetkez6: ,Mivel az elrendezésre
nem hatnak kiils6 erdk, igy forgatényomatékok sem, vagyis meghatarozva a rendszer (korong
és elektromagneses mezd) dsszperdiiletét a kiindulé allapotban és végéllapotban, megkapjuk a
feladat megoldasat.” A megjegyzés alapjan a megoldas soran kvazi-staciondarius kozelitést al-
kalmazhatunk, azaz a sugarzasi effektusokat elhanyagoljuk. Ez jelen esetben lényegében azt
jelenti, hogy az aramok altal keltett mégneses mez6 azonnal kiépiil a rendszer tartomanyaban
(azaz R < T'c, ahol T altaldnosan az dramerdsség idébeli véltozasara jellemz6 karakterisztikus
id6, ¢ pedig a hatérsebesség).

Ebben a megkozelitésben a folyamat teljes dinamikajat nyomon tudjuk kovetni. Elséként
hatarozzuk meg a valtozo magneses mezo altal indukalt elektromos mez6 erdsségét a toltott
gylrl helyén. Ehhez irjuk fel a Faraday-torvényt:

. A

2RmnE = —® = “A7 — —Ad =2RwFEAt. (5.1)
Ezen id6ben valtozo elektromos mez6 a Maxwell-egyenletek alapjan magneses mezot indukalna,
azonban felhasznélva a kvazi-stacionarius kozelitést ezt, és a magasabb rendi tagokat elhanya-
golhatjuk. Irjuk fel a gytirtire Newton II. térvényét:

Aw

GE = FR — OAw = FRAt = QFERAL. (5.2)
Behelyettesitve a Faraday-torvénybdl kapott eredményiinket, kifejezhetjiik a szogsebesség val-
tozasat a fluxusvaltozassal:

OAw = QERAL — —Qéf. (5.3)
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Az aram megszakitasaval a fluxus O-ra csokken, igy a tovabbiakban a kiils6, ) toltési gytiri
altal kozbezart fluxust kell meghatéaroznunk. Elvégezve a At szerinti dsszegzést (a negativ eldjel
eltiinik, mivel a ® zérusra csokken, {gy AP negativ):

(Pkezdeti
OWygess = . 5.4
rtgss = Q2 (54)

A kezdeti fluxust tobb mddszerrel is meghatarozhatjuk. Egy lehetoség, ha felhasznaljuk a mag-
neses tér forrasmentességét. Ekkor integraljuk a magneses fluxust egy megfelel¢ zsdkfeliileten,
melynek pereme az R sugart, () toltést gytri. Ezt a nyitott zsakot zarjuk be  kiviilrol” egy
masik zsékfeliilettel, mely egy AR sugaru félgdmbbdl, és a gytirti sikjaban 1évé azon pontokbdl
all, melyek ezen félgomb pereme és az R sugaru toltott korgytiri kozé esnek. Ekkor, mivel a
magneses mez6 forrasmentes, és az elektromagneses mez6 ,eltlinik” a végtelenben, a A — oo
hataresetben arra jutunk, hogy a bezart fluxus nagysaga megegyezik az R sugart koron kiviil
esO fluxus nagysagaval, mely athalad a gytirt sikjan.

Ennél elegansabb megoldast kapunk, ha felhasznaljuk a kolcsonos indukeids egytitthatok szim-
metriajat. Ez azt jelenti, hogy amennyiben van két tetszoleges, zart aramvezetd hurkunk, és az
1-es szamu @ fluxust olel korbe, mikozben csak a 2-es szamuban folyik I nagysagu aram; ak-
kor a kolesonos indukcios egyiitthatok szimmetridja miatt, ha az csak az 1-es szamu vezetGben
folyna I nagysagu aram, akkor a 2-es vezetd altal korbezart fluxus szintén @ lesz. Formalisan
megfogalmazva:

Oy = L1y + Loy, (5.5)
Dy = Loly + Lot 14, (5.6)
L21 = L12. (57)

Az €el6z6 gondolatmenetet felhasznalva a magneses dipol terének integralasa helyett elegendo
az egy nagy korvezet$ altal keltett magneses mezd erdsségét meghatarozni a kor kozéppont-
jdban. Ez a Biot—Savart-torvény felhasznédlaséval egyszeriien ad6dik (felhasznalva, hogy a kor
kozéppontjanak kozelében, ahol az r < R sugari korvezetonk van, a magneses mezd erdssége
alland6nak tekintheto, igy elegendé a kézéppontban 1év6 értékét meghatarozni):

,u()] dl x r [1,0] dl ,uoj
dB="—"———F — dB=—— — B="—. 5.8
4 |,,,|3 47 R? 2R (58)

Ebbdl a keresett fluxus:
r2m ol

@ ezdeti — y 5.9
i = 5.9

behelyettesitve az (5.4) egyenletbe és rendezve, a kérdezett szogsebesség:

r2ul

végsé — . 5.10
s = @ pg (5.10)
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