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El. Egy kriminalisztikai laborban rendelkezésiinkre all egy kétkart mérleg, valamint nyolc, a tomegiikkel cimkézett
mérgsuly, melyek tomege 1,2,...,8 kg. Egy nyomozéas sorédn talaltak egy aranytombot, amely tomege megegyezik
az egyik mérésilyéval. Egy mérés soran a kétkarti mérleg segitségével az aranytombot Gsszehasonlithatjuk az egyik
mérésillyal. Egy ilyen mérés koltsége a hasznélt mérdsuly tomegével egyenld Diirer dollar. Legkevesebb hany Diirer dol-
larbol hatarozhaté meg biztosan az aranytomb tomege? Adjatok meg olyan méréseket, melyekkel ennyi Diirer dollarbol
meghatarozhato, és indokoljatok is, hogy kevesebbdl miért nem lehet!

Példdul ha az aranytombot a 2 kg-os sullyal hasonlitjuk 0ssze, akkor ennek a mérésnek a kéltsége 2 Diirer dolldr. A
mérések fiigghetnek a kordbbi mérések eredményeitdl.

2023-as Alkototabor kombi workshop

Megoldas: Legyen az els§ mérésiink az, hogy az 5 kg-os merdsillyal hasonlitjuk 6ssze az aranytémb
tomegét. Ha ennél nagyobb az arany tomege, akkor a 7 kg-os stllyal 6ssszehasonlitva megallapithatjuk
az értékét. Ha kisebb mint 5 kg, akkor a 3 kg-os, majd az 1 kg-os stullyal val6 6sszehasonlitassal tudjuk
meghatarozni. Ez 6sszességében legfeljebb 12 dollarba keriil.

Belatjuk, hogy ennél olcsébban nem lehet. Ha az els§ mérés soran a 6 kg-ossal hasonlitjuk ossze az
aranytombot, és az jon ki, hogy a tomb a nehezebb, akkor még 6ssze kell hasonlitani vagy a 7 kg-ossal
vagy a 8 kg-ossal, hogy meg tudjuk mondani a tomegét, de ez mar legalabb 13-ba keriil. Ha legalabb
7 kg-os sullyal kezdiink, és azt kapjuk valasznak, hogy kénnyebb az arany, akkor ha 5 vagy 6 kg-os
az arany, ahhoz hogy el tudjuk donteni melyik, az egyikkel Gssze kell hasonlitani, ami miatt ebben
az esetben is kell legaldbb 12 dollar. Ha pedig az els6 mérés sorédn a 4 kg-ossal vagy konnyebb sullyal
hasonlitanank Ossze, akkor ahhoz, hogy meg tudjuk kiilonboztetni egymastol azt a két esetet, hogy az
arany 5 kg-os vagy 6 kg-os, illetve azt a kettst, hogy 7 kg-os vagy 8 kg-os, 0ssze kell hasonltani a silyt
a szamparok egyikével, ezért legalabb két mérés kell, melyek 6sszesen legalabb 5 + 7-be keriilnek, igy
Osszesen legaldbb 1+ 5 4+ 7 = 13-ba. Ezzel kész vagyunk a bizonyitéassal.

1/7



TN
P .S .
X <% XVIIL S

16(3 | 2 A

Tl G- Durer Verseny

o | ¢f 7|12 / /
1| Helyi fordulé (2024. 11. 22.)
Megolddkulcs

%“‘ VERSEN,,

N

~ kategoria

E2. Legyen k egy O kozéppontia kor és P egy pont k-n kiviil. Legyenek a P-bél k-hoz htizott érinték e és f, ezek
érintési pontjai rendre E és F'. Legyen A egy pont a PFE szakasz belsejében. Az A-boél k-hoz huzott érintsk legyenek e és
g. Jelolje B az f és g egyenesek metszéspontjat. Tegyiik fel, hogy az FPF sz6g hegyesszog, tovabba PBA< = APB<.
Bizonyitsatok be, hogy a PB és AF szakaszok felez6pontjait 6sszekots egyenes atmegy O-n!

Hegediis Dani és Janosik Maté feladata

Megoldas: Jelolje M a PB szakasz felezGpontjat. Mivel
a feladat feltétele szerint az ABP haromszdg egyen-
16szard, ebben a héromszégben az AM sulyvonal egy-
ben magassagvonal és bels6 szogfelezs is. A PF egyenes
érinti a k kort, igy OF L PF. S6t, OF 1L MF, mert
M rajta van a PF egyenesen. Még azt is vegyik észre,
hogy az AO egyenes felezi az K AB<t-et, mivel az AE, AB
egyenesek érintik a k kort. Tehat az AO egyenes a BAP<
kiils6 szogfelezdje, amirsl tudjuk, hogy merdleges az AM
belsd szogfelezére. Az eddigiek alapjan az AM FO négy-
szoghen az A, M, F cstucsoknal mind derékszogek van-
nak, azaz AM FO téglalap. Mivel a téglalap atloi felezik
egymést, igy az AF szakasz felezGpontja egybeesik az
OM szakasz felez6pontjaval. Innen az allitds adodik.
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E3. Azai,as,...6s50b1,ba,... pozitiv egészekbdl 4ll6 végtelen sorozatokra teljesiilnek az alabbi feltételek minden i > 1
esetén: b
(e77 7

e ha lnko(ai,bi) > 1, akkor Ai+1 = és bi+1 =

Inko(a;, b;) Inko(a;, b;)’
e ha pedig Inko(a;, b;) = 1, akkor a;+1 = a; + 1 és bip1 = b; + 2.
Hatarozzatok meg az osszes olyan (a1, b1) szampart, melyre az (a1,b1), (a2, b2), . .. szamparokbol allo végtelen sorozatban
lesz olyan szampéar, mely végtelen sokszor szerepel!
Az Inko(p,q) a p és q szdmok legnagyobb kozds osztdjdt jeloli.

Moricz Beni feladata

Megoldas: Legyen by = 2a1+c¢ alaki, ahol ¢q egy egész szdm. Tovabba minden i-re hasonl6an irjuk fel
a b; sorozat elemeit b; = 2a; + ¢; alakban. Ha valamilyen j-re a; és b; relativ primek, akkor a szabalyok
szerint aj 11 = a; + 1 és bj41 = b; + 2. Ha b; = 2a; + ¢;, akkor bjy1 =bj +2 =2a; +¢; +2 = 2(a; +
1) +¢j = 2a;41 +¢j. Igy ezen lépések alkalmaval cj+1 = ¢;. Ha pedig valamilyen k-ra Inko(ay, by) > 1,
akkor a sorozatok kovetkezd tagjait a legnagyobb ko6zos osztéjukkal valo leosztéassal kapjuk. Ekkor

— 4 — aj 4 — by ‘ — _2aptcy Ck
bk = 2ap, + ¢ esetén k1 = Inko(ag,by) €8 bk+1 ~ Inko(ag,bk)’ 18y bk+1 ~ Inko(ag,bg) 2ak+1 + Inko(ag,by)’
— Ck : . P 2 P o
azaZ Chi1 = Tpo(an gy - Mivel Inko(ag, bx) > 1, ezért ezen lépés utan 0 < |cp41| < |cg| (kivéve ha ¢, = 0,

mert akkor c¢xy1 = 0), de tudjuk, hogy cii1 tovabbra is egész, mivel by és 2axyq is az.

Ha ¢; nem nulla, akkor csak véges sokszor tudjuk leosztani 1-nél nagyobb egész értékekkel, kiilon-
ben egy id§ utdn mar nem lenne egész a c¢; sorozat értéke. Ekkor lesz egy utolsd leosztas, azaz egy
utolso lépés, ami el6tt Inko(a;, b;) > 1 teljesiilt. Ezutan mar mindig Inko(a;, b;) = 1, azaz innentdl az
a;+1 = a; + 1 és bj11 = b; + 2 szabalyok szerint folytatdédnak a sorozatok. Ekkor nem lehet olyan szam-
pér, ami végtelen sokszor szerepel, mivel véges hosszu rész utan szigortian monoton néni fog mindkét
sorozat. Ha pedig ¢; = 0, akkor by = 2a1, azaz vagy a1 = 1 és by = 2, vagy as = 1 és by = 2. Innentdl az
(1,2) és (2,4) szamparok ciklikusan fogjak egymast kovetni, azaz végtelen sokszor szerepelnek majd a
sorozatban. Tehat akkor és csak akkor lesz olyan szampar, amely végtelen sokszor szerepel, ha b1 = 2a;.

2. Megoldas: Vegyiink fel egy koordindtarendszert és ennek x tengelye jelolje az a; sorozat értékeit,

mig az y tengely a b; sorozat értékeit. Jeloljiik be a koordinatarendszerben minden i egészre a (a;, b;)
pontot. Mivel a sorozatok elemei pozitiv egészek, ezért minden bejeldlt pont az elsd siknegyedbe esik.
Vizsgéljuk a bejelolt pontok tavolsagat az y = 2x egyenestdl. Ha valamilyen k-ra Inko(ag, b)) > 1, akkor
az origo és az (ag, by) pont szakaszén van még racspont, igy a kovetkezs lépésben az ilyen racspontok

koziil az origohoz legkozelebbit fogjuk kapni, hiszen ekkor (agyi1,brr1) = (lnko& L lnko(b;k bk)>' Ha

az (ag, by) pont az y = 2x egyenesre esett, akkor (ax41,bk11) is, ha viszont nem, akkor ez se fog raesni
az y = 2z egyenesre, viszont szigorian kozelebb kertiltiink ehhez (a tavolsag legalabb felez6dott). Ha
pedig valamilyen j-re Inko(aj,b;) = 1, akkor (aj+1,b;41) = (a; + 1,b; + 2), igy a kévetkezd pontot
(aj,bj)-bél az (1,2) vektorral lépve kapjuk meg. Ez a vektor parhuzamos az y = 2x egyenessel, igy e
soran a tavolsag az egyenestdl nem valtozik (ha eddig 0 volt, most is az marad).

Igy ha az els6 pont nem az y = 2z egyenesre esik, akkor nem is keriilhetiink erre ra. Mivel az
y = 2z egyenes racionalis meredekség, igy létezik hozza legkozelebb es6 racspont. Igy a tavolsagunk
az egyenestol csak véges sokszor csokkenhetett (hiszen minden csokkenés soran legalabb felezgdott ez),
azaz egy id6 utan mar csak ezzel az egyenessel parhuzamosan lépkedhetiink. Ebben az esetben tehat
nem lesz olyan pont a siknegyedben, amelyet végtelen sokszor érintlink. Ha viszont az els6 pont raesik
az y = 2x egyenesre, akkor az el6z8 megoldashoz hasonléan a masodik szampartol az (1,2) és a (2,4)
fog felvaltva ismétlédni, azaz lesz olyan szampar a sorozatban, ami végtelen sokszor szerepel. Ismét
belattuk, hogy akkor és csak akkor lesz olyan szampér, amely végtelen sokszor szerepel, ha by = 2a;.

Megjegyzés: 1 és 2 helyett tetszdleges c,d egészekkel is igaz marad az dllitds, azaz akkor és csak akkor

lesz végtelenszer eldforduld szampdr, ha by = %al.
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E4. Adott egy n pozitiv egész és egy ¢ > 1 valos szam. A fold alatti Albrecht Bankot az imént kiraboltak, az n
rablé éppen most menekiil el a helyszinrél. A rablas el6tt minden biin6zs elrejtett egy-egy robogot a felszinen kiilonb6zs
pontokban. A bankrablok épp most értek fel a felszinre, kiillonb6z6 kijaratokon keresztiil. Azt figyelhetjiik meg, hogy ha a
biindzsk helyzeteit c-szeresére nagyitanank a bank felszini f6bejaratabol, akkor mindannyian éppen a sajat robogojuknél
lennének.

A bankrablok el szeretnének menekiilni a robogokkal (nem feltétleniil a sajatjukkal), de mindegyik robogoéra csak egy
ember fér fel. A rend&rség tton van, ezért mindenkinek a legréovidebb taton kell elfutnia egy robogohoz. Bizonyitsatok be,
hogy a rablok Osszesen nem tehetnek meg kevesebb tavolsagot a robogbékhoz futva, mint ha mindenki a sajat robogdjat
valasztana!

A bank fébejdratdt, a rablokat és a robogdkat pontszerinek tekintjik, a terep teljesen sik.

Kokényesi Mark feladata

Megoldas: A megoldés soran d(X,Y) jeloli az X és Y pontok tavolsagat a sikon. El§szor fogalmazzuk
at a feladatot a matematika nyelvére. Adott n pont a sikon, Aj, A, ..., Ay, és legyen az Al az a pont
1 <4 < n esetén, amit tgy kapunk, hogy A;-t az origobdl c-szeresére nagyitjuk. Azt kell belatni, hogy
ha valahogyan parositjuk az Aj, Ao, ..., A, pontokat az A}, AS, ... A}, pontokkal, és nézziik a parba
allitott pontok tavolsagainak az Osszegét, akkor ez minimalis, ha minden i-re A; parja A..

Gondoljuk meg el8szor azt az esetet, amikor minden A; pont rajta van egy O-bol indulé ¢ félegyenesen.
Allitsuk valahogy parba a pontokat, legyen A; az egyik pont, aminek a parja A;. Ekkor a haromszoge-
gyenl6tlenség szerint d(O, A}) < d(O, A;) +d(4;, A}), amit atrendezve d(4;, A%) > d(0, A}) —d(O, A;).
Ezeket az Osszes parra Osszeadva azt kapjuk, hogy a keresett mennyiség, azaz a parokban a tavolsagok
Osszege, legalabb

zn: d(0, A}) — zn: d(0, A;).
=1 =1

Azonban figyeljiik meg, hogy ha minden A;-t a hozza tartozo Al-vel allitjuk parba, akkor éppen ennyi
lesz a tavolsdgok Osszege, igy tényleg ebben az esetben lesz minimalis az Gsszeg.

Most térjiink ra az éaltaldnos esetre, amikor a pontok nem biztos, hogy egy félegyenesen vannak, és
valahogy parba vannak alltitva az Ay, Ag, ..., A, pontok az A}, A}, ... Al pontokkal. Az otlet az,
hogy vezessiik vissza az allitdst arra az esetre, amikor a pontok egy félegyenesre esnek. Legyenek
By, By, ..., B, olyan pontok, amik mind az O-bo6l indulo ¢ félegyenesre esnek, és d(O, B;) = d(O, 4;)
minden i-re. Legyenek tovabba a B, B, ..., Bl pontok rendre a By, Bo,..., B, pontok c-szeresére
nagyitottjai az O-bol. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha az A; pont péarja A;, akkor d(Bi,B}) <
d(A;, A%). Ez intuitivan azért van, mert az OB;B; elfajulé haromszog, és az OA; A’ haromszog két
oldaldnak hossza megegyezik, igy a harmadik az elfajul6 esetben lesz a legkisebb. Precizen

d(B;, B}) = |d(0, B;) — d(O, B))| = |d(0, A;) — d(0, A})| < d(A;, AY),

ahol az els6 egyenlgség amiatt van, mert O, B;, B;- egy egyenesre esnek, mig az utolsd az OAiAg harom-
szogben felirt haromszog-egyenlGtlenség kovetkezménye.

Azt bizonyitottuk tehéat, hogy ha az A; pontok helyett a B; pontokat nézzik, és ugyanazt a péar-
baéllitast, akkor a B; pontokhoz tartoz6 parokban a tévolsagok Gsszege legfeljebb akkora lesz, mint az

A; pontoknal vett parok tavolsagainak Osszege. Az utolso kulcs észrevétel pedig az, hogy ha minden
i-re A; és Al egymés parja, akkor itt egyenldség all fenn, azaz

S (B B = 3 d(An A
=1 =1
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Ezt 6sszerakva azzal, hogy a félegyenesen méar megoldottuk a feladatot, azt kapjuk, hogy tetszéleges
parositas esetén az A; és a parjaik tavolsadgainak az Osszege legfeljebb akkora, mint az ugyanahhoz a
parositashoz tartozo B; és parjaik 6sszege. Ezt viszont alulrél becsiili > - | d(B;, Bl), ami pedig egyenld
ay i d(A;, Al) 6sszeggel, és ez éppen az a tavosagdsszeg, amikor minden A; az Al-vel van péarositva.
Ezzel belattuk a feladat allitasat.
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E5. Egy pozitiv egészekbdl 416 (a, b) szampért nevezziink krimindlisnak, ha 10-es szamrendszerben ugyanannyi jegybsl
allnak, tovabba négyzeteik kiilonbségét megkaphatjuk gy, hogy a két szamot egymaés utan irjuk valamilyen sorrendben.
a) Hatarozzatok meg az Osszes olyan kriminalis (a,b) szampéart, melyre a osztéja b-nek!

b) Létezik-e relativ primekbdl allé kriminalis szampar?

Két szdm relativ prim, ha a legnagyobb kozos osztdjuk 1.

Horvdth Aron és Beke Csongor feladata

Megoldas:

a) Legyen a és b jegyeinek szama k, az altalanossag megsértése nélkiil tegyiik fel hogy b > a. Ekkor
k>1és 1051 < a,b < 10*. Ha a mogé leirjuk b-t akkor 10* - @ + b-t kapunk, ha b mogé a-t, akkot
pedig 10¥ - b + a-t.

Vegyiik észre, hogy b —a? < b < 10¥.b < 10¥-b+a, tehat az nem lehetséges, hogy b?>—a? = 10*-b+a.
(akkor sem, ha elhagyjuk azt a feltételt, hogy alb).

Tehat csak azt az esetet kell vizsgalnunk, ha b* — a? = 10 - @ + b. Mivel alb, ezért valamilyen
természetes f-re £ - a = b. Mivel a-nak és b-nek ugyanannyi jegye van (és mindketts pozitiv), igy
1 < ¢ <9. Irjunk a korabbi képletben b helyére ¢ - a-t:

(ta)? — a® = a - (10% + 0)
Ezt atrendezve:
a2 (=1 =a-(10F+0)

Vagyis
a-(2—1)=10"+7

Vizsgaljuk meg ezt az egyenl@séget:

e Ha ¢ paratlan, akkor a bal oldal paros (mivel £2 — 1-gyel szorzunk), a jobb oldal pedig paratlan
(mivel egy paratlan és egy paros szam Osszege), ami ellentmondés. A tovabbi esetekben fel fogjuk
tenni, hogy ¢ paros (azaz 2,4, 6, vagy 8).

e Ha /¢ =2, akkor a = 1202 T = 333...334 és b = 2a = 666...668 (ahol a szdmokban k — 1 db 3-as,

illetve 6-os jegy van). Az ilyen alakua (a,b) szamparok eleget tesznek a feladat feltételeinek.

e Ha ¢ > 2és k > 1, akkor a bal oldal legalabb 15a (hiszen 42 — 1 = 15), ami a > 10*~! miatt
legalabb 15 - 10*~1 = 10* 4 5 - 10*~1. A jobb oldal (£ < 9 miatt) legfeljebb 10 + 9. Tovabba
k > 1 miatt 10* +5-10*71 > 10¥ + 510" > 10* + 9 > 10* + ¢, ami ellentmond a két oldal
egyenlGségének.

e Ha ¢ > 4 és k = 1, akkor a jobb oldal kisebb 20-nal, a bal viszont legalabb 62 — 1 = 35, ami
ellentmond a két oldal egyenlGségének.

o / =4 és k =1 esetén pedig se az (a,b) = (1,4), se pedig az (a,b) = (2,8) nem lesz testvér
SzZAmpar.

Tehat az Osszes ilyen testvér szampar: a = 333...334, b = 666...668, ahol a és b ugyanannyi jegytek.

b) Tegyiik fel, hogy a és b relativ prim testvérek. Megint eljutunk a b* —a? = 10*-a+b egyenldségig,
ami atrendezve: b(b — 1) = a(10* 4 a). Mivel a és b relativ primek, a | b — 1, legyen b = a - £ + 1. Mivel
a és b és k jegytiek, 1 < ¢ < 9. Ekkor az egyenletbe b = a - £ + 1-et helyettesitve és az a) részhez
hasonlbéan atrendezve:

a-(F-1)=10"—7
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e Paratlan ¢ esetén az a) részhez hasonloan nincs megoldas, mivel a két oldal paritasa kiilonbozs.
e Most, az a) résszel ellentétben, £ = 2 esetén sincs megoldas, mivel 3 § 10¥ — 2.

e / > 3 esetén pedig a bal oldal, szintén az a) részhez hasonléan, legalabb 15a, ami a > 108!
miatt legalabb 15 - 10¥~1 > 10* > 10* — £, ami ellenmond a két oldal egyenl8ségének.

Tehét nem létezik relativ primekbdl all6 testvér szampaér.
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