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1. feladat

Mivel Micimacko és a labda tomege ugyanakkora, igy a labda eldobasakor Micimacké fiiggoleges
sebessége is v, lesz. Ezzel a sebességgel

t=2%

g

(1.1)

id6 mulva fog Gjra visszaérni a perem szintjére. Ekkorra a labdanak is vissza kell érnie erre a
szintre. Vegyiik észre, hogy Micimackonak és a labdanak az ,z-koordinataja” mindig meg fog
egyezni, hiszen végig ugyanakkora vizszintes sebességiik van. Tehat a talalkozashoz elég ha a
labda is a perem szintjén van t idével az eldobas utan. A feladat szerint a labda a szakadék
aljaval is tokéletesen rugalmasan titkozik, igy ugyanannyi idot tolt zuhanéssal, mint emelkedés-
sel; és a perem szintjének elérése utan sebessége djra v, lesz. A zuhandssal toltott idot jelolje
t1. Ekkor ahhoz, hogy Micimacké és a labda talalkozzanak a kovetkezonek kell teljesiilnie:

to=1/2= Zy. (1.2)

Ekkor viszont fel tudjuk irni ho-t:

2 2 2 2
9,2 vy g Yy Yy 1oy 3 vy
hy=vt1 4+t =v,—+2 -2 =—"2+_.2=_.-2 1.3
2 Uy 1 + 2 1 Uy + 2 92 g + 2 g 2 g ( )
Persze hi-et is fel tudjuk irni, hiszen Micimackd éppen t; ideig emelkedett:
2
9, 1 vy
hy =wv,ty — =t] = = - —. 1.4
L (1.4)

A sikeres ugrdlashoz még az is sziikséges, hogy minden tovabbi ugras is megvalosithaté legyen.
Vegyiik észre, hogy Micimacké és a labda els¢ talalkozasa utan pont ugyanaz torténik, mint az
eldobas pillanataban, ez pedig garantalja nekiink azt, hogy a tobbi ugras is sikeresen véghe-
mehessen. Tehét valoban lehetséges (lenne) Micimackéonak atkelnie a szakadék f6l6tt. Az ehhez
sziikséges hy /ho ardany pedig:

hi 1
=" 1.5
By 3 (1.5)
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2. feladat

Egy koriv tomegkozéppontja a szimmetriatengelyen helyezkedik el, a kor kozéppontjatol szami-
tott h/p tavolsagra, ahol h a korivhez tartoz6 har hossza, ¢ pedig a kozépponti szég radidnban.
Félkorivnél ez 2R /7. A gylirii tomegkozéppontjanak s tavolsiaga a geometriai kozepétél (feltéve,
hogy my > my!):

2R 2R
my (—s) =My (—I—s), (2.1)
0 T
ahonnan: R
= 2B m—my 2.2
™ my + Mo
A geometriai kdzéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték
Ok = miR* + myR* = M R?, (2.3)
ahol M = m; + my. A Steiner-tétel alapjan Ok = Orkp + Ms?, ahonnan
@TKP =M <R2 — 82) . (24)
Tetszoleges, a tomegkodzépponttol d tavolsagra 1évo felfiiggesztési pontra
O4 = Orxp + Md®. (2.5)

A fenti paraméterekkel jellemezheto fizikai inga fliggvénytablazatban is megtaldlhato lengés-

ideje:
@d 2 @d
T=2 \[— 2.6

mely akkor minimélis, ha ©4/d minimalis:

O4  Orkp + Md®  Orxp
d d - d

Ezt meghatarozhatjuk példaul tigy, hogy alulrél becstiiljitk a szamtani és mértani kozepek kozotti

egyenlotlenség alapjan:
OrKe | arg > 24/ OTP  3rg — 9\ /MOrre. (2.8)
d - d

Egyenloség akkor 1ép fel, amikor a két tag egyenlo, azaz

e o

d* = R*— s (2.10)

+ Md. (2.7)

(2.4) és (2.9) alapjan:

LA maésik eset is hasonlé médon, ugyanahhoz a megolddshoz vezet.
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2.1. abra. A felfiiggesztett gytri.

A koszinusztétel miatt az (2.10) egyenléség csak akkor all fent, ha az dbrdn szereplé a szog
derékszog. Vegytk észre, hogy az dbrdn szerepld d hosszi szakasz mindig fiigg6leges (hiszen
ekkor van a gytirli stabil egyensilyi helyzetben, ami koriil a kis kitérésti lengések periodusidejét
vizsgaljuk), igy « csak akkor lehet derékszog, ha az s hosszu szakasz vizszintes. Ez pedig csak
akkor fordulhat el6, ha ugy akasztjuk fel a gytriit, hogy a két Osszeillesztési pont egy
fiiggbleges egyenes mentén helyezkedjen el. A minimélis lengésidé (2.4), (2.6), (2.7) és
(2.8) alapjén:

27 @d 2 n 4@TKP 4 4 (R2 - 82)
Trinin = \|— = \[2¢ M = 2m| =2y ———. 2.11
min \/M_g d \/M_g @TKP m M92 ™ g2 ( )

Ebbe (2.2)-t behelyettesitve adédik, hogy

[im i (2 mm)]

mi+ma
T = 27 . 212)
Ha my > msy akkor 1> my/my =~ 0, igy
2R — 2R 1-— 2R
g Mt ma—my 2R 1-—ma/my 2R (2.13)
T Mp + Mo T 14 m2/m1 ™
A fenti egyenlet és (2.10) alapjan:
4R? 4

Olyan, mintha az mo tomegl félgytri ott se lenne, azaz a felfiiggesztési helyek az m,
tomegii félgytri silypontjan atmend, a szimmetriatengelyre merdleges egyenes, és
a félkoriv metszéspontjain vannak. A lengésidé (2.10), (2.11) és (2.14) alapjan:

JAR? (1- %)

Tmin =27 92

(2.15)
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3. feladat

A megoldas alapgondolata, hogy a szivattya altal végzett munka megegyezik a rendszerben
bekovetkezo energiavaltozassal a medence feltoltése soran. Vizsgaljuk meg kiilon-kiilon a nyitott
és zart tartaly esetét! Ezeket szemlélteti a 3.1. abra.

S Medence SN Medence
—_ ——_-m, _ —_-m,
o H — H
B Y
m, # m,
2/3h , 2/3h . .
1/3hI e _— - —_ - Szivattyu 1/3hI e _— - —_ - Szivattyu
-T== O A O E’L """" Ep:() -T== O A O E" """" Ep:0
(a) Nyitott tartély. (b) Zart tartély.

3.1. abra. A vizsgalt két eset.

Nyitott tartaly esete

Ebben az esetben a szivattyu altal végzett munka pusztan a viz helyzeti energidjanak meg-
valtoztatasara forditodik (felhasznélva, hogy a kicsurgd viz sebessége elhanyagolhatéan kicsi),
hiszen a mozgd viztémeg mindkét oldalon kapcsolatban all a kiilsé levegovel, igy a két oldalon
a légkor altal végzett munka épp kioltja egymast. A potencidlis energia nullszintjét a szivattyu
magassagaban felvéve a helyzeti energia megvaltozasa:

1 1
AE, = mygH — myg <3h + 6h> , (3.1)
részletezve:
AB, = 0AShgH — gAXhgin = o4 h<1H 1h) (3.2)
h = 0 3 g % 3 92 = o049 3 6" :
Ebben az esetben a szivattyu altal végzett munka tehat
2H — h

Why = 0Agh ( ) : (3.3)

Zart tartaly esete

Zart tartaly esetén a kiilonbséget az el6z6 esethez képest az jelenti, hogy itt a folyadék kezdetben
el van zarva a kilso 1égkortdl, a medencébe jutva azonban kapcsolatba keriil vele; igy nem
egyezik a viztomeg két oldalan a gaz altal végzett munka. Ebbol adédéan megjelenik tovabbi
két tag az energiavaltozas felirasakor.
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Egyrészt a bezart gaz izoterm médon (hiszen a tartdly fala j6 hovezetd) kitdgul, az ennek

soran végzett munka

\%4
Wg = po% anO7

részletezve a térfogatokat:

1 2/3hA In2
Wg:poA3h1n< /3 >: - poAh.

1/3hA

A légkoér munkaja:

1
W= —poAV = —gpoAh-
A szivattyu altal végzett munka
Wz:Wny_Wg_VVla

In2 1
Wz = Wny - %PoAh + ngAhﬁ

1—In2
WZ:Wny+Tnp0Ah .

(3.4)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Mivel (1 —In2) > 0 = W, > W,,, tehat valéban kisebb munkat végzett volna a

szivattyud kinyitott tartaly esetén, igy Pat-nek volt igaza.

Megjegyzés: A megoldas soran konnyt lehet ,elfeledkezni” a légkor altal okozott tagokrél. Ez
a hibalehet6ség csokkentheto, ha a feladatot a mérnoki gyakorlatban gyakran alkalmazott en-
talpia fogalmaval gondoljuk végig. Fnnél a mddszernél nincs més dolgunk, mint felvenni egy
wellendrzé téfogatot” a nyilt termodinamikai rendszer koriil, majd az igy lehatarolt térfogatban
az allapotvaltozasbodl szarmazé fizikai munkdhoz hozzdadni a rendszerhataron torténd anyag
be-, illetve kilépési munkdjat. E hdrom munka Osszege (a rendszerben esetlegesen bekovetkezd
helyzeti-, illetve mozgési energiavaltozassal kiegészitve) adja az tgynevezett technikai munkdt,

mely a szivattyu altal végzett munkat jelenti.
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4. feladat

Az els6 ajté kiszakadasa el6tt adiabatikus valtozas megy végbe, hiszen minden fal hészigeteld,
igy a kornyezettel nem cserélédik hé. Az adiabatikus folyamatkora jellemzé egyenlet:

pl‘/lﬁ :po%n. (41)

Tudjuk, hogy az ajté teherbirasa
F, = Aip,. (4.2)

Felhasznélva a (4.1)-es egyenletet, felirhatjuk a gaz térfogatat kozvetleniil az els6 ajté kiszaka-
dasa elott:

A 1/k
Va:vo.< ;ap°> , (4.3)
tehat a dugattyt magassaga
A 1/k
ho = ho - ( }iapo) | (4.4)
Ide behelyettesitve h, = 1,11 m, ahol hy a kezdeti magassag. A magassagvaltozas
A 1/k
AMFJMP—<1m> } (4.5)
Fy
Az idaig eltelt id6t kifejezehetjiik a dugattyi sebességével:
ho Aipo 1
to =—-|1— ) 4.6
n - () (4.6)

Erre behelyettesités utan t, = 18,86 s addodik.

Az elsé ajto kiszakadédsa utan a légmentes térrészbe bearamlik a levego, és kitolti azt; hiszen
az egész térrészben azonos a nyomas, mely igy kisebb lesz az elotte mért értékhez képest. Itt
nem hasznalhatjuk az adiabatikus megvaltozasra vonatkozo képletet, mivel a folyamat nem
kozelithetd oly mdédon, hogy egyenstlyi allapotokon halad keresztiil. Viszont a belsGenergia-
megmaradds tovabbra is igaz lesz, hiszen minden fal hészigetelo, és kiils6 erék nem végeznek
munkét (hiszen a dugattyi nem mozdul el az ajté pillanatszer(i kiszakadésa alatt). Ezek alapjén

Ey, = Eh,, (4.7)
.;Cpava = J;p2V2 (48)

Itt po, Vo a kiszakadas utani légtérfogat és nyomas. Mivel ugyanarrdl a gazrél van szd végig,
igy f-el egyszertisithetiink. Innen kifejezve po-t:

Va

_ 4.9
Vo, + LA, (4.9)

P2 = Do -
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Itt felhasznéaltuk, hogy az ajtok kozti térrész térfogata AV = LA;. Ezt kévetGen ismét adiaba-
tikusan csokken a gaz térfogata, és n6é a nyomasa egészen a masodik ajto kiszakadasaig. Tehat
a nyomasok és a térfogatok kozott az alabbi formula teremt kapcsolatot:

p2Vy' = psVy'. (4.10)

Tudjuk, hogy az ajté teherbirdsa Fjs. Mivel az ajton kivil py nyomasu levegd talalhato, ezért
a benti és a kinti nyomésbdl szarmazé erdk ereddjének kell tullépnie Fj-t ahhoz, hogy az ajto
kiszakadjon. Tehét a kritikus nyomas:

F
ps =4 +mo (4.11)

Ezt beirva a (4.10)-es egyenletbe, majd Vp-t kifejezve:

Aips )1/1{

_ 4.12
Fg + Aipo (4.12)

Vﬂ=v2-<

A mérnok akkor nem valik palacsintava, ha a masodik ajté kiszakadasanak pillanataban a
dugattyu legalabb y/A; magassagra van a talajtol. Ezt a térfogattal kifejezve:

Vi > AL+ Ag - /Ay (4.13)

Tehat csak be kell helyettesiteni py és V5 értékét (4.12)-be és megnézni, hogy ez a feltétel teljesiil-
e. A (4.9)-es egyenletbe V-t helyettesitve kapjuk po-t a megadott paraméterekkel kifejezve:

F Vo (4m)""
P2 = f ' Fla/n )
DoVoo (A) T+ LA,

Ezt ki is szdmolhatjuk, ps = 3,74 - 10° Pa adédik. Ha kiilén nem széamoljuk ki po-t, akkor
paraméteresen ezt és Vo-t beirva a (4.12)-es egyenletbe:

k—1
F 1/k Alp() 1/k2 AlpO 1/k Tk
Vi=|Vy  ——&— ( ) V-( ) + LA . 4.15
A < 0 F5—|—A1p0> E, [ O"\FE, ! (4.15)

(4.14)

Ide behelyettesitve azt kapjuk, hogy Vs & 3,81 m3. A (4.13)-as egyenlet jobb oldaldt kiszamolva
azt kapjuk, hogy Viuax = 2,875 m? térfogat sziikséges ahhoz, hogy a mérnokot ne nyomja dssze
a prés. Mivel V3 nagyobb ennél, igy f6h&siink élve megussza a kalandot.
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5. feladat

ElsS 1épésként vizsgdljuk azt a folyamatot, amikor a lemez toltése Q? és hatdrozzuk meg a
kilovés és a becsapddas kozott eltelt idét. A Gauss-torvény alkalmazasdval a térerdsségre az
2AF = Q/eq Osszefuggést kapjuk. Ebbdl kifejezve a térerésséget:

Q
E = 5.1
2A€0 ’ ( )
majd felhasznalva Newton II. torvényét az alabbiakra jutunk:
qQ qQ
ma=4q 2Aeg “ 2Ameg (5:2)

Ahol m = n - m, az elektroncsomag teljes tomege és ¢ = n - e az elektroncsomag teljes t6l-
tése. Feltéve, hogy a kezdeti sebessége az elektronokbdl allé csomagoknak vy, és L utat kell
megtenniiik a becsapddasig, a kovetkezoket irhatjuk fel:

1
vt — 5@152 =L, (5.3)

—vg +1/v3 —2aL W v2 — 2al
P \/ Yo _ (O R VACi . (5.4)
—a a

A két gyok koziil a kisebbet kell valasztanunk, mivel ez tartozik ahhoz, amikor elGszor eléri az
elektroncsomag a lemezt:

5 — J2 _o_4aQ
a qQ

Tudjuk, hogy t < 7, azaz a kovetkezo kilovés azutan kovetkezik be, hogy az el6z6 elektron-
csomag becsapddott. Ekkor a kévetkezot irhatjuk fel a (k + 1)-edik elektroncsomagnak az elsé
elektroncsomag kilovésétél szamitott Ty, becsapddési idejére (ha k& > 0, a k = 0 esetben
T() = L/UQ)Z

amit ¢-re megoldva:

k 2
—\JvE — 2727”?450[1 (5.6)
o ) .

Ahol kihasznaltuk, hogy a (k+1)-dik csomag reptilése kozben a lemez t6ltése mindvégig @ = k-q.
Ebbdl a két becsapddas kozott eltelt idé mar egyszertien meghatarozhato. Legyen

2 (k—1)q?
vo — /U3 kf‘ L wvy—/v3 =L
7= — T, =7+ 2mAe 0 = . 5.7

Felhaszndlva, hogy a lemez kellen nagy?, az alabbi egyenléségre jutunk:

Vo
Thy1 = kT + 2mAeg

2Ez egy csomag repiilési ideje alatt dllandé.
3Ezt kordbban is megtettiik a térerésség kiszamitasanal: L/ VA< 1
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kq? kq? kq? 1( k¢’L 2
2 — L= 1— L~ 1 - = 5.8
Y0 mAe Yo mAeyvd v ( 2mAegvd 8 \ mAsgyvd ’ (58)
innen _
2 kq 2
Vo — ’UO — mAEoL L 1 2 L
~ —— 4+ -k . .
kq? v (2mAeov§ - g mAequd (5.9)

Ezt felhasznédlva, és behelyettesitve az (5.7) egyenlet zardjelében 1év6 kifejezésre

/ /v (k—1)q*
UO mAao 2 o mAag L
1

7L + 7 - (—2 2
v 2mAegvd mAsovo 2mA50v§ 8 1 mAeyvd

1 ,( L \° ( L N\ 1 L, L \
Vg <8kq (mAeov()) ) Vo (8 (k—1)q (mAsw%) gvod mAzqu2 (5.10)

addédik, melybdl pedig

Q

1 ne’L?
T = R 5.11
TETE 4meAcgvd (5.11)

eredményre jutunk.
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