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1. feladat
(a)

Amig a hullam visszajut a denevérhez, 6sszesen két Doppler-effektuson megy keresztiil. El6-
szOr, mikor a hullam talalkozik a kovel, majd utana, mikor a visszavert hullam eléri a denevért.
Amikor a hullam eléri a kovet, akkor a hullim forrasa a denevér, a megfigyel6 pedig a ké. A
forras a megfigyel6 felé halad, a megfigyel6 pedig a forrastol tavolodik, tehat a Doppler-effektus

miatt az 4j frekvencia:
C— Uy

f'="ro

ahol u; jeloli a k& sebességét abban a pillanatban, amikor elérte a hullam. Amikor a visszavert
hulldm eléri a denevért, akkor a forras a ké, ami tavolodik a megfigyel6tol, azaz a denevértol.
Ez alapjan a denevér altal érzékelt frekvencia:

1.1
o (11)

c+ vp
c+uy

h=rf (1.2)

Ide (1.1)-et behelyettesitve:

c+vp c—1uy

= : - fo- (1.3)

c+u, c¢c—uvp

Ebbdl az egyenletbdl szeretnénk el6szor ui-et kifejezni. Bevezetve az n = fo/ f1 jelolést, illetve
keresztbe szorozva:

(c+uy)(c—wvp) =n(c+vp)(c—u). (1.4)

Ezeket kifejtve, és a kozos tagokat Osszevonva:

uy(c —vp 4+ ne+ nup) 202(77—1)—1—ch(77+1), (1.5)

majd innen a ko sebességét kifejezve:

cn—1)+vpn+1)

=c- : 1.6
" T ) ol D) o)
Bevezetve a k = vp/c jelolést, egy kicsit szebb alakra hozhat6 a fenti egyenlet:
k+1 kE—1
. M)+ (k1) (1.7)

c- .

n(k+1)— (k= 1)
Ez lesz a ko sebessége akkor, amikor a hullam eléri; tehat ez még nem a keresett sebesség.
Ahhoz, hogy azt megkapjuk, vizsgaljuk a testek kozti tavolsagokat!

1/18. oldal



XVIIIL.

A
2
s
i 9
o,
2
(4

lll//

© Durer Verseny

ONL Y Dénté (2025. 02. 07-09.)
'm\“’—”‘/ Elméleti megolddkulcs
t=0 tztl t—t1+t2

~— A
~— VD /
Vb
Yo b
ct,
Vi

1.1. 4bra. A denevér és a ko

N’ thI =1,
(@) 2 D

luz

helyzete a kritikus pillanatokban.

Az 1.1-es dbrdn lathatd tavolsagokat kifejezhetjiik, felhasznalva, hogy a denevér egyenes
vonalil egyenletes mozgast végez vp sebességgel, a k6 pedig szabadesik, igy gyorsulasa g. Az
abra alapjan felirhatjuk az alabbi egyenleteket:

majd hasonlé médon a masodik helyzetre:

Ezekbol to-t kifejezve:

ta

Felhasznélva, hogy a teljes id6 T = t; + to:
T —

melybdl ¢; kifejezheto:

t

Y1 = ¢t — vpty, (1.8)
Y1 = cta + vpty. (1.9)
Elzztl. (1.10)
Cfi@tl, (1.11)
e, (1.12)

2c

Hasznalva a korabban bevezetett k paramétert, szép formuldval felirhatjuk ¢, és ¢, kifejezéseket:

t

123

1+k

e (1.13)
2

1—k
;T (1.14)
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Innen t;-et (1.8)-ba behelyettesitve:

1— k2
=T 5 (1.15)
Visszatérve az 1.1-es abrahoz, felirhato a kiindulasi és a t; beli tavolsagok kozti kapcsolat:
L s
Y1 = Yo — vpt1 + upt1 + §gt1. (1.16)

Tovabba a méasodik helyzetben a ko sebessége a kezdeti sebességgel kifejezve:

Uy = Ug + gtl, (117)
ezt rendezve ug-ra:
Ug = Uy — gtl, (]_]_8)
amit befrva az (1.16)-os képletbe:
L,
Y1 =yo + (u1 —vp)t; — 59751- (1.19)
Ezt yo-ra rendezve:
L o
Yo =1+ (vp —w)ts + Sgti. (1.20)
Ide behelyettesitve a (1.13)-mas és (1.15)-0s egyenletekb6l t1-et és y-et:
1— k2 w 1+k 1 1+k\°
T, PR AR e s el 1.21
3/002+( C)c2+2g 5| (1.21)
ahonnan kiemelések utan:
2
1+ k (51 1 9 1+ k
=l — - (1—— —gT~ | — . 1.22
o= 2(c>+29<2> (1.22)

Ide az (1.7)-es egyenletet behelyettesitve kapjuk a keresett tavolsdgot:

k+1)+ (k—1 1 14+ k)
kD) (k=D)L (1R
nk+1)—(k—1) 2 2
A ko6zépso6 zardjelben kozos nevezore hozva, és egyszerisitések utan:

1— k2 1 1+ k)’
=cT- —gT? | —— | |. 1.24
o= ) —h—1) 27 ( 2 ) (1.24)

1+k

yoch-T (1

(1.23)

A keresett sebességet pedig tigy kapjuk, hogy az (1.7)-es egyenletbe behelyettesitjiik az (1.18)-as
és az (1.13)-as egyenleteket:
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_oonk+ D)+ (k-1) 14k
Uy = ¢ T D= (k=1 gT —5 (1.25)

Behelyettesitve a megadott adatokat azt kapjuk, hogy a k6 sebessége a hanghulldm indu-
lasanak pillanatdban ug = 6,5 m/s, amikor elérte a hullam, akkor pedig u; = 7m/s.
A kO és a denevér kozti kezdei tavolsagra pedig az adédik, hogy yo =~ 17,4 m.

(b)
Itt is ugyaniagy két Doppler-effektus fog lejatszodni, és hasznalhatjuk az el6z6 részben leve-
zetett (1.3)-as képletet:

c+ vy C — Umax
C + Umax c— U

fi= + Jo, (1.26)

ahol v, jeloli a denevér sebességét, ami 0 és vp kozott van. Tudjuk, hogy a hy magassagha
dobott k6 maximalis sebessége (amivel becsap6dik a talajba) umax = v2gho. Ezt beirva a fenti
egyenletbe:

f = CHo 7w 2gho - fo. (1.27)
c+/2ghg c— v
Az biztos, hogy a hullam frekvencidja noni fog, tehat a denevér egy magasabb hangot érzékel.
A fenti egyenletbdl konnyen lathatd, hogy akkor lesz a frekvencidk aranya maximalis, ha vy is
maximalis, tehat v, = vp. Ahhoz tehat, hogy barmilyen gyorsan haladva is érzékelje a kovet, a
denevérnek legalabb

c+vp c—/2ghg f
¢+ +v/2ghg c—Up e
frekvenicaju hullamok érzékelésre kell képesnek lennie. Ez behelyettesitések utan 46,37 kHz-
nek adédik.

(c)

Itt is két Doppler-effektus fog lejatszodni, azonban valtozik a testek egymashoz viszonyitott
mozgdsi irdnya, hiszen a ké a denevér felé repiil. Elhetiink a feltételezéssel, hogy a denevér altal
kibocsdjtott egyik hangimpulzus éppen a dobéas uténi pillanatban éri el a kévet. (Ez teljesen
realis, a denevérek hanghulldmai nagyon gyorsan kovetik egymadst.) Ekkor az els§ Doppler-
effektus utan a kordl visszavert hang frekvencidja:

fmax - (128)

c+ vy
c 7

f'="r

ahol vy a ko kezdeti sebessége. A képletben nem szerepel a denevér sebessége, hiszen az nulla.
A masodik Doppler-effektus is hasonléan fest, csak ott most is felcserélodik a megfigyelo és a
forras szerepe, igy

(1.29)
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fr=f—— (1.30)
C — g
_I_
fi=T20 g (1.31)
C— g
Megint bevezetve az n = fo/ f1 jelolést, és a fenti egyeletet rendezve:
1=
. , 1.32
Yo=¢"7 Iy ( )

Mivel a hullimok most is ,0sszenyomédnak” (né a frekvencidjuk), igy a denevérnek tigy van
a legjobb esélye érzékelni a kovet, ha a legalacsonyabb frekvenciaju hullamaival pasztézza a
kornyezetet. Tehat fo = 45kHz, fi = 80kHz (a halldsi tartomany tejete). Ezeket és ¢ értékét
behelyettesitve:

vo =95,2m/s = 342,72km/h |. (1.33)

Ha ennél nagyobb kezddsebességgel dobja fel Watson a kovet, akkor a Doppler-effektus révén
annyira megnoé a denevér altal érzékelt hullamok frekvenciaja, hogy az mar kiesik az érzékelési
tartomanyabol. Lathatjuk, hogy 6ridsi sebességgel kellene elinditani a kdvet ahhoz, hogy ez
megtorténjen, ezért nem jelent ez problémat a denevéreknek a természetben.

2. feladat
(a)

A megoldas soran a vektorokat félkovérrel jeloljiik, mig nagysagukat hagyomanyos betiivel,
tehdt |v| = v. A robbanas a pélya sikjdban minden irdnyban Av sebességgel szérta szét a
darabokat. Ahol ez a sebesség egy iranyba esett a vg keriileti sebességgel ott a darabkak fel-
gyorsultak annyira, hogy elérjék a szokési sebességet, és igy elhagytak a Diirdnusz gravitacios
terét.

(b)
A probléméat érdemes energetikai szempontbdl vizsgalni. A hold korpalyan keringett a Dii-

ranusz koriil, ezért kezdeti potencialja:

v M V2
U, = “0 ) 2.1
T2 2 (2.1)

mivel a kormozgas feltételébol kovetkezik hogy:

M
- 77“0 (2.2)
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- - - - i (p h N h = ~
7 Av N
Y
/’ \\
/ \
/ AY

II \\\

! \
) Diiranusz |
1 \
: To ‘.

: & 3
1
: RN !
\I r,
\ 1
\ i
\ 7
\ /
\ /!
\\ ,I
AY /
AY //

2.1. abra. A hold szétrobbanasanak pillanata.

A 2.1-es dbra alapjan vizsgaljuk meg azt a tormelékdarabkat, mely a robbanés kévetkeztében
a vg keriileti sebességhez képest ¢ szoget bezaréan kapott Awv nagysagi sebességet. Ennek
érintiranyt sebesség komponense vy + Av - cos ¢, sugarirdnyt komponense pedig Av - sin .
Tehat a teljes sebességének nagysaga:

v(p) = \/(vo + Av - cosp)? + (Av - sin p)2. (2.3)
Ez alapjan a vizsgalt darabka potencialja:

vo + Avcos )% + (Avsin ¢)? M
U(g) = 10 <p)2 (Busing)” 7% (2.4)

A zérojeleket kibontva, majd az utols6 tag helyére (2.2)-bél v3-et behelyettesitve:

Vg + 2Avvg cos p + Av?
2

—vg + 2Avvg cos p + Av?

: (2.5)

2 _

Ulp) =

Egy tormelékdarabka elhagyhatja a Dirdnusz gravitdcids terét, ha U(y) > 0. Vizsgdljuk a
kritikus ¢ = « hatéaresetet, amikor U(a) = 0. A (2.5) egyenletbdl 1atszik, hogy U(y) monoton
csokkend fiiggvény a ¢ € [0, 7] intervallumon, ezért ha ¢ < «, akkor U(p) > 0.

A (2.5) egyenletet Av-re megoldva:

—2vp cos o & \/42]8 cos? a + 4v}
Av = 5

Av = —g cos a £+ vgVcos? a + 1. (2.6)
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(a) Vannak a Diirdnusz koril palyara 4116 (b) Nincsenek a Diiranusz koriil palyara allo
darabok, melyek a fehér tartomanybdl indulnak. darabok, mivel a piros és kék tartomany atfed.

2.2. abra. A tormelékdarabok egyes kategoriaihoz tartozo kiindulasi szogtartoményok a robba-
nés pillanatdban. Azon térmelékek, melyekre U(yp) > 0 a kékkel jelolt tartoménybdl indulnak,
mig a bolygdba becsapddd darabok a pirossal jelolt tartomanybol.

Honnan tudjuk, hogy nincs olyan tormelékdarabka, mely elhagyhatnéd a bolygd gravitacios
terét, de becsapddik abba? Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ = ¢* szoghoz tartoz6 darabka, melyre
U(p*) > 0, viszont mégis becsapddik (ezt a 2.2b. dbra szemlélteti). Ez azt jelenti, hogy minden
p > * sz6ghdz tartozod darakba is be fog csapddni, mert az energiaja és perdiilete is kisebb.
Ebbdl az kovetkezik, hogy nincs olyan tormelék mely palyara all, igy ellentmondésra jutottunk
a feladat szovegét figyelembe véve. Ezzel bizonyitottuk, hogy minden térmelék ami megszokhet
ténylegesen meg is szokik (ezt a 2.2a. dbra szemlélteti).

A darabok impulzumomentuma és energiaja megegyezik a ¢ és —p szogekre, mivel sebessé-
geik nagysaga és érint iranyu komponenseik megegyeznek. Ezek alapjan a holdnak a/7 része

hagyja el a Diirdnusz gravitacids terét. Ez éppen a , hidnyz6” 23 %, igy az alabbi egyenlet irhatd
fel:

o 3
023 =—= - 2.7
: — =S cosan (2.7)

Ezek alapjan a keresett arany egyszerfien kiszamolhato !:

Av 1
— . 2.8
ks (2.8)

Megjegyzés: (Av/vg)1 = 0,5; (Av/vg)e = —2. Nyilvanvaléan csak a pozitiv megolddsnak van fizikai értelme.
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(c)
Vizsgaljunk most egy olyan m tomegli tormelékdarabkat, mely a robbanas kovetkeztében a

vo keriileti sebességhez képest ¢ szoget bezardan kapott Av = vy/2 sebességet. A potencialjat
a (b) feladatrészben mar felirtuk, most nézziikk meg a palyaperdiiletét:

N =m(vg + Avcosp)rg =m (1 + CO;SO) VoTo- (2.9)

Jellemezze ezen darabka pélydjanak fokuszponthoz legkozelebbi pontjat egy v* sebesség (mely
érintSirany) és egy r* sugar. Ismét keressiik azt a ¢ = [ hataresetet (mely mar a 2.2. dbrén
szerepelt) amikor ez a darabka pont becsapédik a Diirdnusz felszinébe, azaz r* = R. Ekkor a
becsapddas elotti pillanatban a perdiilete:

N* = mv*R. (2.10)

A perdiiletmegmardés alapjan® N = N*, tehat v* kifejezhetd:

v = 1o (1 + 60;6> %. (2.11)

Az energiamegmaradasbdl kovetkezik, hogy a kezdeti és a x-al jelolt helyzetben a potencial
megegyezik, tehat U = U™:
(vo+ Avcos )? + (Avsin )2 AM  (v*)? M

= — . 2.12
2 To 2 R ( )

Bal oldalt a (2.4)-ben mar felirt potencialt 1atjuk, melynek eredményét megkapjuk, ha (2.5)-be
behelyettesitjik a Av = 1/2vg értéket. Emellett v* értékét behelyettesitve, és az utolsé tagot
ro-al bovitve:

g+ vfeos Bt jug _ of (|, cosp 2(?%))2_7]‘4(””0). (2.13)
D) 2 2 R o R

Kihasznalva, hogy vM /ry = v3 és bal oldalon a miiveleteket elvégezve:
2 2 2 2
vg 3> Vg cos 3 (7“0> 9 <7"0>
— ——)=—11 =] - — . 2.14
2(‘30864 2<+2>R “\R (2.14)
Végiil nulldra rendezve:

0= <1+CO;6> (2)2—2<2) - (cosﬁ—i). (2.15)

2 A pélyaperdiilet megmaradasa kévetkezik abbél, hogy a sajatperdiilete a tormelékdarabkédknak nem véltozik
a gravitacios vonzderd hatdsara.
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R 2(1+cosﬂ>2

: (2.16)
11\/1—1— (1+ COQS’B> (COSB—%)

Minden darabka, aminek Awv sebessége 5-nal nagyobb szoget zar be vg-al, ugyanigy a Diranusz
felszinén fog landolni, hiszen minél nagyobb [, annal kisebb az ered6 és a radidlis sebesség is.
Természetesen most is csak egy félkort vizsgalunk, hiszen az elrendezés tovabbra is rendelkezik a
(b) részben leirt szimmetridval. Ezek alapjan, mivel a holdnak 12%-4t talaltak meg a Diranusz
felszinén:

012= "5 1 cos g~ —0.93. (2.17)
T

Ezt felhaszndlva a keresett ardny egyszertien kiszdmolhaté 3:

0 ~6l. (2.18)

3. feladat

Korrekcio: Sajnos az elméleti feladatsorban ezen feladat szévege hibasan jelent meg. A helyes
megfogalmazas szerint: ,Mivel a csOben a viz elég gyorsan folyik, ezért a cs6 hossza mentén nem
alakul ki termikus egyenstly, tovabba a viz a réz altal leadettleadhatd honek csak n-szorosat
veszi fel.”

Jeloljik a réztomb homérsékletét egy tetszdleges ¢t idopontban Ti-rel, a cs6ébdl kifolyd viz
homérsékletét pedig To-vel. Mivel a réz Ti-r6l hiill a viz hatasara, a viz pedig Tp-r6l melegszik
a réz hatasara, ezért Ty < T, < T, < Ti-nek teljesiilnie kell minden idépillanatban. Rovid
At id6 alatt (mialatt a réztomb hémérséklete allandonak tekinthetd) a cs6be @At tomegil, To
hémérsékletii viz folyik be, és ugyanekkora tomegti T, hémérsékletii viz folyik ki. Ezek alapjan
a viz altal elvont h6é mértéke:

AQ = mye, AT, = AL - ¢ - (T, — Tp). (3.1)

Tudjuk, hogy ez az n-szorosa annak a hémennyiségnek, amit akkor kapnank, ha a termikus
egyensuly bedllt volna a viz és a réz kozott, vagyis, ha T, = T, lenne:

AQ =1 AQly,_, =1 AL ¢, - (T, — T). (3.2)

3Megjegyzés: (ro/R)1 = 6,01; (rg/R)2 = 0,98. Nyilvdnvaléan a méasodik megoldas nem értelmezhetd.
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Mivel ezt a homennyiséget a viz a réztombtol vonja el, ezért a At idészakasz végére a réz-
tomb homérséklete kicsiny AT;-rel kevesebbnek tekintendd. Az elézéekhez hasonld Osszefiiggés
alapjan:

AQ = —m ¢ - ATy, (3.3)
hiszen a réztomb hiil, igy AT, értéke negativ. A (3.2) és a (3.3) egyenletek jobb oldalat egyenlévé
téve megkapjuk, hogy a At idGtartam és az ez alatt torténé AT, homérsékletvaltozas hanyadosa
linearisan fiigg a réz aktualis hémérsékletétol:

AT, nocy

At me
ami megegyezik a Newton-féle lehiilési torvény alakjaval. Ez alapjan a vizzel hiitott réztémb
rendszere matematikailag ekvivalens egy olyan rendszerrel, amely egy allandé Ty hémérsékletii
kornyezetben hiil, viszont az neoc, szorzat tolti be a héatadasi tényezo és a feliilet szorzatanak
szerepét. A Newton-féle lehtilési torvénybol szarmazd homérséklet—ido-fiiggvény ismeretében
(ez egy altaldnosan ismert Osszefiiggés, de a fiiggvénytablazatok is tartalmazzak) a réz hémér-
sékletének idofiiggésére az alabbit kapjuk:

(Tr - TO); (34)

_ necy t

Tr(t) = Tg + (Tl — To) € mer (35)

Ebbol mar algebrai atalakitasokkal megkaphatjuk azt az id6t, ami alatt a réz homérséklete
Ts-re hil:

mc

(Tl —To

| =114s/|. )
n TQ—T()) s (3.6)

T.(ty) =T = ty =
(t2) =T * T nocy

4. feladat

A feladat szovege szerint a két vizsgalt toltésiink (@1, @Q2) egy sik dielektromos hatérfelii-
lethez kozel helyezkedik el (1dsd 4.1. d@bra). A potencidlis energia kiszdmitdsdhoz szamoljuk ki,
hogy mennyi munkét kell végezniink a toltéselrendezodés Osszedllitdsa soran.

Q
1.‘\1;’.@ 2

d; do

€1

€2

4.1. dbra. A feladat szovegében felvazolt toltéselrendezés.
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A toltésekre hato erok ilyen dielektromos hatéarfeliilet esetén megadhatok a tiikortoltések
moédszerének hasznalataval. Eloszor vezessiik le, hogy egyetlen () t6ltés esetén milyen megol-
dast ad az eljards. Legyen a @) toltés egy e; relativ dielektromos allandéju anyagban, mig a
hatérfelilet tiloldalan legyen a dielektromos allandé ey (lasd 4.2a. dbra).

Q

d
€1
€2

9]
Q/
(a) Az eredeti rendszer (b) Az g1 oldalon valé (c) Az g5 oldalon valé
vazlatos rajza. szamolashoz hasznalt rendszer. szédmoldshoz hasznalt rendszer.

4.2. abra. Egyetlen @) toltés esetén a tiikortoltések modszere.

A célunk legyen annak meghatdrozasa, hogy mekkora eré hat a () toltésre. Ehhez két esetet
kell vizsgalnunk aszerint, hogy a hatarfeliilet melyik oldalan keressiik az elektromos mez6t. Ha
az €1 oldalon akarjuk kiszamolni az elektromos térerésséget, akkor feltessziik, hogy az egész teret
1 anyag tolti ki (lasd 4.2b. dbra). Az elektromos tér felirdsahoz tegyiik fel, hogy a @ toltésen
kiviil egy ' toltés is jelen van valahol. A tukortoltések modszere csak akkor hasznalhaté, ha
ezt a (' toltést a hatéarfelillet ()-val ellentétes oldalara helyezziik, tovabba most tegytik fel, hogy
Q' helye pontosan a (Q helyének hatérfeliiletre vett tiikrozésével kaphato, tehat d = d'*. Ekkor
az Utmutatdsban emlitett hatérfelileti illesztéshez sziikséges komponensek:

t_ r_ (Q@+Q) ) xr
=L+ = dneoer (@ +22) VBt a2 (4.1)
D! =epe (EL+F')) = @=Q) d (4.2)

T An(@+2?) B+ a2
Ahol Ej a hatarfeliilettel pairhuzamos, mig £/, az arra merdleges elektromos térerésség kompo-
nenst jelolik. Tovabba D', E' a teljes térerésséget, E a Q toltés terét és E' a Q' toltés terét
jelentik.

Ha az e, oldalon vizsgaljuk a teret, akkor szintén fel kell tenniink, hogy az egész teret e
anyag tolti ki (lasd 4.2c. dbra). Ekkor viszont nem helyezhetiink toltést az eredetileg is e9-hoz
tartozé oldalra, igy a helyes feltétel igy kaphaté, ha az eredeti ) toltés helyére egy Q" toltést

4Fz az illesztési feltételekbdl is levezethetd, hiszen azoknak a hatérfeliilet tetszéleges pontjdban teljesiilniiik
kell.
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képzeliink, és {gy vizsgaljuk a kialakul6 elektromos teret®. Ekkor a hatarfeliileti illesztéshez
sziikséges komponensek:

QII T

El=FE" = . 4.3
I I dmegea(d? + 22) A2 + 22’ (4.3)
"
d
Di = €0€2E”L = Q (44)

An(d® +2%) A+ 2
Ahol E” a Q" t6ltés elektromos terét jeloli.

A két esetben a hataron egyeznie kell a Eltl és DY komponenseknek®, amibdl a kovetkezd
egyenleteket kapjuk:

/ "
BB =gy = T8_2 (4.5)
&1 E9
DL—I—D,L:DHL — Q—QIZQ//. (46)
Az egyenleteket rendezve a kovetkezo eredményre jutunk:
' €1 — &2
= , 4.7
Q €1+ &2 Q ( )
282
"= . 4.8
Q €1+ 82Q ( )
Ezaltal tehat a @ toltésre hatd erd mar egyszertien kiszamithato:
/ _ 2
I QQ o €1 €9 Q (49)

- 471'8081 . <2d>2 N €1+ &9 . 1671'8081612.

Az el6z6 levezetés alapjan ismerjiikk a megoldast egyetlen toltés esetén, igy ennek segitségével
mar kiszamolhatjuk a feladatban vazolt kéttoltéses elrendez6dés potencidlis energiajat. Hata-
rozzuk meg el6szor, hogy mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy a ()1 toltést a helyére
vigytik egy végtelen messzi pontbol gy, hogy kozben még a Qo t6ltést végtelen messze tartjuk.
(Q1-et mozgassuk példaul a hatarfeliiletre merélegesen, ekkor a végzett munka:

€1 — €9 QT e1—e Q3

Wiy = [ Fla)-de=["d : = : . 4.10
-t di (w) * d1 x€1+€2 167T€081ZE2 E1 1+ &2 167T80€1d1 ( )

Felmertlhet a kérdés, hogy miért nem hasznaltuk a két ponttoltés kozti potencidlis energiara
vonatkozo képletet ebben az esetben. Ennek az oka az, hogy a sziikséges munka éppen fele
annak a potencialis energianak, amire a hagyomanyos képlet vezetne, igy az nem alkalmazhato.
Az eltérés oka szemléletesen az, hogy nekiink csak az eredeti toltést kell mozgatnunk, mig a
tiikorképe ugymond ,magatél” mozog, igy nekink mindig csak Ar/2 tévot kell elmozditani a
toltést ahhoz, hogy a tikorkép és az eredeti toltés kozt a tavolsiag Ar-et valtozzon.

5A toltés helye itt is megkaphaté a hatarfeltételekbél.
SEzek az illesztési feltételek megkaphaték a Maxwell-egyenletek felhasznalasaval.

12/18. oldal
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4.3. dbra. A kéttoltéses elrendez6dés megoldasa az €, oldalrdl nézve.

A kovetkezo 1épésben rogzitsiik a Q1 toltést és hozzuk végtelen tavolrol a végso helyére a
(Q)- toltést. Ekkor harom tagbdl fog allni a szitkséges munka (lasd 4.3. dbra):

(1) A @y és Q2 kozotti taszitas miatt fellépd tag, aminél hasznalhaté a két ponttoltés esetén
jol ismert potencidlis energiara vonatkozo képlet, mivel egyik sem tiikortoltés:

S 1)

= . 4.11
47T€()€1L ( )

(2) A Q) és Q2 kozotti taszitdasbdl szarmazé tag, ahol szintén hasznédlhaté a jol ismert képlet,
mivel ()] ebben a lépésben mar nem mozog;:

_ Q1Q> _&1—-¢& Q10Q2
47'('6051\/ L2+ 4d1d2 €1+ &2 471'5081\/ L? + 4d1d2,

ahol kihasznaltuk, hogy a végsé elrendezésben () és Q2 tavolsdga a kovetkezOképp kap-
haté a Pitagorasz-tétel alapjan:

As = [As2+ As2 = /(L2 — (d — d2)2) + (dy + d5)? = \/L? + 4dyds. (4.13)

Wyr_s (4.12)

3) A 2 és L, kozotti taszitds miatti ta, s ahol a LL1_1/ esetén alkalmazott modszert kell
2 g
hasznélnunk:

0o _ 2 _ 2
Wy o = / e S B, B Rk DL (4.14)

x = . )
ds €1+ ey 16mege1x?2 1 +e9 16mepedy
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A rendszer potencidlis energiaja az eddig kiszamolt négy tag osszegeként kaphatd meg, igy a
végeredmény:

Epor = Wiy + Wo_g + Wi + Wi, (4.15)
g1 —€ 1 2 2 €1 —€
B, S LA, Qe a-e @0 | o
£1+ €9 1671'5061 d1 dg 47T€0€1L €1+ &9 47'(‘8051\/ L? + 4d1d2

Latszik, hogy az eredmény Q1 <+ Q2 és d; <> do cserékkel nem valtozik, amit el is varunk, mivel
nem szamithat, hogy melyik to6ltést helyezziik el elészor.

5. feladat

A feladat megoldasa soran végig érdemes hengerkoordinata-rendszerben felirni a megjeleno
mennyiségeket, hiszen az egész elrendezés ilyen szimmetriat mutat. Ilyen felirdasnal a z tengely
lesz a henger szimmetriatengelye, r jeloli az erre merdleges, radialis irdnyt, illetve ¢ az érinto
iranyt. Biztosan tudjuk, hogy a magneses mez6 forrasmentes (Maxwell II. torvénye), tehat egy
tetsz6leges térfogat lapjain be- és kilép6 magneses fluxusok megegyeznek. ” A hengerszimmetria
miatt legyen a vizsgalt térfogat egy kis dz hosszisagu, r sugard henger az z tengely mentén.
Ennek a lapjaira felirva a magneses fluxusokat:

B.(2) - 7*1 — B.(2 + d2) - 7’7 + B,(2) - 2rmdz = 0. (5.1)

Itt agy vettiik, hogy a B, komponens csokken, tehat a B, a cso felé mutat, de mint latni
fogjuk, forditva is ugyanazt az eredményt kapnank. Emellett a fenti egyenletben azért nem kell
vektormennyiségekkel szamolnunk, mert a két komponens meréleges a két feltiletre. Az (5.1)-es
egyenletet B, (z)-re rendezve:

1 B.(2+dz) — Bz(z)

B,(z) = 5.2
() = i) (52)
Ahogy dz tart nullahoz gy a jobb oldalt éppen megjelenik B, derivaltja:
rdB,
B.(z) = —= . 5.3
() =-2= (53)

A feladat 1ényegi felismerése, hogy ez a komponens fogja megvaltoztatni a csé mozgasat. Végig a
Lorentz-er6 hat a csore, amelynek irdnyat a jol ismert jobbkéz-szabdlybdl kapjuk. Az egyenesen
halado csére a z iranyt komponens nem fejt ki erét, az r komponens pedig el6szor olyan erot fejt
ki, hogy a cso elkezd forogni a tengelye koriil. Ezutan a forgd csére mar a z iranyt komponens
is erot fejt ki, de ennek az ereddje zérus, igy itt is csak az r komponenst kell vizsgalni. Az ebbdl
ered6 eré éppen egy z irdanyu fékezést fog okozni. Szerencsére a forgas és a mozgas egyenletei

7Azt is mondhatjuk, hogy a magneses mezének a térfogat hatdrologorbéjére vett feliileti integralja zérus,
vagy, hogy nulla a mez6 rotacidja. Ez mind ekvivalens megfogalmazdsa ugyanannak.
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kiilon targyalhatoak, ugyanis a cs6 haladé mozgéasa csak a forgast befolyasolja kozvetleniil, a
forgas pedig csak a halad6é mozgést (sajit magukat nem).

El6szor megmutatjuk, hogy milyen egyenletekre jutunk a méagneses mez6 altalanossagat
feltételezve, majd csak ezutan helyettesitjiik be a megadott linearis fiiggést. Nézziik meg el6szor,
hogy a v(t) sebességgel haladé csére mekkora forgatonyomaték hat! A Lorentz-erd egy kis dz
hosszisagu darabka esetén, amely z helyen helyezkedik el:

dF(z,t) = dQ - v(t) - B(2). (5.4)
Bevezetve a o = (/¢ vonalmenti toltéssiirtiséget, illtve (5.3)-bol B,-t (5.4)-be helyettesitve:
or dB,
dFy(z,t) = —?v(t) o dz. (5.5)
Erre a darabkéara hato forgatéonyomaték:
or? dB,
dMy(z,t) = —70(25) 5 dz. (5.6)

A teljes csore kiilsé B tér miatt hato forgatonyomatékot gy kapjuk, hogy integraljuk ezt a csé
teljes hosszara. Ehhez célszerti azt venni, hogy a bal oldali vége z = x pontban van.

or?

X+ dB,
> Mi(zt) = =7 o(t) /X = dz.

(5.7)

Jobb oldalt éppen egy derivaltfiiggvényt integralunk, igy csak a B(z) fiiggvényt kell kiértékelni
a kezdeti és végpontokban, igy a teljes forgatéonyomaték:

07“2

> Mi(z,t) = —71)@) [B.(z+ () — B.(2)] . (5.8)

Tovabba még figyelembe kell venniink az 6énindukcié hatasat is, mely egy ellentétes iranyu

forgatonyomaték komponenst eredményez. Ehhez kozelitstik a forgé hengert egy szolenoiddal,
melynek az arama a kovetkezoképp kaphato:

W
I=—Q. 5.9
20 5.9
A szolenoid altal generalt magneses tér a szolenoid belsejében:
pol — pow@
By, = — = ) 5.10
14 2ml ( )

Mivel a henger szogsebessége valtozik az idében, igy a szolenoid fluxusa is. A III. Maxwell-
egyenletet felirva a fluxusvaltozas miatt kialakuld tangencialis elektromos térerdsségre a z ten-
gelytdl r tavolsagban:

dBs,
277 Eing = 77 o (5.11)
Behelyettesitve az (5.10)-ben kapott eredményt:
Bua = 179, (5.12)

4ml
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Mivel Mg = @ - E - r, igy az 6nindukcié miatti forgatonyomaték, mely fékezd hatast a Lenz-
torvény értelmében:

202
por Q.
M. = 1
ind Al w (5 3)
A forgasegyenlet alapjan:
> M(z,t) = w(z,t)- O, (5.14)
ezt behelyettesitve:
. or? M0T2Q2 .
O-w(zt) = —71}(15) [B.(z + () — B,(2)] — ™ w(z,t),
22 2
(@ + “Zﬂf ) Oz, t) = —%v(t) [B.(z + () — B.(2)]. (5.15)

A megoldds tovdbbi részében hasznédljuk ki, hogy uer’Q?/4ml© < 1, tehat a henger te-
hetetlenségi nyomatékanak onindukcié miatti effektiv névekedését elhanyagolhatjuk, ezentil a
kovetkezd egyenletet hasznaljuk:

2
O(z,t) = —%v(t) [B.(2 +¢) — B.(2)]. (5.16)
Vizsgéaljuk most a forgas miatt 1étrejove fékezd erdt! Itt is egy dz hosszusigi darabkat

vizsgalunk, amely w(t) szogsebességgel forog és d@ a toltése. Ekkor a ra haté Lorentz-er6:
dF,(z,t) = —dQ - rw(t) - B,(2). (5.17)

A negativ el6jel fontos, hiszen az erd a negativ z irdnyba fog mutatni. Itt végiggondolhatjuk,
hogy tényleg nem szamit B, monotonitésa, tehat a derivaltjanak (B,-nek) az eléjele. Ha B,
kifelé mutat, akkor a z tengely szerinti pozitiv iranyba forgatja a csévet, és B, ezért lassitja; ha
pedig B, befelé mutat, akkor a masik irdnyba forog a cs6, és B, amiatt lassitja. Az (5.17)-es
egyenletbe megint o és B,.(z) értékét behelyettesitve:

2 4B
dF,(z,t) = %w(t) L

innen ismét integralva kapjuk meg a teljes erét:

dz, (5.18)

2 x+¢ dB, 4
z

ST F(2t) = %w(t) /

X dz )

(5.19)

Most is kihasznéalhatjuk, hogy az integral argumentumaban egy derivaltfiiggvény taldlhato,
illetve a mozgasegyenletet is behelyettesithetjiik:

o(z,t) = 2 w(t) [Bu(z + £) — B.(2)]. (5.20)

2m
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Kaptunk tehat két teljesen dltalanos egyenletet, az (5.16)-os és (5.20)-as egyenleteket. Teljesen
altalanos alatt azt értjiik, hogy a c¢s6 barmilyen paraméterezése, és barmilyen méagneses mezo
esetén igazak maradnak. Ezeket egytitt felirva:

0'7’2

w(z,t) = —%v(t) [B.(z+ () — B,(2)], (5.21)
0(z,t) = ;:jw(t) [B.(z+ () — B,(2)] . (5.22)

Innentdl érdemes targyalni a specidlis B, = By + az esetet. Ekkor ugyanis
B.(z4+ () — B.(z) = o, (5.23)

tehat az egyenletrendszeriink az alabbi alakot oOlti:

or2al

. = — .24
w(z, ) 56 V(1) (5.24)
or?al

(z,t) = t). 5.25

iz, 1) = 7 () (5.25)
A maésodik egyenletet id6 szerint derivalva:
oral

0(t) = -w(t). 2

() = 70 2% () (5.26)

Felhaszndlva, hogy vékony falii cs6 esetén © = mr?, és a kapott egyenletbe (5.24)-et behelyet-
tesitve:

) o2r20202

Bevezetve az 22 22
02 = grat 5.98
g (5.28)

jelolést, egy ismert differencidlegyenletre jutunk:
b(t) = —Q%(t), (5.29)
melynek megoldasa természetesen

v(t) = Asin(Qt + ¢). (5.30)
A kezdeti feltételekbol hatarozzuk meg A és ¢ paramétereket! Ehhez el6szor derivaljuk a kapott
v(t) fiiggést, hogy azt utana (5.22)-be visszairva kifejezhessiik w(t)-t:
or?al
4m

0(t) = QAcos(QUt + ¢) = w(t). (5.31)
Mivel kezdetben nem forog a henger, igy w(0) = 0. Ezt a fenti egyenletbe beirva:

17/18. oldal
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4mQA
ami csak akkor teljesiilhet, ha
T
6=17. (5.33)
Ezt visszairva (5.30)-ba, illetve felhasznalva, hogy v(0) = vy:
A= Vo. (534)
A végeredmény tehat:
ro
v(t) = g cos <C§mt) . (5.35)

Erdekes, hogy a kapott eredmény hirom paramétertdl is fiiggetlen, amire nem feltétleniil
szamitottunk:

(a) Bp: Teljesen mindegy, hogy mekkora a magneses mez6 kezdeti értéke, csak az szamit,
hogy hogyan valtozik, hiszen a B, komponens nincsen hatassal a mozgésra, csak ennek a
derivaltja.

(b) « eldjele: Eszrvehetd, hogy a kapott végeredmény fiiggetlen attél, hogy a mégneses mezé
z komponense no vagy csokken. Mint mar korabban irtuk a B, komponens biztos, hogy
fékezni fogja a csovet, hiszen igy teljestil csak a Lenz-torvény. Itt talan az az érdekes, hogy
ez matematikailag is szépen megjelent, hiszen cos(z) = cos(—z).

(c) £: A végeredményben nem szerepel a cs6 hossza. Ez azért lehet elsére furcsa, mert nagyon
hosszi ¢so esetén oriasi kiilonbség lenne a magneses indukcié nagysagaban a c¢so elejénél
és végénél, amirdl azt gondolhatjuk, hogy szamitania kell. Itt is az a magyarazat, hogy
ebben a linearis esetben csak a B, komponens szamit, ami viszont konstans a mindenhol.
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