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C1. Diirerlandiat egyetlen foly6, az egyenes Diina vagja két részre. A folyo egyik oldalan csak nyomozok, a folyé masik
oldalan csak biinézék laknak. A nyomozok mindig igazat mondanak, a biinézék mindig hazudnak. Anita, Aron, Beni,
Dani, Gerg6 és Kartal, Diirerlandia hat lakéja, éppen egy szabalyos hatszog hat cstcsaban laknak, ebben a sorrendben.
Koziiliik 6ten az alabbi allitasokat teszik:

e Anita: Dani nyomozo.

e Aron: Gergével a Diina ugyanazon oldalan lakunk.

e Beni: Kartal btin6zs.

e Gergs: Aron és Dani a Diina kiilsnb6z6 oldalan laknak.
e Dani: Kartallal a Diina ugyanazon oldalan lakunk.

A hat lako koziil ki nyomozo6 és ki biin6z67 A megoldasotok soran indokoljatok meg azt is, hogy miért nincs mas lehet&ség!
Sziics Gabor feladata

Megoldas:
Ha Dani nyomoz6, akkor igazat mond, igy Kartal vele azonos oldalon Anita Kartal
lakik, igy nyomozo6. Ha Dani bilin6zd, akkor hazudik, tehat Kartal vele ° °
ellentétes oldalon lakik, igy nyomoz6. Tehat Kartal biztosan nyomozo.
Ekkor viszont Beni hazudik, igy Beni blin6zd.

Ha Aron nyomozo, akkor igazat mond, igy Gergs vele azonos
oldalon lakik, igy nyomoz6. Ha Aron biinozs, akkor hazudik, tehat

Gergd vele ellentétes oldalon lakik, igy nyomozé. Tehat Gergd biztosan °® °®
nyomozo. Beni Dani

Aron ® o Gergd

Gergd igazat mond, tehat Aron és Dani a Diina két kiilonbozé
oldalan lakik. Ha Dani btin6z6, akkor Aron nyomozo, ekkor viszont mivel a Diina egyenes, igy a
biindz6k partjan csak Beni és Dani lakhat, igy Anita nyomozo6. Viszont Anita igy igazat mond, de
Dani nem nyomozo, azaz ez az eset nem lehetséges.

Ha Dani nyomoz6, akkor Aron biinzs, és Anita igazat mond, tehat & is nyomozo. Ekkor Aron és
Beni btin6zok, a tobbiek nyomozok, és ez lehetséges is, ha a Diina Anita és Aron, valamint Beni és
Dani kozott folyik keresztiil.
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C2. a) Maté egy 4 x 4-es tablazatba 12 nem feltétleniil kiilonb6z6 szamot irt, minden mezébe legfeljebb egy szamot.
Azt a feladatot adta Aronnak, hogy fejezze be szabalyosan az altala elkezdett kitoltést biinds négyzetté. Eszrevettek,
hogy Aron ezt tébbféleképpen is meg tudja valésitani. Adjatok példat a Maté altal készitett tablazatra és annak tobbféle
szabéalyos befejezésére!

b) Bizonyitsatok be, hogy ha Maté 13 szamot irt volna a tablazatba, akkor mindenképp legfeljebb egy szabalyos befejezés
létezne!

Binds négyzet alatt azon 4 x 4-es tdbldzatokat értjik, melynek minden mezdjében pontosan egy szam dll, tovabbd barmely
sordban, oszlopdban és a két nagy dtldjaban is ugyanaz a négy szdm dsszege.

Diirer Matekest feladat

Megoldas: a)

Maté tablazata: Egy lehetséges befejezés: Egy mésik befejezés:
2120122 212122 2121212

2 2 3121 2 1 1 2 213

21 2 1121213 312121
21 2 21 2 2 21 2 2 21 2 212

b) Mivel Maté mar 13 mez6t kitoltott, igy van olyan oszlop, amelynek minden mezgjében mar all
szam. Ugyanis ha minden oszlopbdl legfeljebb 3 mez6 lenne kitdltve, akkor dsszesen csak legfeljebb
4 -3 = 12 kitoltott mezd lehetne. Azaz ebbdl az oszlopbdl méar meg tudja hatarozni, hogy mennyi lehet
a sorok és az oszlopok Osszege egy szabalyos befejezett kitoltésben.

Ekkor viszont egy iires mez6t csak akkor nem tud Aron egyértelmten kitolteni, ha a soraban és az
oszlopéban is van még rajta kiviil iires mez6. Hiszen ha példaul egy sorban csak egy iires mez6 lenne,
akkor azt ki lehetne tolteni gy, hogy a mar meghatarozott sorosszegbdl kivonjuk a sorban 1év6 hdrom
szamot.

Ha valamikor két kiilonbo6z6 6sszeg keletkezik, csak az el6bbiekben leirt tipusa lépések utén, vagy
valahova kétféle szamot kellene irni, mert a sordban, oszlopaban, vagy nagyatlojaban kétféle a maradék
3 szam Osszege, akkor az igazolja, hogy nem lehet szabalyosan befejezni a kitoltést, igy ez az eset nem
lehetséges.

Tegyiik fel, hogy Aron kitoltétt mindent, amit egyértelmiten ki tudott tolteni, és még tobbfélekép-
pen is szabalyosan befejezhets a tablazat. Ekkor még biztosan van kitoltetlen mez6. Ezt nem tudta
egyértelmtien kitolteni, igy a sordban van még legalabb egy lires mez8. Ezt a két mezdt szintén nem
tudta még egyértelmiien kitolteni a feltevésiink szerint, azaz mindketts oszlopaban van rajta kiviil tires
mezd. Ezek a mezdk kiilonbozdk, igy legalabb 4 kitoltetlen mezd van, ami ellentmondas. Azaz nem
fejezhets be tobbféleképpen szabalyosan biinds négyzetté a tablazat.
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C3. a) Anett, Andris, Kartal és Benedek kartyaznak. Négy kiilonboz6 szint paklijuk van, mindegyik négy lapot
tartalmaz, megszamozva 1-t6l 4-ig. El6szor Osszekeverik a 16 lapot, majd mind a négyen htznak négy lapot a keziikbe,
amiket megmutatnak egymasnak. Ezutan kozosen eldontik, hogy milyen sorrendben iilnek le kdrben, és azt is, hogy ki
kezd. A jaték folyaméan a kor mentén éramutatod jarasaval megegyezd iranyban sorban raknak le egy-egy lapot, de egy
lapot csak akkor rakhatnak le, ha mar minden nala kisebb szamu, vele azonos szinii le lett rakva. Akkor nyernek, ha
az Osszes lapot lerakjak. Ha valaki a sorra keriilésekor nem tud rakni és még van lap a kezében, veszitenek. Mutassatok
olyan huzast, amelynél akarhogy is dontenek és jatszanak, veszitenek!

b) Mutassatok meg, hogy ha mind a négy paklibol csak az 1-es és 2-es lapokkal jatszanak, akkor mindig tudnak nyerni!
Kocsis Anett feladata

Megoldas: a) Jeldljik a négy szint A-val, B-vel, C-vel és D-vel, tovabba innentdl a kartyalapokat
tgy fogjuk jelolni, hogy a sziniikk mogé irjuk a szamukat (példaul a C' szind 3-as szamu lapra innentdl
C3-ként fogunk hivatkozni).

Legyenek Anett lapjai A1, A2, B1 és B2, Andris lapjai C1,C2, D1 és D2, Kartal lapjai A3, A4, B3
és B4, tovabba Benedek lapjai C3,C4, D3 és D4. Ekkor ahhoz, hogy Kartal le tudjon rakni egy lapot
az els korben, az kell, hogy vagy a Al és A2 is le legyen méar rakva, vagy pedig B1 és B2 is (hiszen
A3 és A4 lerakasanak eldfeltétele A2 lerakasa, B3 és B4 lerakasénak pedig B2 lerakasa). Viszont mivel
Al és A2, illetve Bl és B2 is Anett kezében van, és mivel Anett legfeljebb egyszer keriilhet sorra
Kartal el6tt, nem lehet egyik lappar sem lerakva, miel6tt Kartal sorra keriil, igy legkésébb Kartal sorra
keriilésekor vesziteni fognak ebben az osztasban.

b) Vegyiik észre, hogy ha az Osszes 1-es le lett mar rakva, akkor akarmelyik lap lerakhato.

Ha mind a négy embernek van 1-es kartyaja, akkor azt le tudja rakni mindegyikiik az els§ kérben
és a masodik korben uténa a 2-est.

Ha csak harom embernek van 1-es kirtyaja, akkor pontosan az egyik§jiiknél két 1-es van és pontosan
az egyikiknél két 2-es. Ekkor, ha a két 1-essel rendelkezs kezdi a kort, majd uténa az egy 1-essel
rendelkezGk lerakjak a sajat 1-esiiket, akkor az utols6 ember valamelyik 2-esének szinébdl méar biztosan
szerepelt az l-es korabban, igy azt a lapjat ki tudja rakni. Ezutan ismét az a jatékos jon, akinek
eredetileg két 1-ese volt és miutan a maésikat lerakja, mar az Gsszes 1-es le lesz rakva, azaz a tobbiek
mar be tudjak fejezni a kort.

Ha csak két embernek van 1-es kartyaja, akkor a masik két ember két-két 2-essel rendelkezik.
Kezdjen ebben az esetben az a két jatékos, akinek csak 1-ese van. Miutan az els6 jatékos kijatszott
egy l-est, valamelyik csupa 2-esel rendelkezé jatékos mér biztosan ki tudja jatszani a 2-esét abbdl a
szinbdl. Ezutan a méasodikként sorra keriils jatékos biztosan tud tgy lerakni egy 1-est, hogy arra utana
a masik kizarolag 2-essel rendelkezé jatékos is le tudja mar rakni valamelyik 2-esét. Igy az elsé korben
még nem veszitenek, a méasodik pedig azzal kezd&dik, hogy az els6 két jatékos lerakja a megmaradd
1-eseit, tehat azt a kort is biztosan be tudjak fejezni.

Az nem lehetséges, hogy ketténél kevesebb ember rendelkezik 1-es kartyaval, tehat a feladat allitédsat
bebizonyitottuk.
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C4. Az ABC haromszigben az AB oldal hossza 5cm, a BC oldal hossza 4 cm, a C'A oldal hossza 3 cm. Tiikrozziik a
C pontot a B cstucs bels6 szogfelez&jére, igy kapjuk a D pontot. Tiikrozziik a C pontot az AB oldalegyenesre, igy kapjuk
az E pontot. Hatarozzatok meg a DFE szakasz hosszat!

Takdcs Tamds és Hegedis Ddniel feladata

1. Megoldas:

Hasznaljuk a lenti &dbra jeloléseit. Vegyiik észre, hogy CK az ABC haromszognek az AB oldaldhoz
tartozo magasséga A haromszog teriiletét igy kétféleképp felirva a kovetkezot kapjuk: £ C'AC AB'ZCK ,
igy CK = 12, valamint a tilkrézés miatt KE = CK = Q A CKB héaromszog derekszogu igy a
Pitagorasz- tetelt felirva ra megkapjuk, hogy BK? +CK? = B02 igy BK = 6 . Tudjuk tovabba, hogy

D az AB oldalra esik és BD = BC = 4, hiszen D-t a B cstcs szégfelezéjére tiikkrozve kaptuk. Ekkor

KD = BD — BK =4 — 1% = 1. Ekkor viszont az EK D haromszog derékszogt, igy felirhatjuk ré a
Pitagorasz-tételt: DE? = KD? + KE? = ( )2 + (%)2 = 35—2, igy DE = \/% cm = @ cm
2. Megoldas:

Hasznéljuk az abra jelléseit. Mivel a haromszog harom oldalaira 3% + 42 = 52, ezért a Pitagorasz-
tétel megforditasa miatt ACB< = 90°. Mivel a B belsé szogfelez6jére tiikroztik C-t, igy D az AB
oldalra esik. Mivel a tiikrozés tavolsagtartd, igy a DFE szakasz hossza azonos a C'D szakasz hosszaval.
S6t DEKA egybevagd DCK A-gel. Tovabba BCK /A hasonlé ABC/A-hdz, mert a tiikkrozés miatt
BKC« = 90° = ACB«, igy a B-nél 1év6 szog azonos, vagyis két-két szogiik megegyezik. Ebbdl

CK _ CK _ AC _ 3 4 _
BC = 1 = AB = 5 tehat OK = &

Ismét a tiikrozés tévolsagtartasa miatt BC' = BD, igy BCDA
egyenl@szaria és BCD< = w. Utobbibol és az ABC<t+
BAC< = 90° egyenlGséghdl: DCK< = BCD< — BCK< =
oA o - o °
90° — BQC<I —BAC<« = 90° — ABC<I+22 BACq _ 90° — 90 +§AC<I —
90°~BACq _ ABC« (*)
2 2 -

Ugyanakkor ACD< = 90° — BCD< = ABQ&I, tehat az ACKA-
ben C'D szogfelezs és a haromszog szogei paronként megegyeznek
ABCN szogeivel, igy hasonlé a két héromszég Ebbdl kovetkezik,
hogy % AK = ATK = ﬁ—g = %, vagyis AK = , valamint AD
AB — BD AB—BC =5—4=1, ezért DK AK — AD =
Mivel CDK /A derékbzégﬁ ezért a Pitagorasz-tétel miatt CD?

CK?+ DK? = 1454 + 25 = 12650 =10- 16 . Tehat a valasz DE =

CD = VlO-%Cm.

3. Megoldas, szogfelezs-tétellel
(x)-tol folytatva: Vegyiik észre, hogy CDKA és BCMA hasonlo mert mindketto derékszogt és
DCK<« = CBM<«. Ebbél kovetkemk hogy & CD = % = % = BM

B

4

[ <=

C

hossza. A szogfelezo tétel mlatt = g%, armbol CM = % - AM, Valammt CM+ AM = (5 + 1)
AM = 2 - AM = AC = 3, igy AM g és CM = 4. A BCM A-re Pitagorasz-tételt alkalmazva

kapjuk, hogy BM?* = BC? + CM? = 16 + ¥ = %, tehat BM = 4Y10 Ekkor tehat a vilasz:
DE = CD = BM12 _ 4103 _ 4410 .,

4-5 35 5
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C5. a) Aron felirt egy hatjegyt szamot a tablara. Ezutan Maté megcserélheti a tablan 16v6 szam elsS jegyét a masodik
jegyével. Ezutan Benedek megcserélheti a tablan 1évé szdm harmadik jegyét a negyedikkel. Ezutan Zsuzsi megcserélheti
a tablan 1évs szam 6todik jegyét a hatodikkal. Irhatott-e Aron olyan szamot, hogy abbol kiindulva nyolc, paronként
kiilonb6z6 hatjegyt szamot kaphatnak, melyek mindegyike oszthatéd 7-tel?

b) Aron egy masik tablara is felirt egy hatjegyt szamot. Ezutan Domonkos letérélheti a szam elsé néhany, akar nulla, de
legfeljebb 6t jegyét, amiket aztan ugyanolyan sorrendben a szam végére kell irnia. Irhatott-e Aron olyan szamot, hogy
abbdl kiindulva hat, paronként kiilénb6z6 hatjegyt szamot kaphat Domonkos, melyek mindegyike oszthato 17-tel?

Egy hatjegyt szam elsd jegye nem lehet 0.

Diirer Matekest feladat

Megoldas: a) Igen, Aron irhatott ilyen szamot.

Jeloljiik a hatjegyi szdmot, és a megcserélhet szamparokat igy:
abedef;  (a;b);  (e;d); (e f)

Ahhoz, hogy nyolc kiilonb6z8, hatjegyt szamot képezhessiink, a szampéroknak két-két kiilonbozs
szamjegyet kell tartalmaznia, valamint az (a;b) szampar nem tartalmazhatja a 0 szamjegyet.

Képezziink két olyan szamot, melyek az utolsdé szampér szdmjegyeinek felcserélésével egymésba
alakithatoak. Irjuk fel a szamokat helyiérték szerint!

100000a + 100006 + 1000¢ + 100d + 10e + 1 f
100000a + 100006 + 1000¢ + 100d + 10f + le

Az 6sszegek T-es osztasi maradéka a tagok maradékainak Gsszege. Ha a két, 7-tel oszthat6 6sszeget
kivonjuk egymashol, akkor egy 7-tel oszthatd szamot kapunk. Mivel a kiilonbség 9e — 9f, és a 7 és a
9 relativ primek, igy a megcserélt (e; f) szampar két tagjanak 7-es maradéka azonos, kiilonben nem
lehetne a kiilonbség 7-tel oszthato.

Azaz olyan szamparokat hasznalhatunk, ahol a kiilénbség 7 lesz csere esetén, és ez ugyanigy meg-
mutathato az (a;b) és (¢; d) szamparokra is. Ezek csak a (0;7), (1;8) és (2;9) szamparok. Nézziik meg,
hogy szdmpéarok mennyit adnak a hatjegytd szdm 7-es maradékdhoz, ha az egyes helyiértékpéarokon
szerepelnek:

(a;0) (c;d) (e f)
0;7) 0 0 0
(1;8) 2 1 4
(2;9) 4 2 1

Mivel a szamok 7-tel oszthatok, a szamparok maradékainak osszege a 7-nek egy tobbszorose. Ez a
tablazatbol kiolvashaté moédon csak gy valosithaté meg, ha a harom szampaér:

(0;7),(0;7),(0;7)  vagy (1;8),(1;8),(1;8) wvagy (2;9),(2;9),(2;9).

Ezek koziil azonban a (0;7) part nem hasznéalhatjuk fel az els§ helyen, mivel nem hatjegyii szamot is
eredményez.
Tehat példaul az 181818, vagy a 292929 szdm megfelel a feltételeknek.

b) Nem, Aron nem irhatott ilyen szamot.
Tegyiik fel, hogy van ilyen 17-tel oszthato szam! Irjuk fel ezt a szdmot, valamint azt a szamot, amit
az elsé szamjegy letorlésével, majd a szam végére irasaval kapunk, helyiérték szerinti 6sszegben!

xo = 100000a + 100006 + 1000c 4 100d + 10e + 1 f
x1 = 1000006 4 10000c + 1000d + 100e + 10f + 1a

Jeloljiik a 100006 + 1000c + 100d 4 10e + 1f dsszeget S-el! Ekkor a két szdm:

58
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zo = 10°a + S
r1 =105 + la

Ha zo-t megszorozzuk 10-el, akkor 10zg = 10%a + 10S. Ekkor 10zg — x1 = (10% — 1)a. Mivel xq és 1
a feltételezésiink szerint oszthatd 17-tel, igy a 10xg — x1 kiilonbség is oszthato 17-tel.

Ekkor (105 —1) = 999999 = 9991001 = 9-3-37-7-11-13. Mivel a 17 nem szerepel a primtényezds
felbontasban, ezért a (108 — 1)a szorzat akkor és csak akkor lehet 17-tel oszthaté, ha a oszthato 17-tel.
Mivel a egy 1 és 9 kozé es6 szamjegy, ez ellentmondas. Tehat nem 1étezhet a feladatnak megfelel§ xg

Szam.
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C6. Jaték: Egy 4 x 4-es tabla egyik mez&jén kezdetben egy huszar all. Két jatékos felvaltva
lép a huszarral. Nem szabad olyan mezdére 1épni, amelyen korabban mér jart a huszar, igy a
kezd&mezdre sem. Az veszit, aki nem tud lépni. @
Az dabran a sziirke mezék mutatjik, hogy hogyan lehet lépni eqy huszdrral.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el a huszdr
kezdémezdjének ismeretében, hogy kezddk szeretnétek lenni, vagy mdsodikok.

Hegedis Daniel feladata

Megoldas: A stratégia szempontjabol a tablat 4 fajta mezdére bontjuk:
Kozépsd mezdk: Sarokmezdk: Széls6 mezdk egyik kore: Szélsg mezsk masik kore:

o R K

Szimmetria miatt csak 3 kiilonboz6 kezdémezd esetét kell megnézniink.

1. eset: A huszar a négy kozéps6é mezé egyikérdl indul.

Ilyenkor a kezd@jatékos konnyen tud nyerni. A kezd§jatékos elGszor @ £,

belép a sarokba, ezutdn a mésodik jatékosnak csak 1 lehetséges 1épése 9
van az abran lathaté moédon. Ezt kévetSen a kezdGjatékos belép a el 1
szemkozti sarokba, és nyer. ‘|‘5

A tablazat szélén, de nem a sarokban lév6é mezdket a fenti felosztasnal ugy osztottuk ketté, hogy
a 4-4 mez6n korbe tud ugrédlni a huszar. A kovetkezs két esetben a nyerd stratégia olyan lesz, hogy a
gyGztes jatékos sose hagy el egy ilyen kort, hanem tovabbugrik korbe.

2. eset: A huszar egy széls6, de nem sarokmezérdsl indul.

Ilyenkor is a kezd@jatékos tud nyerni. A fent leirtak- _ 9

nak megfelelGen kezdjen a koron kérbemenni, a masodik [ ) \ [ J
jatékosnak az els§ vagy a masodik 1épésében be kell 1épni 10 ) 9
egy kozépss mezdre. A két lehetséges allas a jobb oldalon G = G =
lathato. o T
Barmelyik eset is all fenn, a kezd&jatékos az el6z6 esethez ,._!_2 ‘|,2
hasonléan beugrik egy sarokba, majd onnan a masodik o0 ! [~ i
jatékosnak csak egy lehetdsége van, innen a kezd§jatékos S ) 2 @
a szemkozti sarokba lépve nyer. ole ) '.
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3. eset: A huszar egy sarokmezo6rsl indul.

Ilyenkor is a kezd@jatékos nyer. Az els§ lépésben |9 )
belép kozépre. A méasodik jatékos vagy a sarokba lép, ) K \
ilyenkor egyértelmi a folytatés, vagy egy széls6, de nem +—
sarokmezdre. Ezek utan a masodik jatékos egy szélss, de “0 3 o
nem sarokmezdre kell, hogy lIépjen, innen az els6 jatékos Gl |0 Gl
ismét elindul korbe. 3 3
@ (2]
Az €el6z8 esethez hasonloan az els§ jatékos a kor mentén o '—l-a i '_'_2
lép addig, ameddig a mésodik jatékos belép egy kozépss CI0 ) el. C )
mezore. o © ® ©
¥ ¥
@ @ (1L J
Végiil ismét belép az elsé jatékos az egyik sarokba, a ma- ‘. ole = ole
sodik jatékos egyértelmi lépése utan pedig a szemkozti i v
sarokba lépve nyer. € .‘ | e .‘ ]
@ .lb @ .lb




