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D1. a) Maté egy 4 x 4-es tablazatba 12 nem feltétleniil kiilsnbdz6 szamot irt, minden mezébe legfeljebb egy szamot.
Azt a feladatot adta Aronnak, hogy fejezze be szabalyosan az altala elkezdett kitoltést biinds négyzetté. Eszrevettek,
hogy Aron ezt tébbféleképpen is meg tudja valésitani. Adjatok példat a Maté altal készitett tablazatra és annak tobbféle
szabéalyos befejezésére!

b) Bizonyitsatok be, hogy ha Maté 13 szamot irt volna a tablazatba, akkor mindenképp legfeljebb egy szabalyos befejezés
létezne!

Binds négyzet alatt azon 4 x 4-es tdbldzatokat értjik, melynek minden mezdjében pontosan egy szam dll, tovabbd barmely
sordban, oszlopdban és a két nagy dtldjaban is ugyanaz a négy szdm dsszege.

Diirer Matekest feladat

Megoldas: a)

Maté tablazata: Egy lehetséges befejezés: Egy mésik befejezés:
2120122 212122 2121212

2 2 3121 2 1 1 2 213

21 2 1121213 312121
21 2 21 2 2 21 2 2 21 2 212

b) Mivel Maté mar 13 mez6t kitoltott, igy van olyan oszlop, amelynek minden mezgjében mar all
szam. Ugyanis ha minden oszlopbdl legfeljebb 3 mez6 lenne kitdltve, akkor dsszesen csak legfeljebb
4 -3 = 12 kitoltott mezd lehetne. Azaz ebbdl az oszlopbdl méar meg tudja hatarozni, hogy mennyi lehet
a sorok és az oszlopok Osszege egy szabalyos befejezett kitoltésben.

Ekkor viszont egy iires mez6t csak akkor nem tud Aron egyértelmten kitolteni, ha a soraban és az
oszlopéban is van még rajta kiviil iires mez6. Hiszen ha példaul egy sorban csak egy iires mez6 lenne,
akkor azt ki lehetne tolteni gy, hogy a mar meghatarozott sorosszegbdl kivonjuk a sorban 1év6 hdrom
szamot.

Ha valamikor két kiilonbo6z6 6sszeg keletkezik, csak az el6bbiekben leirt tipusa lépések utén, vagy
valahova kétféle szamot kellene irni, mert a sordban, oszlopaban, vagy nagyatlojaban kétféle a maradék
3 szam Osszege, akkor az igazolja, hogy nem lehet szabalyosan befejezni a kitoltést, igy ez az eset nem
lehetséges.

Tegyiik fel, hogy Aron kitoltétt mindent, amit egyértelmiten ki tudott tolteni, és még tobbfélekép-
pen is szabalyosan befejezhets a tablazat. Ekkor még biztosan van kitoltetlen mez6. Ezt nem tudta
egyértelmtien kitolteni, igy a sordban van még legalabb egy lires mez8. Ezt a két mezdt szintén nem
tudta még egyértelmiien kitolteni a feltevésiink szerint, azaz mindketts oszlopaban van rajta kiviil tires
mezd. Ezek a mezdk kiilonbozdk, igy legalabb 4 kitoltetlen mezd van, ami ellentmondas. Azaz nem
fejezhets be tobbféleképpen szabalyosan biinds négyzetté a tablazat.
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D2. Egy pingpongbajnoksagon 100 jatékos vett részt, mindenki mindenkivel egy meccset jatszott. A gyézelem 1 pontot
ért, a vereség 0-t. Tudjuk, hogy a bajnoksag befejeztével barmely harom résztvevére igaz, hogy valamelyikiik legy&zte a
mésik kett6t. Hatarozzatok meg a jatékosok végss pontszémait!

Minden meccsnek eqy gydztese és eqy vesztese lett, dontetlen nem sziletett.
Hegedis Ddniel feladata

1. Megoldas:

Tegyiik fel, hogy van két olyan résztvevs, A és B, akiknek azonos a pontszama, ez legyen x.
Feltehetjiik tovabba az altalanossig megszoritasa nélkiil, hogy B legy6zte A-t. Ekkor B tovabbi x — 1
embert gy6zott le, A pedig tovabbi z-et. Ekkor skatulyaelv alapjan biztosan lesz olyan jatékos, nevezziik
C-nek, akit A legy6zott, de B nem.

Vegyiik ekkor az A, B és C jatékosokat és vizsgaljuk meg a kozottiik zajléo meccseket. B legyGzte
A-t, A legy6zte C-t, mig C pedig nyert B ellen. Tehét talaltunk 3 olyan embert, ahol nincs senki, aki
legy&zte volna a masik kett6t, ami ellentmondas.

Igy nem lehet kettd jatékosnak azonos a pontszama. Egy jatékos pontszama 0 és 99 kozott barmi-
lyen egész szam lehet. Ez éppen 100 darab szdm, tehat mindegyik szam valamely csapatnak a végsé
pontszama: 0, 1, 2, ..., 99. Ez lehetséges is, ha a jatékosokat sorba allitjuk, és mindenki legy6zte a
mogotte allokat. Ekkor barmely harom jatékos koziil a legeldl allo legyGzte a mésik kettst.

2. Megoldas:

Indukciéval bizonyitjuk azt, hogy tetszbleges jatékosszamii bajnoksagban van olyan jatékos, aki
mindenki mést legy6zott. 3 jatékos esetén a feladat feltételei miatt az egyik jatékos biztosan megverte
a masik kettét, igy ekkor igazoltuk az allitast. Most tegyiik fel, hogy az allitast mar belattuk k jatékosbol
all6 bajnoksagra.

Most bizonyitsuk az allitast k + 1 jatékos esetén. Jeldljiik az egyik jatékost A-val. Az A-n kiviili &
jatékos kozt is mindenki jatszott mindenkivel pontosan egyszer, igy az indukcié miatt csak Gket nézve
létezik egy B jatékos, aki mindenki mast megvert koztiik. Vizsgaljuk az A és B jatékos kozti meccs
eredményét. Ha B megverte A-t, akkor B mindenkit legy$zott, igy igazoltuk az allitast. Ha pedig A
verte meg B-t, akkor a feladat feltételei miatt tetszdSleges mésik C' jatékost is meg kellett, hogy verjen
A, hiszen B legy6zte C-t és A legy6zte B-t. Igy ez esetben A az a jatékos, aki mindenki mast legy6zott.
Indukcioval belattuk, hogy van a bajnoksédgban olyan jatékos, aki mindenki mast legy6zott.

Tekintsiik most a 100 f6s pingpongbajnoksagot. Az allitdsunkat felhasznalva létezik jatékos, aki
mindenki mast legy&zott, igy neki 99 pontja lett. Csak a maradék 99 jatékost tekintve koztiik szintén
lesz valaki, aki mindenki mast legydzott, az el6bb latott allitas miatt. Igy neki 98 pontja lett. Ot is
kivéve, hasonléan haladva a végsé pontszamok: 99, 98, ..., 1 és 0.

Ez lehetséges is, ha a jatékosokat sorba &llitjuk, és mindenki legy6zte a mogotte allokat. Ekkor
bérmely harom jatékos koziil a legelol all6 legyGzte a masik kettst. Valojaban a megoldas soran belattuk,
hogy minden a feladat feltételeinek megfelel§ bajnoksagban a jatékosok sorbaallithatoak ilyen médon.
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D3. Az ABCD paralelogrammaban az AB oldal hossza 3 egység és a BC oldal hossza 2 egység. A CD oldal D-hez
kozelebbi harmadolopontja legyen E, tovabba a D A oldal felez6pontja legyen F'. Az AC és BF egyenesek metszéspontjat
jeloljiik G-vel.

a) Bizonyitsatok be, hogy az FEB szog derékszog!

b) Hatarozzatok meg az FG szakasz hosszat!
sztényi Jozsef feladata

Megoldas:
a) Legyen DAB< = BCD< = «. Ekkor ABC<x = CDA< =
180° — a.

Mivel E a CD szakasz D-hez kozelebbi harmadolopontja, ezért
CE =2, DFE = 1. Mivel F az AD oldal felez6pontja, ezért DF = 1.

Ebbél kapjuk, hogy a BCE héaromszog egyenls szart, mivel
BC = CE = 2, valamint az EDF haromszog is egyenld széru,
mert ED = DF = 1.

Ekkor tudjuk, hogy CEB< = 90° —180=2 — & valamint DEF< = 90° — . Ebbd] mar kovetkezik,
hogy FEB< = 180° — § — (90° - %) = 90°.

b) Vegyiik észre, hogy az AGF és CGB haromszogek hasonloak, mert szogeik egyenlSk, hiszen
AGF < és CGB< csucsszogek, és FAG< és GCB< pedig valtoszogek. Mivel % = %, ezért g—g = %
Vagyis G az F'B szakasz F-hez kozelebbi harmadolé pontja.

Mivel AD és BC parhuzamos, tovabba E és G is harmadolopontok, ezért EG is parhuzamos BC-vel
és D A-val. Ebbdl viszont mar hasonlosag miatt kovetkezik, hogy % = %, azaz EG = % -2 = %.
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D4. Egy kegyetlen kiraly olyan bortont épittetett, melyben a 36 cella egy 6 x 6-o0s négyzetracs alakban helyezkedik
el és barmely két élszomszédos cella kozott fal talalhato. Néhany cella mar most is egy-egy rab kijelolt helye, de minden
cella legfeljebb egy rabhoz tartozik. A kiraly idGvel arra jut, hogy tul kegyetlen a rabokkal, ezért lebontat néhany falat
olyan modon, hogy barmelyik cellabol barmelyik masikba el lehessen jutni. Azt viszont nem szeretné, hogy a rabok til jol
érezzék magukat, ezért barmely két, eredetileg egy sorban vagy oszlopban 1év§ rab kozott szeretne meghagyni legalabb
egy falat, hogy ne lassdk egymast a kijelolt helyiikrsl. Legfeljebb hany rabot tarthat fogva a kiraly, ha a feltételeknek

megfelelen le tud bontatni falakat?
Nagy Kartal feladata

1. Megoldas:

Tekintsiik a cellakat kiilon-kiilon tartomanyoknak, amiket falak valasztanak el egymaéastol. A kiraly
célja, hogy a kezdetben 36 tartomanybdl 1 tartomany maradjon, azaz barmelyik cellabél el lehessen
jutni barmelyik cellaba. Ennek eléréséhez egyesével rombolja le a falakat. Egy fal lerombolasakor vagy
eggyel csokken a tartomanyok szama, ha két kiillonb6z6 tartomany kozott van a fal vagy nem valtozik,
ha egy tartomanyon beliil van a fal. Tehat ahhoz, hogy a kiraly 1 tartomanyt kapjon, legalabb 35 falat
le kell romboljon. Mivel kezdetben 60 fal volt, ezért maximum 60 — 35 = 25 fal maradhat a rombolés
utan.

Ha egy sorban s rab van, akkor legalabb s —1 falat meg kell tartani abban a sorban, hogy ne lassék
egymast. Igy a sorokban Osszesen legalabb r — 6 fal van, ha r a rabok szama az egész borténben.
Hasonloképpen az oszlopokban is legalabb r — 6 fal van, igy a rabok szamébol és a falak maximalis
szamabol ezt az egyenlStlenséget irhatjuk fel:

2r —12 <25

Ebbdl kovetkezik, hogy r < 18,5, azaz legfeljebb 18 rabot tarthat fogva a kiraly. Erre van tobb példa
is, harom lehetséges konstrukcio:

2. Megoldas:

Tekintsiik a 6 x 6-o0s racs cellait egy graf csucsainak, és a lebontott falakat a csicsokat 6sszekotd
éleknek. Igy egy 36 cstcst grafunk van, melynek kezdetben 0 éle van.

A kiraly célja egy feszitéfa létrehozésa, hogy barmelyik csiicsbol barmelyik csiicsba el lehessen
jutni az élek mentén. Ehhez legalabb 35 él sziikséges, azaz legalabb 35 falat le kell bontani. Kezdetben
2-5-6 = 60 fal van, igy a lebontas utan legfeljebb 60 — 35 = 25 fal marad. Innentdl kezdve kévethetjiik
az 1. Megoldast.
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D5. a) Aron felirt egy hatjegyti szamot a tablara. Ezutan Maté megceserélheti a tablan 16vS szam elss jegyét a masodik
jegyével. Ezutan Benedek megcserélheti a tablan 1évé szdm harmadik jegyét a negyedikkel. Ezutan Zsuzsi megcserélheti
a tablan 1évs szam 6todik jegyét a hatodikkal. Irhatott-e Aron olyan szamot, hogy abbol kiindulva nyolc, paronként
kiilonb6z6 hatjegyt szamot kaphatnak, melyek mindegyike oszthaté 7-tel?

b) Aron egy masik tablara is felirt egy hatjegyt szamot. Ezutan Domonkos letérélheti a szam elsé néhany, akar nulla, de
legfeljebb 6t jegyét, amiket aztan ugyanolyan sorrendben a szam végére kell irnia. Irhatott-e Aron olyan szamot, hogy
abbdl kiindulva hat, paronként kiilénb6z6 hatjegyt szamot kaphat Domonkos, melyek mindegyike oszthato 17-tel?

Egy hatjegytd szdm elsd jegye nem lehet 0. Diirer Matekest feladat

Megoldas: a) Igen, Aron irhatott ilyen szdmot.
Jeloljiik a hatjegyt szamot, és a megcserélhets szamparokat igy:

abcdef; (a;b); (c;d); (e f)

Ahhoz, hogy nyolc kiilonb6z8, hatjegyti szamot képezhessiink, a szampéroknak két-két kiilonbozs
szamjegyet kell tartalmaznia, valamint az (a;b) szdmpar nem tartalmazhatja a 0 szamjegyet.

Képezziink két olyan szamot, melyek az utolsdé szdmpér szdmjegyeinek felcserélésével egymésba
alakithatoak. Irjuk fel a szamokat helyiérték szerint!

100000a + 100006 + 1000c + 100d + 10e + 1 f
100000a + 100006 + 1000c + 100d + 10f + 1e

Az Osszegek T-es osztasi maradéka a tagok maradékainak Osszege. Ha a két, 7-tel oszthatod Osszeget
kivonjuk egymasbol, akkor egy 7-tel oszthatd szamot kapunk. Mivel a kiilonbség 9e — 9f, és a 7 és a
9 relativ primek, igy a megcserélt (e; f) szampar két tagjanak 7-es maradéka azonos, kiillonben nem
lehetne a kiilonbség 7-tel oszthato.

Azaz olyan szamparokat hasznalhatunk, ahol a kiilénbség 7 lesz csere esetén, és ez ugyanigy meg-
mutathato az (a;b) és (¢; d) szamparokra is. Ezek csak a (0;7), (1;8) és (2;9) szamparok. Nézziik meg,
hogy szdmpéarok mennyit adnak a hatjegyd szidm 7-es maradékdhoz, ha az egyes helyiértékpéarokon
szerepelnek:

(a;0) (¢ d) (e

0:7) 0 0
(1;8) 2 1
(2;9)

f)

= o= O

4 2

Mivel a szamok 7-tel oszthatok, a szdmparok maradékainak Osszege a 7-nek egy tobbszorose. Ez a
tablazatbol kiolvashaté modon csak tgy valosithatd meg, ha a harom szampar:

(0;7),(0;7),(0;7)  vagy (1;8),(1;8),(1;8) wvagy (2;9),(2;9),(2;9).

Ezek koziil azonban a (0;7) part nem hasznéalhatjuk fel az els§ helyen, mivel nem hatjegyi szamot is
eredményez.
Tehat példaul az 181818, vagy a 292929 szam megfelel a feltételeknek.

b) Nem, Aron nem irhatott ilyen szamot.
Tegyiik fel, hogy van ilyen 17-tel oszthato szam! Irjuk fel ezt a szamot, valamint azt a szamot, amit
az elsé szamjegy letorlésével, majd a szam végére irasaval kapunk, helyiérték szerinti 6sszegben!

xo = 100000a + 100006 + 1000c 4 100d + 10e + 1 f
x1 = 1000006 + 10000c + 1000d 4 100e + 10f + 1a

Jeloljiik a 100006 + 1000c¢ + 100d 4 10e + 1 f osszeget S-el! Ekkor a két szam:

58
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zo = 10°a + S
r1 =105 + la

Ha zo-t megszorozzuk 10-el, akkor 10zg = 10%a + 10S. Ekkor 10zg — x1 = (10% — 1)a. Mivel xq és 1
a feltételezésiink szerint oszthatd 17-tel, igy a 10xg — x1 kiilonbség is oszthato 17-tel.

Ekkor (105 —1) = 999999 = 9991001 = 9-3-37-7-11-13. Mivel a 17 nem szerepel a primtényezds
felbontasban, ezért a (108 — 1)a szorzat akkor és csak akkor lehet 17-tel oszthaté, ha a oszthato 17-tel.
Mivel a egy 1 és 9 kozé es6 szamjegy, ez ellentmondas. Tehat nem 1étezhet a feladatnak megfelel§ xg

Szam.
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D6. Jaték: Egy 4 x 4-es tabla egyik mezdjén kezdetben egy huszar all. Két jatékos felvaltva
lép a huszarral. Nem szabad olyan mezdére 1épni, amelyen korabban mér jart a huszar, igy a
kezd&mezdre sem. Az veszit, aki nem tud lépni. @
Az abran a sziirke mezék mutatjik, hogy hogyan lehet lépni egy huszdrral.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el a huszdr
kezdémezdjének ismeretében, hogy kezddk szeretnétek lenni, vagy mdsodikok.

Hegedis Daniel feladata

Megoldas: A stratégia szempontjabol a tablat 4 fajta mezdére bontjuk:
Kozépsd mezdk: Sarokmezdk: Széls6 mezdk egyik kore: Szélsg mezsk masik kore:

Szimmetria miatt csak 3 kiilonboz6 kezdémezd esetét kell megnézniink.

1. eset: A huszar a négy kozéps6é mezé egyikérdl indul.

Ilyenkor a kezd@jatékos konnyen tud nyerni. A kezd§jatékos elGszor @ £,

belép a sarokba, ezutdn a mésodik jatékosnak csak 1 lehetséges 1épése 9
van az abran lathaté moédon. Ezt kévetSen a kezdGjatékos belép a el 1
szemkozti sarokba, és nyer. ‘|‘5

A tablazat szélén, de nem a sarokban lév6é mezdket a fenti felosztasnal ugy osztottuk ketté, hogy
a 4-4 mez6n korbe tud ugrédlni a huszar. A kovetkezs két esetben a nyerd stratégia olyan lesz, hogy a
gyGztes jatékos sose hagy el egy ilyen kort, hanem tovabbugrik korbe.

2. eset: A huszar egy széls6, de nem sarokmezérdsl indul.

Ilyenkor is a kezd@jatékos tud nyerni. A fent leirtak- _ 9

nak megfelelGen kezdjen a koron kérbemenni, a masodik [ ) \ [ J
jatékosnak az els§ vagy a masodik 1épésében be kell 1épni 10 ) 9
egy kozépss mezdre. A két lehetséges allas a jobb oldalon G = G =
lathato. o T
Barmelyik eset is all fenn, a kezd&jatékos az el6z6 esethez ,._!_2 ‘|,2
hasonléan beugrik egy sarokba, majd onnan a masodik o0 ! [~ i
jatékosnak csak egy lehetdsége van, innen a kezd§jatékos S ) 2 @
a szemkozti sarokba lépve nyer. ole ) '.
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3. eset: A huszar egy sarokmezo6rsl indul.

Ilyenkor is a kezd@jatékos nyer. Az els§ lépésben |9 )
belép kozépre. A méasodik jatékos vagy a sarokba lép, ) K \
ilyenkor egyértelmi a folytatés, vagy egy széls6, de nem +—
sarokmezdre. Ezek utan a masodik jatékos egy szélss, de “0 3 o
nem sarokmezdre kell, hogy lIépjen, innen az els6 jatékos Gl |0 Gl
ismét elindul korbe. 3 3
@ (2]
Az €el6z8 esethez hasonloan az els§ jatékos a kor mentén o '—l-a i '_'_2
lép addig, ameddig a mésodik jatékos belép egy kozépss CI0 ) el. C )
mezore. o © ® ©
¥ ¥
@ @ (1L J
Végiil ismét belép az elsé jatékos az egyik sarokba, a ma- ‘. ole = ole
sodik jatékos egyértelmi lépése utan pedig a szemkozti i v
sarokba lépve nyer. € .‘ | e .‘ ]
@ .lb @ .lb




