/11\
e A
E D e

7025
X <% XVIIL

§ 16| 3 2 oo
NEEaeN s Diirer Verseny
AL\ / Dont6 (2025. 02. 07-09.)
'l@“/ Kifejids megolddkulcs ~ kategoria

E1l. a) Anett, Andris, Kartal és Benedek kartyaznak. Négy kiilonbozd szint paklijuk van, mindegyik négy lapot
tartalmaz, megszamozva 1-t6l 4-ig. El6szor Osszekeverik a 16 lapot, majd mind a négyen htznak négy lapot a keziikbe,
amiket megmutatnak egymasnak. Ezutan kozosen eldontik, hogy milyen sorrendben iilnek le kdrben, és azt is, hogy ki
kezd. A jaték folyaméan a kor mentén éramutatod jarasaval megegyezd iranyban sorban raknak le egy-egy lapot, de egy
lapot csak akkor rakhatnak le, ha mar minden nala kisebb szamu, vele azonos szinii le lett rakva. Akkor nyernek, ha
az Osszes lapot lerakjak. Ha valaki a sorra keriilésekor nem tud rakni és még van lap a kezében, veszitenek. Mutassatok
olyan huzast, amelynél akarhogy is dontenek és jatszanak, veszitenek!

b) Mutassatok meg, hogy ha mind a négy paklibol csak az 1-es és 2-es lapokkal jatszanak, akkor mindig tudnak nyerni!
c) Ha mind a négy paklib6l harom lapot hasznalnak, 1-t6l 3-ig szamozva, akkor is tudnak mindig nyerni?

Kocsis Anett feladata

Megoldas: a) Jeloljiik a négy szint A-val, B-vel, C-vel és D-vel, tovabba innentdl a kartyalapokat
tgy fogjuk jelolni, hogy a sziniik mogé irjuk a szamukat (példaul a C szind 3-as szamu lapra innent6l
C3-ként fogunk hivatkozni).

Legyenek Anett lapjai Al, A2, B1 és B2, Andris lapjai C1,C2, D1 és D2, Kartal lapjai A3, A4, B3
és B4, tovabba Benedek lapjai C'3,C'4, D3 és D4. Ekkor ahhoz, hogy Kartal le tudjon rakni egy lapot
az els6 korben, az kell, hogy vagy a Al és A2 is le legyen méar rakva, vagy pedig B1 és B2 is (hiszen
A3 és A4 lerakasanak elsfeltétele A2 lerakasa, B3 és B4 lerakasanak pedig B2 lerakasa). Viszont mivel
Al és A2, illetve Bl és B2 is Anett kezében van, és mivel Anett legfeljebb egyszer keriilhet sorra
Kartal el6tt, nem lehet egyik lappar sem lerakva, miel6tt Kartal sorra keriil, igy legkésébb Kartal sorra
keriilésekor vesziteni fognak ebben az osztasban.

b) Vegyiik észre, hogy ha az Gsszes 1-es le lett mar rakva, akkor akarmelyik lap lerakhato.

Ha mind a négy embernek van 1-es kartyéaja, akkor azt le tudja rakni mindegyikiik az els§ kérben
és a masodik korben utédna a 2-est.

Ha csak harom embernek van 1-es kirtyaja, akkor pontosan az egyikdjiiknél két 1-es van és pontosan
az egyikiiknél két 2-es. Ekkor, ha a két 1-essel rendelkez§ kezdi a kort, majd utana az egy 1-essel
rendelkezdk lerakjak a sajat 1-esiiket, akkor az utolsé ember valamelyik 2-esének szinébdl mar biztosan
szerepelt az l-es kordbban, igy azt a lapjat ki tudja rakni. Ezutdn ismét az a jatékos jon, akinek
eredetileg két 1-ese volt és miutan a masikat lerakja, mar az Osszes 1-es le lesz rakva, azaz a tobbiek
mér be tudjak fejezni a kort.

Ha csak két embernek van 1-es kartyaja, akkor a mésik két ember két-két 2-essel rendelkezik.
Kezdjen ebben az esetben az a két jatékos, akinek csak 1-ese van. Miutan az els6 jatékos kijatszott
egy l-est, valamelyik csupa 2-esel rendelkez§ jatékos mar biztosan ki tudja jatszani a 2-esét abbdl a
szinbdl. Ezutan a méasodikként sorra keriils jatékos biztosan tud ugy lerakni egy 1-est, hogy arra utana
a masik kizarolag 2-essel rendelkezé jatékos is le tudja mar rakni valamelyik 2-esét. Igy az elsé korben
még nem veszitenek, a méasodik pedig azzal kezd&dik, hogy az els6 két jatékos lerakja a megmaradd
1-eseit, tehat azt a kort is biztosan be tudjak fejezni.

Az nem lehetséges, hogy kettonél kevesebb ember rendelkezik 1-es kartyaval, tehat a feladat allitasat
bebizonyitottuk.

c) Nem, nem tudnak. Ha Anett lapjai A1, A2 és D1, Andris lapjai Bl, B2 és D2, Kartal lapjai
C1,C2 és D3, Benedek lapjai pedig az A3, B3 és C3, akkor az a) feladatrészhez hasonlé modon
lathatjuk, hogy Benedek nem fogja tudni lerakni semelyik lapjat az els6 korben semmilyen sorrend
esetén, hiszen se az Al, A2, se a Bl, B2, sem pedig a C'1, C2 lappar nem lehet lerakva addigra, mire 6
sorra keriil, mert mindenki mas addig legfeljebb csak egyszer rak.
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E2. Legyen az ABC haromszdg olyan, hogy CAB< = CBA< = 72°. A D pont az AC oldalon helyezkedik el tgy,
hogy DA = AB teljesiil. A C-bgl az ABD haromszog koréirt koréhez hazott érinték érintési pontjait jelolje E és F.
Bizonyitsatok be, hogy az EF szakasz felez6pontja éppen az ABC haromszog koréirt korének kézéppontjal

Hegediis Daniel feladata

1. Megoldas: Legyen G az a pont a BC szakaszon, amelyre BG = AB. Jelolje tovabba K az
ABDGEF pontokon atmend kor kozéppontjat. Legyen végil O az (AKD) és (BKG) korok K-t6l
kiilonb6z8 metszéspontja.

Elsszor azt latjuk be, hogy O az ABC haromszog koréirt korének kozéppontja. Egyrészt szimmetria
miatt O rajta van az AC'B szog felez$jén, igy OCB< = 18°. Masrészt kiszamoljuk az OBC' szoget:
OBC< = OBG< = OKG< = PECS = DBG< = ABC< — ABD< = 72° — 54° = 18°, mivel hogy
BAD< = T72° és AB = AD, ezért ABD< = 54°. Vagyis OCB< = OBC<«, amibdl OC = OB, de
szimmetria miatt OB = OA, vagyis O tényleg az ABC haromszog koréirt korének a kdzéppontja.

Ezek utan belatjuk, hogy O az EF szakasz felez6pontja. Szimmetria miatt tudjuk, hogy C — O — K
pontok egy egyenesre esnek. Ekkor a C' pontnak az ABDGEF korre vett hatvanya CF? = CG - CB.
Ezen felil a C pont BGOK kérre vett hatanya CG - CB = CO - CK. Ebbdl kapjuk, hogy CF? =
CO-CK, amibdl kiévetkezik, hogy COF < = CFK< = 90°. Szimmetria miatt tudjuk, hogy FO = EO,
de mar tudjuk, hogy FOF< = 180°, amibdl kovetkezik, hogy O az EF szakasz felezGpontja. Ezzel
pedig belattuk a bizonyitandé allitast.

2. Megoldas: Definialjuk O-t az (ABC) kor kozéppontjaként. Most is vegyiik észre, hogy O € BD,
180° — AOB<  180° —2BAC« 180° — BAD<

— 540 — o T
DBA<. Azt kell igazolni, hogy C' és O egymas inverzei az (ABD) k%rre nézve. Invertéljuk azzébrét az

(ABC) korre. Ekkor az A, B, C pontok helyben maradnak, O elmegy a végtelenbe. Az invertalas utan

a bizonyitando allitas az, hogy C' és O képei egymas inverzei az (ABD) kor képére nézve, azaz, hogy C

az (ABD*) kor kozéppontja, ahol D*-gal jeloljiik D inverzét az (ABC) korre nézve. Persze CA = CB,

tehat elég lenne latni, hogy C'D* = C'B. Viszont az invertalas miatt BD*C< = OD*C< = OCD<« =

18° = 72° — 54° = DBC< = D*BC. Ezzel a BCD* haromszog valéban egyenl@szara, amivel pedig

belattuk az allitast.

hiszen egyszerd szogszamolassal OBA< =

2/
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E3. a) Aron felirt egy hatjegyti szamot a tablara. Ezutan Maté megcserélheti a tablan 16v6 szam elsG jegyét a masodik
jegyével. Ezutan Benedek megcserélheti a tablan 1évé szdm harmadik jegyét a negyedikkel. Ezutan Zsuzsi megcserélheti
a tablan 1évs szam 6todik jegyét a hatodikkal. Irhatott-e Aron olyan szamot, hogy abbol kiindulva nyolc, paronként
kiilonb6z6 hatjegyt szamot kaphatnak, melyek mindegyike oszthaté 7-tel?

b) Aron egy masik tablara is felirt egy hatjegyt szamot. Ezutan Domonkos letérélheti a szam elsé néhany, akar nulla, de
legfeljebb 6t jegyét, amiket aztan ugyanolyan sorrendben a szam végére kell irnia. Irhatott-e Aron olyan szamot, hogy
abbdl kiindulva hat, paronként kiilénb6z6 hatjegyt szamot kaphat Domonkos, melyek mindegyike oszthato 17-tel?

Egy hatjegyt szam elsd jegye nem lehet 0.

Diirer Matekest feladat

Megoldas: a) Igen, Aron irhatott ilyen szamot.

Jeloljiik a hatjegyi szdmot, és a megcserélhet szamparokat igy:
abedef;  (a;b);  (e;d); (e f)

Ahhoz, hogy nyolc kiilonb6z8, hatjegyt szamot képezhessiink, a szampéroknak két-két kiilonbozs
szamjegyet kell tartalmaznia, valamint az (a;b) szampar nem tartalmazhatja a 0 szamjegyet.

Képezziink két olyan szamot, melyek az utolsdé szampér szdmjegyeinek felcserélésével egymésba
alakithatoak. Irjuk fel a szamokat helyiérték szerint!

100000a + 100006 + 1000¢ + 100d + 10e + 1 f
100000a + 100006 + 1000¢ + 100d + 10f + le

Az 6sszegek T-es osztasi maradéka a tagok maradékainak Gsszege. Ha a két, 7-tel oszthat6 6sszeget
kivonjuk egymashol, akkor egy 7-tel oszthatd szamot kapunk. Mivel a kiilonbség 9e — 9f, és a 7 és a
9 relativ primek, igy a megcserélt (e; f) szampar két tagjanak 7-es maradéka azonos, kiilonben nem
lehetne a kiilonbség 7-tel oszthato.

Azaz olyan szamparokat hasznalhatunk, ahol a kiilénbség 7 lesz csere esetén, és ez ugyanigy meg-
mutathato az (a;b) és (¢; d) szamparokra is. Ezek csak a (0;7), (1;8) és (2;9) szamparok. Nézziik meg,
hogy szdmpéarok mennyit adnak a hatjegytd szdm 7-es maradékdhoz, ha az egyes helyiértékpéarokon

szerepelnek:
(a;0) (c;d) (e f)
(0;7) 0 0 0
(1;8) 2 1 4
(2;9) 4 2 1

Mivel a szamok 7-tel oszthatok, a szamparok maradékainak osszege a 7-nek egy tobbszorose. Ez a
tablazatbol kiolvashaté moédon csak gy valosithaté meg, ha a harom szampaér:

(0;7),(0;7),(0;7)  vagy (1;8),(1;8),(1;8) wvagy (2;9),(2;9),(2;9).

Ezek koziil azonban a (0;7) part nem hasznéalhatjuk fel az els§ helyen, mivel nem hatjegyii szamot is
eredményez.
Tehat példaul az 181818, vagy a 292929 szdm megfelel a feltételeknek.

b) Nem, Aron nem irhatott ilyen szamot.
Tegyiik fel, hogy van ilyen 17-tel oszthato szam! Irjuk fel ezt a szdmot, valamint azt a szamot, amit
az elsé szamjegy letorlésével, majd a szam végére irasaval kapunk, helyiérték szerinti 6sszegben!

xo = 100000a + 100006 + 1000c 4 100d + 10e + 1 f
x1 = 1000006 4 10000c + 1000d + 100e + 10f + 1a

Jeloljiik a 100006 + 1000c + 100d 4 10e + 1f dsszeget S-el! Ekkor a két szdm:

3
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zo = 10°a + S
r1 =105 + la

Ha zo-t megszorozzuk 10-el, akkor 10zg = 10%a + 10S. Ekkor 10zg — x1 = (10% — 1)a. Mivel xq és 1
a feltételezésiink szerint oszthatd 17-tel, igy a 10xg — x1 kiilonbség is oszthato 17-tel.

Ekkor (105 —1) = 999999 = 9991001 = 9-3-37-7-11-13. Mivel a 17 nem szerepel a primtényezds
felbontasban, ezért a (108 — 1)a szorzat akkor és csak akkor lehet 17-tel oszthaté, ha a oszthato 17-tel.
Mivel a egy 1 és 9 kozé es6 szamjegy, ez ellentmondas. Tehat nem 1étezhet a feladatnak megfelel§ xg

Szam.
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E4. Geronimo gondolt egy egész egyiitthatés P polinomra. Ezt szeretné kitalalni Thea, aki ehhez minden percben
kérdezhet Geronimotol egy ¢ raciondlis szamot, amire Geronimo rogtén elmondja Theanak P(q) értékét.

a) Van-e olyan P polinom, amelyre létezik Theanak véges sok olyan kérdése, amikbdl egyiitt ki tudja talalni P-t?

b) Geronimo elarulta Theanak, hogy P foka 2025 és f6egytitthatéja 1. Bizonyitsatok be, hogy semmilyen ilyen P-re nem
létezik 2024 olyan kérdése Theanak, amikbdl egyiitt ki tudja talalni P-t!

Egy 2025-6dfoku P(x) = 202572°%% +a202472°%* +. . +a1z+ao polinom egyiitthatdi az az02s, - . ., a0 szdmok, féegyiitthatdja
a2025- Thea akkor tudja kitaldlni a P polinomot, ha az dltala ismert informdcicknak az egész egyiitthatos polinomok kéziil
csak P felel meg.

Beke Csongor feladata

Megoldas: a) A valasz az, hogy nincs. Tegyiik fel, hogy valamilyen P polinom esetén Thea valamilyen
@1 = a1/b1,q2 = ag/ba, ..., qn = an /by kérdésekre kapott valaszokbol ki tudja talalni P-t. Tekintsiik

a P*(z) = P(z) + (byjz —a1) - ... (byz — an) polinomot. Figyeljiik meg, hogy ez nem egyenls P-vel,
azonban a qi, o, ..., qn helyettesitési értékeken megegyezik P-vel, ami ellentmond annak, hogy Thea

ki tudta taldlni a P polinomot.

b) Tegyiik fel hogy Thea a ¢1 = a1/bi,q2 = aa/ba,...,q024 = a2024/b2024 értékeket kérdezte
meg, amibsl mar meg tudta hatarozni P-t. Ekkor, az el6z6 feladatrészhez hasonloan, a P*(z) =
P(x) + (bijx — ay) - ... - (b2o2a — ag024) polinom ugyanazt rendeli q1-hez, go-hoz, ..., és gopa4-hez is,
mint P, és mivel P foka 2025 és fGegyiitthatoja 1, igy P* foka is 2025 és fegyiitthatdja 1, hiszen a
hozzéadott tag legfeljebb 2024-edfoki. Ellentmondas, igy 2024 kérdés tényleg nem elég.
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E5. Megadhato-e végtelen sok altalanos helyzetii egyenes a sikon tgy, hogy az egyenesek altal meghatarozott met-
széspontok minden egyenestsl egész tavolsagra legyenek?
Egyenesek eqy halmaza dltaldnos helyzett, ha semelyik kettd nem pdrhuzamos, és semelyik hdrom nem megy dt egy ponton.

Megoldas:

A valasz nem.

Indirekten tegytiik fel, hogy megadhat6 végtelen sok egyenes, és legyen az egyik e egyenesen két
metszéspont A és B. Tekintsiink egy tetszéleges e-t6l kiilonbozs f egyenest, és legyen f’ az az egyenes,
ami f-fel parhuzamos és athalad az A ponton. Figyeljiik meg, hogy mivel f az indirekt feltevésiink
szerint egész tavolsagra volt A-tol és B-t6l, igy f-et egy egész hosszuisidgu vektorral kell eltolni, hogy
f'-t kapjuk, azaz f’ is egész tavolsagra van B-t6l. Ez azzal ekvivalens, hogy van olyan egész sugart kor
B koriil, amit f’ érint. Mivel csak véges sok olyan egész sugart kor van, aminek B a kozéppontja és A
nem belsé pontja, és minden ilyen korhoz legfeljebb két érinté huzhaté A-n keresztiil, igy f’ csak véges
sokféle lehet. Ez azonban ellentmondas, mivel a végtelen sok egyenes mindegyikéhez tudjuk venni a vele
parhuzamos, A-n adthaladé egyenest, és ezeknek kiilonboézdknek kéne lennie, mert feltettiik, hogy nincs
két parhuzamos egyenes. Tehét nem lehet megadni végtelen sok egyenest a feltételeknek megfelelGen.
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E6. Jaték: Kezdetben egy pozitiv egészekbdl 4ll6 (n, k) rendezett szampar van felirva egy lapra. Két jatékos felvaltva
lép, ha a nem athazott (a,b) szdmpar szerepel a lapon, a soron 1évé jatékosnak egy lépésben at kell huznia (a,b)-t és
helyette felirnia vagy az (a,b+ 1), vagy az (a — b, b) szampéart. Az nyer, aki el6szor ir fel olyan szampart, amelyben nem
mindkét szadm pozitiv.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el n és k ismeretében, hogy a kezdd vagy
a madsodik jatékos borébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Nevezziink egy helyzetet nyeré helyzetnek, ha onnan kezdve a masodik jatékosnak van
nyerd stratégidja, kiilonben veszt6 helyzetnek. Végignézziik a lehetséges (a, b) szaimparokra, hogy nyerd
vagy veszt6 helyzetek.

Vilagos, hogy ha a < b, az egy vesztd helyzet. Ha a < 2b, akkor ha valaki a-t csokkenti, veszit,
ha pedig mindketten felvaltva b-t névelgetik, akkor az veszit, akinek a 1épésénél b = a lesz, igy azok a
nyerd helyzetek, amelyekben a — b paratlan.

Most megmutatjuk, hogy amennyiben a > 2b, ha a paros és b paratlan, az egy nyerS helyzet, ha
pedig a és b is paros, vagy a és b is paratlan, az vesztd helyzet. Amennyiben ezt megsejtjik, méar nem
nehéz bizonyitani. A (paros, paros) esetbdl b-t névelve lehet nyerd mezoére 1épni. A (péaratlan, paratlan)
helyzetbdl is tudunk (paros, paratlan) helyzetbe lépni, ha a helyett a — b irunk. Figyeljiik meg, hogy
ezek akkor is nyerd helyzetbe visznek, ha a lépés utan a < 2b. Végil azt kell megmutatni, hogy a
(paros, paratlan) helyzetek nyerck, azaz onnan csak vesztére lehet 1épni, ami pedig vilagos, mert az
egyik lehet&ség két paros, a mésik két paratlan szamba visz, amik mindenképpen veszték az eddigiek
alapjan.

Mar csak az az eset maradt, amikor a > 2b, a paratlan és b paros. Ekkor b nvelése veszt§ helyzetre
visz. Ha pedig mindkét jatékos felvaltva a-t csdkkenti, akkor az nyer, aki elGszor csokkenti a-t 2b ala,
igy azok a nyerd helyzetek, amikor | ¢ ] paratlan.



