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E+1. Legyen az ABC haromszdg olyan, hogy CAB< = CBA< = 72°. A D pont az AC oldalon helyezkedik el tgy,
hogy DA = AB teljesiil. A C-bgl az ABD haromszog koréirt koréhez hazott érinték érintési pontjait jelolje E és F.
Bizonyitsatok be, hogy az EF szakasz felez6pontja éppen az ABC haromszog koréirt korének kézéppontjal

Hegediis Daniel feladata

1. Megoldas: Legyen G az a pont a BC szakaszon, amelyre BG = AB. Jelolje tovabba K az
ABDGEF pontokon atmend kor kozéppontjat. Legyen végil O az (AKD) és (BKG) korok K-t6l
kiilonb6z8 metszéspontja.

El6szor azt latjuk be, hogy O az ABC haromszog koréirt korének kozéppontja. Egyrészt szimmetria
miatt O rajta van az AC'B szog felez$jén, igy OCB< = 18°. Masrészt kiszamoljuk az OBC' szoget:
OBC< = OBG< = OKG< = PECS = DBG< = ABC< — ABD< = 72° — 54° = 18°, mivel hogy
BAD< = T72° és AB = AD, ezért ABD< = 54°. Vagyis OCB< = OBC<«, amibdl OC = OB, de
szimmetria miatt OB = OA, vagyis O tényleg az ABC haromszog koréirt korének a kdzéppontja.

Ezek utan belatjuk, hogy O az EF szakasz felez6pontja. Szimmetria miatt tudjuk, hogy C — O — K
pontok egy egyenesre esnek. Ekkor a C' pontnak az ABDGEF korre vett hatvanya CF? = CG - CB.
Ezen felil a C pont BGOK kérre vett hatanya CG - CB = CO - CK. Ebbdl kapjuk, hogy CF? =
CO-CK, amibdl kiévetkezik, hogy COF < = CFK< = 90°. Szimmetria miatt tudjuk, hogy FO = EO,
de mar tudjuk, hogy FOF< = 180°, amibdl kovetkezik, hogy O az EF szakasz felezGpontja. Ezzel
pedig belattuk a bizonyitandé allitast.

2. Megoldas: Definialjuk O-t az (ABC) kor kozéppontjaként. Most is vegyiik észre, hogy O € BD,
180° — AOB<  180° —2BAC« 180° — BAD<

— 540 — o T
DBA<. Azt kell igazolni, hogy C' és O egymas inverzei az (ABD) k%rre nézve. Invertéljuk azzébrét az

(ABC) korre. Ekkor az A, B, C pontok helyben maradnak, O elmegy a végtelenbe. Az invertalas utan

a bizonyitando allitas az, hogy C' és O képei egymas inverzei az (ABD) kor képére nézve, azaz, hogy C

az (ABD*) kor kozéppontja, ahol D*-gal jeloljiik D inverzét az (ABC) korre nézve. Persze CA = CB,

tehat elég lenne latni, hogy C'D* = C'B. Viszont az invertalas miatt BD*C< = OD*C< = OCD<« =

18° = 72° — 54° = DBC< = D*BC. Ezzel a BCD* haromszog valéban egyenl@szara, amivel pedig

belattuk az allitast.

hiszen egyszerd szogszamolassal OBA< =

i



AN
E 7

16| 3

=l G Direr Verseny
o |of7 |02 //

A

W

SLW Dénté (2025. 02. 07-09.) —
Kifejtos megoldokulcs - kategorla

E+2. Geronimo gondolt egy egész egyiitthatés P polinomra. Ezt szeretné kitalalni Thea, aki ehhez minden percben
kérdezhet Geronimotol egy ¢ racionalis szamot, amire Geronimo rogtén elmondja Theanak P(q) értékét.

a) Van-e olyan P polinom, amelyre létezik Theanak véges sok olyan kérdése, amikbdl egyiitt ki tudja talalni P-t?

b) Geronimo elarulta Theanak, hogy P féegyiitthatoja 1. Bizonyitsatok be, hogy minden ilyen P-re létezik véges sok
olyan kérdése Theanak, amikbdl egyiitt ki tudja talalni P-t! Hatarozzatok meg P fliggvényében, hogy ehhez legkevesebb
hény kérdésre van sziiksége Theanak!

Thea akkor tudja kitaldlni a P polinomot, ha az dltala ismert informdcicknak az egész egyiitthatds polinomok kézil csak
P felel meg.

Beke Csongor feladata

Megoldas: a) A valasz az, hogy nincs. Tegyiik fel, hogy valamilyen P polinom esetén Thea valamilyen
@1 = a1/b1,q2 = ag/ba, ..., qn = an /by kérdésekre kapott valaszokbol ki tudja talalni P-t. Tekintsiik

a P*(z) = P(z) + (byjz —a1) - ... (byz — an) polinomot. Figyeljiik meg, hogy ez nem egyenls P-vel,
azonban a qi, o, ..., qn helyettesitési értékeken megegyezik P-vel, ami ellentmond annak, hogy Thea

ki tudta taldlni a P polinomot.

b) Azt allitjuk, hogy legkevesebb n kérdés sziikséges, ahol n a P polinom fokat jeldli.

Megmutatjuk, hogy n—1 kérdés nem elég. Tegytiik fel hogy Theaa q; = a1/b1,q2 = a2/ba, ..., qn—1 =
ap—1/bn—1 értékeket kérdezte meg. Ekkor, az el6z6 feladatrészhez hasonléan, a P*(z) = P(x) + (byz —
a) ... (bp—12 — ap—1) polinom ugyanazt rendeli ¢1-hez, g2-hoz, ..., és ¢,—1-hez is, mint P, és mivel
P foka n és fGegyiitthatoja 1, igy P* foka is n és fSegyiitthatdja 1, hiszen a hozzaadott tag legfeljebb
(n — 1)-edfoku. Tehat n — 1 kérdés nem elég.

Most megmutatjuk, hogy n kérdésbdsl méar ki tudja talalni Thea a P polinomot barmely n-edfoku
P esetén. Legyen az elsG kérdés g1 = 1/2, a valasz erre pedig ay /by -2, ahol k € Z, a1, by paratlan egész
szadmok. Azt allitjuk, hogy P foka —k. Ez azért van, mert ha R(z) = 2™ + rp,_12™ 1 -+ + 712 + 1,
ahol 7; egész, akkor R(1/2) - 2™ egy egész szam, viszont R(1/2) - 2™~ nem. Ezzel az els§ kérdés utan
Thea mar tudja P fokat, n-et. Legyenek a tovabbi kérdések a ¢; = 1/(i + 1) értékeken, ahol 2 < i < n.
Ekkor a P(z) — z™ polinom legfeljebb n — 1 foku, és n kiilonb6z6 pontban tudja Thea az értékét, igy
ismert, hogy Lagrange-interpolacio segitségével meg tudja hatarozni a P(x) — 2™ polinomot, igy a P-t
is.
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E+3. a) Igaz-e, hogy tetszéleges pozitiv egész N esetén megadhaté N darab altalanos helyzetl egyenes a sikon tgy,
hogy az egyenesek altal meghatarozott metszéspontok minden egyenestdl egész tavolsagra legyenek?

b) Megadhato-e végtelen sok ilyen tulajdonsagi, altalanos helyzeti egyenes?

Egyenesek egy halmaza dltaldnos helyzetd, ha semelyik kettd nem pdrhuzamos, és semelyik hdrom nem megy dt egy
ponton.

Megoldas: a) Megmutatjuk, hogy barmely tetszSlegesen nagy pozitiv egész N esetén létezik N ilyen
egyenes. Egyeneseinket az a;x + by + ¢; = 0 alakban definidljuk, ahol az a;,b;, ¢; értékeit késébb
valasztjuk meg. Figyeljik meg, hogy az a;x +b;y+c; = 0 és ajx+bjy+c; = 0 egyenesek metszéspontja
a kovetkezképpen adhatoé meg:

(Cibj — biCj CLZ'Cj — Cﬂlj)
) 9
biaj — aibj biaj — aibj

ahol b;a; — a;b; # 0, mivel nincs két parhuzamos egyenes. Kévetkezésképpen, ha minden a;, b; és ¢;
racionéalis, akkor barmely két egyenes metszéspontja is racionalis koordinataju lesz.
Ismert, és konnyt kiszamolni, hogy egy (xo,y0) pont tavolsdga az ax + by + ¢ = 0 egyenestdl a
kévetkezGképpen adhaté meg:
laxzo + byo + ¢|

va? + b?

Ugy valasztjuk meg az (ai, bi, 4 /a? + bf) harmasokat, hogy primitiv pitagoraszi szamhérmasok le-
gyenek. Ez biztositja, hogy barmely racionalis koordinatéju pont racionalis tavolsagra lesz mind az N
egyenestSl. Tovabba, az egyenesek meredeksége, a;/b;, kiilonb6z6 lesz a primitivség miatt, igy seme-
lyik két egyenes sem lesz parhuzamos. Most meg kell gy6z&dniink arrél, hogy nem létezik olyan pont,
amelyen harom egyenes is athalad. Szerencsére ezt konnyen el lehet érni, mivel csak véges sok egye-
nesiink van, és a ¢; konstansokat szabadon valaszthatjuk racionalis szamoknak. Végiil, mivel csak véges
sok kiilonbo6z§ tavolsagunk van, a konfiguraciot nagyithatjuk ezeknek a tavolsdgoknak a nevezinek
legkisebb k6zos tobbszorosével, igy minden tavolsidg egész értékiivé valik.

b) A valasz nem.

Indirekten tegyiik fel, hogy megadhatd végtelen sok egyenes, és legyen az egyik e egyenesen két
metszéspont A és B. Tekintsiink egy tetszdleges e-t6l kiilonboz6 f egyenest, és legyen f’ az az egyenes,
ami f-fel parhuzamos és athalad az A ponton. Figyeljiik meg, hogy mivel f az indirekt feltevésiink
szerint egész tavolsagra volt A-tol és B-t6l, igy f-et egy egész hosszusagu vektorral kell eltolni, hogy
f'-t kapjuk, azaz f’ is egész tavolsagra van B-t6l. Ez azzal ekvivalens, hogy van olyan egész sugart kor
B koriil, amit f’ érint. Mivel csak véges sok olyan egész sugaru kor van, aminek B a kozéppontja és A
nem belsé pontja, és minden ilyen korhoz legfeljebb két érinté hizhaté A-n keresztiil, igy f’ csak véges
sokféle lehet. Ez azonban ellentmondés, mivel a végtelen sok egyenes mindegyikéhez tudjuk venni a vele
parhuzamos, A-n dthaladé egyenest, és ezeknek kiilonbozdknek kéne lennie, mert feltettiik, hogy nincs
két parhuzamos egyenes. Tehét nem lehet megadni végtelen sok egyenest a feltételeknek megfelelGen.
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E-+4. Legyen S a pozitiv egészeknek egy nemiires véges részhalmaza, és legyen G egy n cstcsu Osszefiiggs fagraf.
Barmely u, v csucsokra jelolje d(u,v) a két csucs grafelméleti tavolsagat, azaz az u, v csticsokat Osszekots egyértelmd ut

éleinek szaméat. Hivjuk felderitésnek azon wvi,va,...,Un,Un+1 csdcssorozatokat, melyekre vi = wvn4+1, & vi,v2,...,0p
csticsok paronként kiilonbozsk és barmely 1 < ¢ < n-re a d(vs,viy1) tavolsag S-beli. Egy felderités sikeres, ha a
d(v1,v2),d(v2,v3),...,d(VUn,Vnt+1) szdmok kozott minden s € S szam ugyanannyiszor szerepel. Mely S halmazok es-

etén létezik olyan G véges, legalabb két cstucsu Gsszefiiggs fagraf, amely sikeresen felderithets?
Németh Madrton feladata

Megoldas: Megmutatjuk, hogy pontosan akkor létezik megfelelg G fagraf, ha S-ben van paratlan elem.

Sziikségesség: Elszor vizsgaljuk azt, hogy S-ben csak paros szdmok vannak. Ekkor egy tetszéleges
G fagréafot szinezziink ki két szinnel, feketével és fehérrel tigy, hogy a szomszédos cstucsok kiilonbo6zs
szint kapjanak, és tegyiik fel, hogy a kezd§ cstucs fehér. Paros hosszisagu 1épésekkel igy fehér mezérol
mindig fehér mezdre lépiink, azaz a feketékre sosem juthatunk el, tehat nem tudjuk az egész grafot
bejarni.

Konstrukcio: Most tegyiik fel, hogy S-ben van paratlan elem!

Elgszor megmutatjuk, hogy ha a > 1, b > 1 kiilonb6z6 elemei S-nek, és a +b —2 ¢ S\ {a,b},
tovabba az S" = S\ {a,b} U{a+b— 2} halmazra létezik megfelels G’ graf, akkor S-re is. G'-ben legyen
egy sikeres felderités a csticsok v1, va, ..., V||, v1 sorrendje. Ekkor tudjuk, hogy |S’[ - k = |G|, ahol
minden tipust 1épést pontosan k-szor hasznaltunk. Most minden a+b— 2 méretd 1épés esetén végezziik
a kovetkezd modositast: amikor u € G'-b6l lépiink v € G'-be, akkor a koztiik futé legrovidebb, a+b— 2
hosszi uton legyenek a u, wy,wa, ..., Warp_3, Warp—2 = v csicsok. Adjunk hozza egy w levelet a wq—1
csucshoz, és a felderitést modositsuk gy, hogy u-bol w-be, w-bsl v-be megylink. Mivel a legrovidebb
utak hossza ezek kozott nyilvan rendre a és b, igy egy a+ b — 2-1épés helyett egy a-lépést és egy b-1épést
csinaltunk.

Ez a modositas fagrafbol nyilvan fagrafot csinal, hiszen csak leveleket adtunk hozza csiicsokhoz. In-
dukaljunk |S|-en! Ha |S| > 3, és S tartalmaz paratlan elemet, akkor legyen a a legnagyobb paratlan
elem, b pedig egy tetszdleges paros elem S-ben. S” = S\ {a,b} U {a + b — 2}-nek kevesebb eleme van
mint S-nek, és tartalmaz paratlan elemet, igy kész vagyunk. Ha S csak paratlan elemeket tartalmaz,
akkor legyen a és b két tetszleges elem S-bdl, ugyanezt a miiveletet elvégezve szintén készen vagyunk,
hiszen S-bdl még marad legalabb egy paratlan elem S’-ben is.

Ha |S| = 2, és S-ben van péros elem is, akkor ezekbgl S’-t képezve szintén készen vagyunk, igy
csak azokat az eseteket kell mar csak belatnunk, amikor S egy vagy kettd paratlan szambol all.

Ha |S| = 1, el6szor mutatunk egy konstrukciot S = {3}-ra:

4 —— 7 13 16 19

22 21 20
1 8 ) 2 9 12 15 18
6 3 10 11 14 17



/11\
e A
E D> e

A

16| 3

=l G Direr Verseny

o |of7 |02 / /
AU Dont6 (2025. 02. 07-09.)
'l@“/ Kifejtos megoldokulcs

W

~ kategoria

Vilagos, hogy barmely l-ra (a pirossal és kékkel jelzett mintat folytatva) elérhetjiik, hogy a grafban
béarmely csticstol legyen [+ 1 tavolsdgban 1évs cstics. Egy G grafra, a legnagyobb olyan [ szamot, amire
minden csticsra, van téle | tavolsagra 16vé csucs, a tovabbiakban I(G)-nek jeloljik.

Indukciosan tegyiik fel, hogy egy paratlan k esetén méar talaltunk megfelels G-t S = {k}-re és
I(G) > k + 1, megmutatjuk, hogy S = {k + 2} esetén létezik megfelels G'. G-ben a kezdGcsticshoz
adjunk hozza egy levelet, legyen ez a kezd&csiics G'-ben. Most vegyiik sorra G cstucsait, és jarjuk be
Gket: ha el akarunk jutni egy x € V(G) cstcs egy 0j, hozzaadott levelébe, és most éppen egy 1j, az
y € V(G) csicshoz rakott levélben vagyunk, akkor vegyiik G cstucsainak egy y,vi,ve,...,x soroza-
tat, melyben szomszédos csiicsok kozott k hosszu ut huzédik, mindegyikhez rakjunk egy 1j levelet, és
ezeken a leveleken menjiink végig sorban. Tehat mivel barmely G-beli csiicstol van k 4+ 1 tavolsagra
16v6 G-beli csucs (ez I(G) > k + 1 miatt teljesiil), elég ennek egy levelébe eljutni akdrhonnan, onnan
a kivant csticsba 1épni, majd kilépni egy 1j levélbe, és ezt G minden csiicsdra megesinédlni, majd végil
eljutni egy olyan levélbe, mely k + 2 tavolsagra van az 1j kezdGcstcstol. Ekkor konnyen latszik, hogy
I(G") > 1(Q) is teljesiil.

Vagyis, ha a S = {k}-ra szeretnénk konstrukciot, akkor kiindulunk egy az S = {3} esetre jo, G
grafbol, amire [(G) > k + 1. Majd a fenti lépések ismétlésevel kapjuk a kivant konstrukciot.

Mivel S = {1} trivialis (a két cstucsa fa megfelels), az allitast egyelemd S-ekre megmutattuk.

Mar csak az az eset maradt, amikor S = {p,q}, ahol p < ¢ paratlanok. Ha p > 1, akkor vegyiink
egy G konstrukciot S = {¢}-ra. Mivel ¢ paratlan, és egy fa mindig parosgraf, G-nek péaros sok csicsa
van (tehat paros sokszor ¢-léptiink benne). Egy v; — v; ¢-1épés helyett, melynek koztes csicsai a
v, a1,02,...,0q-1,Vj, csindlhatjuk azt, hogy hozzadadunk egy x levelet a,_1-hez és egy y levelet ai-hez,
majd a g-lépést lecseréljiik a v; — x — y — v; 1épésekre. Ezzel 2-vel noveltiik a p-lépések szamat, ezt
néhényszor megcsinalva elérjiik, hogy ugyanannyi p és q 1épés legyen.

Amikor S = {1,2k + 1}, akkor legyen a graf:

1 2 3 2k 2k+1 — 2k+2
2k +3 2k+5 -+ 4k +1 2k 44 2k+6 --- 4k +2

Ezzel a konstrukcio6 leirasat befejeztiik.
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E+5. Egy pozitiv egész k szamot krimindlisnak neveziink, ha léteznek olyan kiilénb6zé m, n pozitiv egészek, melyre
a k szamnak az m-es és n-es szamrendszerbeli felirasa is kétjegyti, méghozza ugyanabbol a két szamjegybdl allnak, csak
forditott sorrendben. Bizonyitsatok be, hogy létezik olyan K pozitiv egész, hogy minden k > K egész kriminalis!

A pozitiv egész b,k szdmokra k-nak a b-s szdmrendszerbeli felirdisa az a (ba,ba—1,...,b1,b0) egészekbdl dllé rendezett
szdmsor, amelyben 0 < b; < b minden i < d-re és 0 < bq < b, illetve amelyre k = by - b+ bgeq b4 4+ 4+ by b+ bo.
Ilyenkor (ba,ba—1,...,b1,bo) a szdmjegyek, és a szdmjegyek szama d+ 1. Példdul a T-nek a 3-as szdmrendszerbeli felirdsa

(2,1), mig az 5-0s szdmrendszerbeli felirisa (1,2), igy a 7 krimindlis.
Beke Csongor feladata
Megoldas:

El6szor megmutatjuk, hogy ha k > 4 egy nem krimindalis szam, és d egy pozitiv egész szam, amire
d®> < k, akkor d | k.

Rogzitsiik k-t, d szerinti indukciéval latjuk be, d = 1 trivialis. Legyen d® < k és minden d’ < d-re
d' | k, viszont tegyiik fel, hogy d t k. Ekkor legyen k d-vel val6 osztasi maradéka r ahol 1 <r <d —1,
valamint £ = [d,r] < d?, ahol a kapcsos zardjel a legkisebb kozos tébbszorost jeloli. Mivel d | k — 7 és
r| k—r, ezért £ | k—r, valamint r | k — £. Legyen m = er ésn = #, ekkor k=m-l+r=mn-r+/¢.
Ezek a k szam m és n szamrendszerbeli felirdsai, amennyiben £ < m, r < m, £ <n ésr < n.

Tudjuk, hogy ¢ > d > r, valamint m < n, hiszen ez ekvivalens a (k — r)r < (k — ¢)¢ allitasal, ami
kovetkezik abbol, hogy az z-hez (k — x)z-et rendel§ fiiggvény szigortian né k/2-ig, és r < £ < d? <
k25 < k/2, ha k > 4. Szoval elég azt belatni, hogy ¢ < m, mert akkor a masik harom egyenl6tlenség
is teljesiil. Ez pedig azért van, mert

k>d >d +d> 02+,

azaz m = kzr > (. Ezzel belattuk, hogy k kriminalis, ami ellentmondas, igy d | k tényleg teljesiil ha
d> < k.

Maér csak azt kell belatni, hogy létezik egy olyan K pozitiv egész, hogy minden k > K-hoz létezik
d < k'Y, amire d { k. Legyen K az els6 10 primszam szorzata, azaz K = Hgl p;=2-3-5-7-11-13-
17-19-23-29 = 6469693230. Tegyiik fel, hogy létezik k > K ami nem teljesiti a feltételt. Ekkor az els
tiz prim mind osztja k-t, mivel 29° < K < k. Legyen p kitevSje k-ban ep, ahol p az els6 10 primszam
egyike. Ekkor k& > 1‘[}21 pfpi, ahol p; az i. prim, azaz létezik egy p € {p1,...,pi0}, amire p» < |1/10
De ekkor d = p?®» < k5, viszont d 1 k, ellentmondéas. Ezzel belattuk a feladat allitasat.

Megjegyzés: Az dsszes nem krimindlis szdm listdja:

1,2,3,4,5,6,8,10,12, 14, 18,20, 24, 32, 48, 60, 72, 168, 720.
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E+6. Jaték: Kezdetben egy pozitiv egészekbdl allo (n, k) rendezett szimpér van felirva egy lapra. Két jatékos felvaltva
lép, ha a nem athazott (a,b) szdmpar szerepel a lapon, a soron 1évé jatékosnak egy lépésben at kell huznia (a,b)-t és
helyette felirnia vagy az (a,b+ 1), vagy az (a — b, b) szampéart. Az nyer, aki el6szor ir fel olyan szampart, amelyben nem
mindkét szadm pozitiv.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el n és k ismeretében, hogy a kezdd vagy
a madsodik jatékos borébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Nevezziink egy helyzetet nyeré helyzetnek, ha onnan kezdve a masodik jatékosnak van
nyerd stratégidja, kiilonben veszt6 helyzetnek. Végignézziik a lehetséges (a, b) szaimparokra, hogy nyerd
vagy veszt6 helyzetek.

Vilagos, hogy ha a < b, az egy vesztd helyzet. Ha a < 2b, akkor ha valaki a-t csokkenti, veszit,
ha pedig mindketten felvaltva b-t névelgetik, akkor az veszit, akinek a 1épésénél b = a lesz, igy azok a
nyerd helyzetek, amelyekben a — b paratlan.

Most megmutatjuk, hogy amennyiben a > 2b, ha a péros és b paratlan, az egy nyerS helyzet, ha
pedig a és b is paros, vagy a és b is paratlan, az vesztd helyzet. Amennyiben ezt megsejtjik, méar nem
nehéz bizonyitani. A (paros, paros) esetbdl b-t névelve lehet nyerd mezoére 1épni. A (péaratlan, paratlan)
helyzetbdl is tudunk (paros, paratlan) helyzetbe lépni, ha a helyett a — b irunk. Figyeljiik meg, hogy
ezek akkor is nyerd helyzetbe visznek, ha a lépés utan a < 2b. Végil azt kell megmutatni, hogy a
(paros, paratlan) helyzetek nyerck, azaz onnan csak vesztére lehet 1épni, ami pedig vilagos, mert az
egyik lehet&ség két paros, a mésik két paratlan szamba visz, amik mindenképpen veszték az eddigiek
alapjan.

Mar csak az az eset maradt, amikor a > 2b, a paratlan és b paros. Ekkor b nvelése veszt§ helyzetre
visz. Ha pedig mindkét jatékos felvaltva a-t csdkkenti, akkor az nyer, aki elGszor csokkenti a-t 2b ala,
igy azok a nyerd helyzetek, amikor | ¢ ] paratlan.



