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Figyelem! A teljes pontszam eléréséhez nem elegendd a megolddsok szamszeri kézlése, leveze-
tés és a logikai lépések sziveges indokldsa is sziikséges (pl. ,Newton III. torvénye alapjin...”)!

1. feladat (9 pont)

Az ismert internetes meme szerint, ha ,fizikus médra” elhanyagolunk mindent, akkor Mici-
mackd at tud jutni egy szakadék felett csupan egy labda segitségével. Ehhez mindossze annyit
kell tennie, hogy v, vizszintes sebességgel elkezd futni a szakadék felé, és abban a pillanatban,
amikor a szakadék folé ér, ledobja ,magahoz képest” fiiggdlegesen v, sebességgel a labdajit.
Ennek hatésara neki is lesz fliggbleges sebessége, és a meme szerint innentol kezdve végig tud
pattogni a labdan, ahogy az dbra is mutatja. Valéban sikeriilhet ez Micimackénak? Ha igen,
akkor ehhez mekkoranak kell lennie a hy/hy ardnynak? Itt Ay jeloli Micimacké maximalis emel-
kedését a szakadék pereméhez képest, hy pedig a szakadék mélységét. A megoldas soran tegyiik
fel, hogy mind Micimackd, mind pedig a labda M tomegliek, valamint azt, hogy a labda eldo-
basa utan Micimackd méar nem mozgatja az izmait, azaz innent6l minden talalkozéasa a labdaval
tokéletesen rugalmas titkozés lesz. A feladatban, ahogy a meme-ben is, elhanyagoljuk a légel-
lenallast, a sarlédast és a pattanaskor bekovetkezo energiaveszteséget.

2. feladat (15 pont)

Adott egy R sugaru gylrd, melynek vastagsaga elhanyagolhaté az at-
mérdjéhez képest. A gylrli az dbrdan lathaté mdédon két félbdl all, ezek
alakra egybevagoak, de kiilonb6z6 anyagbdl késziiltek, igy tomegiik eltérd
my, illetve my értékii. A gytlriit egy falbol kidllé vékony szogre akaszt-
va kis kitérésti lengésbe hozzuk. Feltehetjiik, hogy a surlédéas elég nagy
ahhoz, hogy a gylirii ne csusszon meg. Hol akasszuk fel a testet, hogy a
lengésidé minimalis legyen? Mekkora ez a minimalis lengésid6? Vizsgaljuk
a kérdezett felfiiggesztési pont helyzetét, valamint a minimalis lengésid6t
az mq > me hataresetben!

m,
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3. feladat (12 pont)

Pat és Mat, a két ezermester ij médon szeretné feltolteni az emeleti erkélyen taldlhato
medencéjiket. A o slrliségi vizet az udvaron allo lajtoskocsi A alapteriileti, h magassagu
tartalyabdl egy szivattyu segitségével lassan juttatjak a tartaly aljatol mért H magassagban
1é6v6 medencébe. Kezdetben a tartaly 2/3 részéig van vizzel toltve, a maradék térrészt py 1égkori
nyomasu levegd tolti ki az dbrdn lathaté médon. Mikor mar csak 1/3 részéig van vizzel, Pat
észreveszi, hogy a tartaly tetején 1évo nyilas egész eddig zarva volt, és bosszankodva mondja
baratjanak, hogy emiatt tobbe keriilt a medence feltoltése. Mat értetlenkedik, hiszen mi koéze
lenne a nyilasnak a szivattyu altal végzett munkahoz; egészen eddig azt gondolta, hogy az csak
a lajtoskocsi feltoltésére szolgal. Tegyiink igazsagot a két barat kozott, és adjuk meg a két
esetben (nyitott és zart nyilds esetén) a szivattyu altal végzett munkat!

S Medence

A

Nyithat6 ajto

N H
g Q.
Py
h - _ —_ —_
o_ - _° Szivattyu
= =2
O @)

Megjegyzés: Feltehetjiik, hogy a tartalyt és medencét 6sszekoto csében 16vo viz térfogata elha-
nyagolhat6 az atszivattyluzott vizmennyiséghez képest, valamint, hogy a cs6bdl a medencébe
kicsurgd viz sebessége igen kicsi. A tartaly anyaga jo hévezeto.

4. feladat (13 pont)

A feladat alapja Sir Arthur Conan Doyle Sherlock Holmes kalandjai cimi mive. A tér-
ténetben eqy hidraulikai mérndk eqy titkos és furcsa feladatot kap, miszerint sok pénzért kell
megjavitania eqy hidraulikus prést, melyrol senkinek nem szolhat semmit. A javitds sordn rd-
jon, hogy a prés sokkal nagyobb és erosebb, mint ami szikséges lenne az elldtott feladathoz.
Rovidesen ki is deril a titok, miszerint a prést érmehamisitdsra haszndljak. Mikor a megrende-
16 megtudja, hogy a mérndk ismeri az igazsagot, bezarja ot a helyiségbe, ahol a hidraulikus prés
taldlhato, és azt elkezdi lefelé ereszteni, hogy dsszenyomja a fohost.

A mérnok szorult helyzetben talalja magat, hiszen egy téglatest alaku, Vj térfogata, Ay
alapteriileti szobaba zartdk be, felette pedig egyenletes v sebességgel kozelit a dugattyi, mely
ha elérné, biztos haldlt jelentene szamara. Fohostink tudja azonban, hogy a helyiség falan a talaj
szintjén talalhaté egy nyilds, melyen hason kuszva éppen atfér. A nyilast egy A; (négyzetes)
keresztmetszetil ajto zarja el tole, amely F,, nagysagu ero hatasara kiszakad a helyérdl. Azt is
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tudja, hogy az ajté mogott egy L hosszusagu, A; keresztmetszetii folyoséd taldlhatod, melynek a
tuloldalat egy Fjs teherbirasu ajté zarja el a kiilvilagtol.

(a) A dugattyt elinditasat kovetéen mennyi id6 elteltével szakad ki az els6 ajtéd?

(b) Tuléli-e a mérnok a kalandot, azaz sértetleniil kijut-e a masodik ajton?

Adatok: Vy = 15m3, Ag =5m? v =0,1m/s, py = 10°Pa, Ay =0,25m? L =1,5m, F, = 10°N,
Fs=15-10°N.

Utmutatds: Tekintsiink minden falat és ajtét tokéletes hészigetelének és légmentesen zarénak.
Tovabba tegyiik fel, hogy a mérnok az ajtok kiszakadésa utan villimgyorsan el tudja hagyni
a helyiséget, viszont nem fér el a két ajto kozotti térrészben. A kornyezetet, valamint a szobét
kezdetben py nyomasu levegé tolti ki, azonban az ajtok kozott vakuum talalhatéd. A dugattyi
sulytalan. A mérnokot semmilyen kiilsé hatds nem veszélyezteti, csak a dugatty érintése; illetve
6 sajnos nem tudja kirtgni az ajtokat, mert az altala kifejtett erd csekély.

5. feladat (16 pont)

Egy nagy kiterjedésti, A tertileti, jol vezet6é fémlapra n darab elektronbdl allé csomagokat
16viink a lap sikjatél mért L tavolsagra 1évé elektronagyubdl. A 7 idékozonként kilétt csomagok
vp nagysagu, a lap sikjara meroleges kezddsebességgel hagyjak el az agyut. A kilétt elektron-
csomagok a levegében egyben maradnak, tovabba két kilovés kozott elegendd id6 telik el ahhoz,
hogy egyszerre csak egy elektroncsomag legyen az agyu és a vezetd lemez kozott. Mennyi ido
telik el két egymast kovetd becsapddas kozott?

Utmutatds: A megoldas sorén felhasznalhatjuk az aldbbi kozelitést:

1 1
\/1—$%1—§x—§x2,

amennyiben r < 1.

Haszndlhato segédeszkizok: iro- és rajzoloeszkizdk, szamologép, figguénytdbldzat.
A feladatok megolddsdra 180 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervezok
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Figyelem! A teljes pontszam eléréséhez nem elegendd a megolddsok szamszeri kézlése, leveze-
tés és a logikai lépések sziveges indokldsa is sziikséges (pl. ,Newton III. torvénye alapjin...”)!

1. feladat (11 pont)

Watson egyik este a kertben repkedd denevérekre lett figyelmes, és tanulmanyozni kezdte a
viselkedésiiket. Eloszor fiiggolegesen feldobott egy kévet, majd meglepetésére az egyik denevér
ildozébe vette, és elkapta azt, mivel vacsoranak gondolta. Watson tudta, hogy a denevérek
ultrahangokat bocsatanak ki és érzékelnek ahhoz, hogy tajékozddjanak; viszont elgondolkodott,
hogyan tudja a denevér megmondani, hogy hol van a ko, és mekkora annak sebessége.

(a) Tegyiik fel, hogy lefelé zuhan egy k6, és fiiggblegesen repiilve iildozi azt egy denevér
allandé vp sebességgel. Az altala kibocsatott hanghullam f, frekvencidju, a beérkezd
pedig fi frekvenciaju. Mekkora volt a ko sebessége, és a kozottiik 16vo tavolsag a hullam
kibocsatasakor, ha T' id6 telt el a kibocsatas és az érzékelés kozott?

Adatok: vp = 15m/s, fo =47, 7kHz, f; = 50kHz, T = 0,1s.

(b) A denevérek altal kibocsatott hanghulldmok lehetséges legkisebb frekvencidja fuin, az
érzékelt hanghullamok lehetséges legnagyobb frekvenciaja pedig fiax. Legalabb mekkora
legyen fax értéke, hogy a denevérek barmilyen 0 és vp kozotti sebességgel a ké utan repiil-
ve, minden pillanatban tudjak érzékelni a hy magassaghol, kezdGsebesség nélkiil zuhand
kovet.

Adatok: funim = 45kHz, hg = 5m.

(c) Valéjaban a denevérek nagyobb frekvencia-tartoméanyban érzékelnek hulldmokat, mint
amiben ki tudjak éket bocsdtani. A kozonséges torpedenevérek (Pipistrellus pipistrellus)
esetén a kibocsatas tartomanya 45 kHz és 70 kHz kozé esik, mig nagyjabol 20 kHz és 80 kHz
kozotti frekvenicdjia hullamokat hallanak. Mekkora sebességgel kell Watsonnak feldobnia
a kovet, hogy az egy helyben lebeg6 kozonséges torpedenevér azt a dobés pillanataban ne
érzékelje?

Utmutatds: A hanghulldmok levegében valé terjedési sebességét vehetjiik konstans ¢ = 340m /s
nak, és a légellenallastol eltekinthetiink. Erdemes g = 9,81 m/s?-el szdmolni.

2. feladat (16 pont)

A legenda szerint réges-régen a Diiranusznak is volt egy holdja, mely korpalyan keringett a
bolygé koriil, azonban egy rejtélyes esemény miatt eltlint. Mar tobb magyarazat is sziiletett az
égitest eltlinésére, és heves vita zajlik arrol, hogy melyik helyes. A tuddsok szerint a hold felrob-
bant, és a tormelék kizardlag a palya sikjaban, minden irdnyban egyenletesen repiilt szét. Ezt
latszolag alatamasztjak a csillagaszati megfigyelések és a geoldgiai leletek, miszerint a tormelék
65 %-4t Diirdnusz kortili palydn és 12 %-4t a Diirdnusz felszinén taldltdk meg, miutdn mindent
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alaposan atkutattak. A dirkutatok és a diirolégusok azonban felhivtak a figyelmet arra, hogy
ez a magyarazat aligha lehet helytdlld, hiszen a maradék 23 % nem tiinhetett el nyomtalanul.
A tudédsok is tisztaban vannak ezzel, de még nem tudtak tudoményos magyarazatot felallitani,
holott szentiil meg vannak gy6zdédve, hogy igazuk van.

(a) Hova tlint a maradék tormelék, ha feltételezziik, hogy a tuddsoknak igaza van?
(b) Hogyan ardnylik a robbandsban nyert sebesség a hold keriileti sebességéhez?
(c) Hogyan arénylik a hold palydjanak sugara a Diirdnusz sugardhoz?

Utmutatds: A Dirdnusz légkore és a tormelékdarabok egymésra gyakorolt gravitéciés hatdsa
elhanyagolhatoak, a hold mérete pedig sokkal kisebb, mint a palyajanak a sugara. Tovabba
tételezziik fel, hogy a robbanaskor nyert sebesség kisebb, mint a hold keriileti sebessége.

3. feladat (9 pont)

Egy m tomegtli, T} hémérsékletii réztéombot szeretnénk le-
hiiteni tgy, hogy Ty homérsékleti vizet folyatunk egy csovon
keresztil az dbran lathaté modon, ¢ vizarammal. A cs6 kiala-
kitasa lehetové teszi a viz és a réz kozotti hocserét, valamint
azt is, hogy a réztomb egyenletesen hiiljon. Mivel a csOben a
viz elég gyorsan folyik, ezért a cs6 hossza mentén nem alakul
ki termikus egyenstly, tovabba a viz a réz altal leadott hének csak n-szorosat veszi fel. Mennyi
id6 szitkséges ahhoz, hogy a réztomb homérséklete Th-re hiiljon?

Adatok: m = 5kg, Ty = 100°C, Ty = 20°C, ¢ = 5g/s, n = 0,8, Ty, = 50°C, tovabbé a réz és a
viz fajhdje rendre ¢, = 0,39kJ/(kg°C) és ¢, = 4,18kJ/(kg°C).

Utmutatds: A réztéomb és a viz kozotti hécserén kiviil minden méas termikus kolesonhatastol
tekintsink el.

4. feladat (14 pont)

A fehérjék életiink szerves részei, amik olyan aminosavakbdl éptilnek fel, melyek elektromos
toltéssel is rendelkezhetnek. Vegytlink egy fehérjét, és azon beliil két pontszerti aminosavat, amik
Q1 és () toltéssel rendelkeznek, dy, illetve dy tavolsagra vannak a fehérje felszinétol, valamint
L tavolsagra vannak egyméstol. A fehérjében talalhaté tobbi aminosavat tekintsiik semleges
toltésiinek. Kozelitsiik a fehérje felszinét egy sikkal, melynek egyik oldalan az aminosavak,
masik oldalan pedig viz talalhato. Mekkora a toltésrendszer potencialis energiaja, ha a fehérjén
beliil a relativ dielektromos allando6 €1, mig a vizben e57

Utmutatds: Két dielektrikum hatérfeliiletén az E mezé felillettel parhuzamos komponense és a
D = ¢ge,. E mez6 feliletre meréleges komponense folytonosan megy at. A potencialis energia
nullpontjat valasszuk a végtelen tavol felvett értéknek.
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5. feladat (15 pont)

Adott egy z tengely koriil hengerszimmetrikus magneses tér, amelynek z iranytd komponense
minden pontban ismert, B,(z) = By + az nagysagu. Egy véglapok nélkiili, vékonyfald, kicsiny
r sugari, ¢ hosszisagu, m tomegi szigetel0 henger feliiletén egyenletesen elosztunk () toltést.
Ezutan a hengert vy sebességgel elinditjuk 1gy, hogy szimmetriatengelye a z tengely mentén
mozogjon. Mekkora lesz a tomegkozéppontjanak sebessége t ido mulva?

Utmutatds: Mivel az r sugar kicsi (1 < By/a), a mégneses mez6 z iranyt komponense homo-
génnek tekintheto a véglapok teljes feltiletén.

Haszndlhato segédeszkizok: iro- és rajzoloeszkizdk, szamologép, figguénytdbldzat.
A feladatok megolddsdra 180 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervezok
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1. feladat

Mivel Micimacké és a labda tomege ugyanakkora, igy a labda eldobasakor Micimacké fiig-
goleges sebessége is v, lesz. Ezzel a sebességgel
t=2%

p (1.1)

id6 mulva fog Gjra visszaérni a perem szintjére. Ekkorra a labdanak is vissza kell érnie erre a
szintre. Vegyiik észre, hogy Micimackénak és a labdanak az "x koordindtaja' mindig meg fog
egyezni, hiszen végig ugyanakkora vizszintes sebességiik van. Tehat a talalkozashoz elég ha a
labda is a perem szintjén van t idével az eldobas utan. A feladat szerint a labda a szakadék
aljaval is tokéletesen rugalmasan titkozik, igy ugyanannyi idot tolt zuhanéssal, mint emelkedés-
sel; és a perem szintjének elérése utan sebessége djra v, lesz. A zuhandssal toltott idot jelolje

ty, ekkor
Yy

g
kell ahhoz, hogy Micimackd és a labda talalkozzanak. Ekkor viszont fel tudjuk irni ho-t:
2 2 2 2
9,2 vy g vy vy 1ov 3 v
hy=vti1 +=ti=v,—+= - —=—+--—=—.—=, 1.3
P Ty e Ty Ty Ty (13)
Persze hi-et is fel tudjuk irni, hiszen Micimackd éppen t; ideig emelkedett:
2
g 1 v
hl = Uytl — it% = 5 . ?y (14)

A sikeres ugrdlashoz még az is sziikséges, hogy minden tovabbi ugras is megvalosithaté legyen.
Vegyiik észre, hogy Micimackoé és a labda els¢ talalkozasa utan pont ugyanaz torténik, mint az
eldobas pillanataban, ez pedig garantalja nekiink azt, hogy a tobbi ugras is sikeresen végbe-
mehessen. Tehat valéban lehetséges (lenne) Micimackénak dtkelnie a szakadék folott. Az ehhez
szitkséges hy/hy ardny pedig:

he 1
L= 1.5
h, 3 (1.5)

2. feladat

Egy koriv tomegkozéppontja a szimmetriatengelyen helyezkedik el, a kor kdzéppontjatol
szamitott h/p tavolsigra, ahol h a kérivhez tartozé hir hossza, ¢ pedig a kozépponti szog radi-
anban. Félkorivnél ez 2R /m. A gylirli tomegkozéppontjanak s tdvolsiga a geometriai kozepétol

(feltéve, hogy my > mo'):
2R 2R
my (—s> =my <+s), (2.1)
m 7r

!Ellenkezd esetben, szimmetriai okokbdl felcseréljiik dket.
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ahonnan: oR
g 2t i~ Ma (2.2)
™ my + Mo

A geometriai kozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték
Ok = miR* + myR* = M R?, (2.3)
ahol M = m; 4+ my. A Steiner-tétel alapjan Ok = Orkp + Ms?, ahonnan
Orxp = M (R? - ) . (2.4)
Tetszoleges, a tomegkdzépponttdl d tavolsdgra 1évo felfiiggesztési pontra
04 = Orxp + Md>. (2.5)
A fenti paraméterekkel jellemezheto fizikai inga fliggvénytablazatban is megtalalhato lengés-

ideje:
@d 2 @d

T=2 = — 2.
™\ M gd Mg\ d’ (26)
mely akkor minimalis, ha ©,/d minimalis:
S) S) Md? @
Da_ Dtke ¥ 4 M. (2.7)

d d d

Ezt meghatarozhatjuk példaul tigy, hogy alulrél becstiiljitk a szamtani és mértani kozepek kozotti

egyenlotlenség alapjan:
OTKP | prg > 24/ O 3rg — 9\ /MOrre. (2.8)
d - d

Egyenloség akkor 1ép fel, amikor a két tag egyenlo, azaz

@TKP

d=\"

(2.4) és (2.9) alapjan:
d* = R* — s (2.10)

A koszinusz-tétel miatt az (2.10) egyenloség csak akkor &ll fent, ha az dbrdn szereplé a szog
derékszog. Vegytk észre, hogy az dbrdn szerepld d hosszi szakasz mindig fiigg6leges (hiszen
ekkor van a gytiri stabil egyensilyi helyzetben, ami kortl a kis kitérésii lengések periodusidejét
vizsgaljuk), igy « csak akkor lehet derékszog, ha az s hosszu szakasz vizszintes. Ez pedig csak
akkor fordulhat el6, ha tgy akasztjuk fel a gytrit, hogy a két Osszeillesztési pont egy
fiiggbleges egyenes mentén helyezkedjen el. A minimalis lengésid6 (2.4), (2.6), (2.7) és
(2.8) alapjan:

_ 2
mm: 2” Ou \/2 MOxp = ,/4@TKP ,/ i (2.11)
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2.1. abra. A felfiiggesztett gytri.

Ebbe (2.2)-t behelyettesitve adédik, hogy

T mi+ma

JAR? [1 (2 mmﬂ

Tonin = 270 7 (2.12)
Ha my > mgy akkor 1 > my/my = 0, igy
2R — 2R 1 -— 2R
g 2B mu—ma 2R 1-mp/mi 2R (2.13)
T MMq + Mo T 14 m2/m1 ™
A fenti egyenlet és (2.10) alapjan:
4R? 4
d=y/R -2 =[R2 (1—2>. (2.14)
v 7r

Olyan, mintha az mo tomegl félgytri ott se lenne, azaz a felfiiggesztési helyek az m,
tomegti félgytri silypontjan atmend, a szimmetriatengelyre merdleges egyenes, és
a félkoriv metszéspontjain vannak. A lengésidé (2.10), (2.11) és (2.14) alapjan:

JAR? (1- %)

Tonin = 27 - . (2.15)

3. feladat

A megoldas alapgondolata, hogy a szivattyu altal végzett munka megegyezik a rendszerben
bekovetkezo energiavaltozassal a medence feltoltése soran. Vizsgaljuk meg kiilon-kiilon a nyitott
és zart tartaly esetét! Ezeket szemlélteti a 3.1. abra.
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3.1. dbra. A vizsgalt két eset.

Nyitott tartaly esete

Ebben az esetben a szivattyu altal végzett munka pusztan a viz helyzeti energidjanak meg-
valtoztatasara forditédik (felhasznélva, hogy a kicsurgd viz sebessége elhanyagolhatéan kicsi),
hiszen a mozgd viztomeg mindkét oldalon kapcsolatban all a kiilsé levegdvel, igy a két oldalon
a légkor altal végzett munka épp kioltja egymést. A potencialis energia nullszintjét a szivattyi
magassagaban felvéve a helyzeti energia megvaltozasa:

1 1
AE, =mygH — myg <3h+ 6h> , (3.1)
részletezve:
1 1.1 1 1
AE, = 0A—hgH — 0A—hg=—h = pAgh | =H — =h ). 3.2
h = 0AzhgH — 0AZhgs 99<3 6) (3.2)

Ebben az esetben a szivattyu altal végzett munka tehat

2H — h
Wny:QAgh< > )

6

Zart tartaly esete

Zart tartaly esetén a kiilonbséget az el6zo esethez képest az jelenti, hogy itt a folyadék
kezdetben el van zarva a kiilso légkortol, a medencébe jutva azonban kapcsolatba kertil vele;
igy nem egyezik a viztomeg két oldalan a gaz altal végzett munka. Ebbol adoddan megjelenik
tovabbi két tag az energiavaltozas felirasakor.

Egyrészt a bezart gz izoterm médon (hiszen a tartdly fala j6 hovezetd) kitdgul, az ennek
soran végzett munka

Wg = poVoIn K, (3.4)
Vo

részletezve a térfogatokat:
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1 2/3hA\  In2
= poA=hl = Ah. :
W, =magnin (254) = Zan 35)
A légkor munkaja:
1
A szivattyu altal végzett munka
W, = Why + Wy + W, (3.7)
In2 1
W, = Wy + %poAh — Spodh, (3.8)
In2—1
W, = Wy + nTpoAh . (3.9)

Mivel (In2 —1) < 0 = W, < W,,, tehat valoban kisebb munkat végzett volna a
szivattyu zart nyilas esetén, igy Pat-nek volt igaza.

Megjegyzés: A megoldas soran konnyt lehet elfeledkezni” a légkor altal okozott tagokrdl. Ez
a hibalehet6ség csokkenthetd, ha a feladatot a mérnoki gyakorlatban gyakran alkalmazott en-
talpia fogalmaval gondoljuk végig. Ennél a mddszernél nincs mas dolgunk, mint felvenni egy
sellenorzo téfogatot” a nyilt termodinamikai rendszer koriil, majd az igy lehatarolt térfogatban
az allapotvaltozasbodl szarmazé fizikai munkdhoz hozzdadni a rendszerhataron torténd anyag
be-, illetve kilépési munkdjat. E harom munka 6sszege (a rendszerben esetlegesen bekévetkezd
helyzeti-, illetve mozgasi energiavaltozéassal kiegészitve) adja az tigynevezett technikai munkdt,
mely a szivattyu altal végzett munkat jelenti.

4. feladat

Az els6 ajtéd kiszakadésa el6tt adiabatikus valtozas megy végbe, hiszen minden fal hészige-
teld, igy a kornyezettel nem cserélédik ho. Az adiabatikus folyamatkora jellemz6 egyenlet:

pl‘/lﬁ = po‘/oﬁ. (41)

Tudjuk, hogy az ajté teherbirasa
Fa = Alpa- (42)

Felhaszndlva a (4.1)-es egyenletet, felirhatjuk a giz térfogatéat kozvetleniil az elsé ajto kiszaka-
déasa el6tt:

1/k
AlpO) 7 (4.3)

vazw(Fa

tehat a dugattyt magassaga
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ha = ho - ( }fo) (4.4)
Ide behelyettesitve h, = 1,11 m, ahol hg a kezdeti magassag. A magassagvaltozas
A 1/k
Aha = ho l1 - ( ;}’0> ] . (4.5)

Az idaig eltelt id6t kifejezehetjitk a dugattyi sebességével:

t = f;o . [1 _ (Aﬁifo)l/ﬁl . (4.6)

Erre behelyettesités utan ¢, = 18,86 s adodik.

Az els6 ajto kiszakadédsa utan a légmentes térrészbe bearamlik a levego, és kitolti azt; hiszen
az egész térrészben azonos a nyomas, mely igy kisebb lesz az elotte mért értékhez képest. Itt
nem hasznalhatjuk az adiabatikus megvaltozasra vonatkozo képletet, mivel a folyamat nem
kozelithetd oly mdédon, hogy egyensulyi allapotokon halad keresztiil. Viszont a belsGenergia-
megmaradds tovabbra is igaz lesz, hiszen minden fal hészigetel0, és kiils6 erék nem végeznek
munkét (hiszen a dugattyi nem mozdul el az ajté pillanatszerii kiszakadésa alatt). Ezek alapjan

By, = by, (4.7)
gpava - ]2(‘]92‘/2 (48)

Itt po, V5 a kiszakadas utani légtérfogat és nyomas. Mivel ugyanarrdl a gazrél van szd végig,
igy f-el egyszertisithetiink. Innen kifejezve po-t:

Va

—_ 4.
Va + LAl ( 9)

b2 = Pa -
Itt felhasznéaltuk, hogy az ajtok kozti térrész térfogata AV = LA;. Ezt kévetGen ismét adiaba-
tikusan csokken a gaz térfogata, és n6é a nyomasa egészen a masodik ajto kiszakadasaig. Tehat
a nyomasok és a térfogatok kozott az alabbi formula teremt kapcsolatot:

p2Vy' = psVy'. (4.10)

Tudjuk, hogy az ajté teherbirdsa Fjs. Mivel az ajton kivil py nyomasu levegd talalhato, ezért
a benti és a kinti nyomésbdl szarmazé erdk ereddjének kell tullépnie Fj-t ahhoz, hogy az ajto
kiszakadjon. Tehét a kritikus nyomas:
F,
ps =4+ (4.11)
1

Ezt beirva a (4.10)-es egyenletbe, majd Vp-t kifejezve:

Aips )UK

_ 4.12
F[j + Alpo ( )

vﬁ=v2-<
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A mérnok akkor nem valik palacsintava, ha a masodik ajté kiszakadasanak pillanatdban a
dugattyu legalabb y/A; magassagra van a talajtol. Ezt a térfogattal kifejezve:

Vs > AiL+ Ag - 4/ Ar (4.13)

Tehét csak be kell helyettesiteni py és V5 értékét (4.12)-be és megnézni, hogy ez a feltétel teljesiil-
e. A (4.9)-es egyenletbe V-t helyettesitve kapjuk po-t a megadott paraméterekkel kifejezve:

_n V()"
p2_1‘11'%,<%)1/“+[u41' (4.14)

Ezt ki is szdmolhatjuk, ps = 3,74 - 10° Pa adédik. Ha kiilon nem széamoljuk ki po-t, akkor
paraméteresen ezt és Vo-t beirva a (4.12)-es egyenletbe:

k—1
F 1/k AlpO 1/k2 AlpO 1/k Tk
Vi= Vo ——&— ( ) V~< ) + LA . 4.15
b ( 0 F3—|—A1p0> E, l O"\E, ! (4.15)

Ide behelyettesitve azt kapjuk, hogy Vs & 3,81 m3. A (4.13)-as egyenlet jobb oldaldt kiszamolva
azt kapjuk, hogy Vi.x = 2,875 m? térfogat sziikséges ahhoz, hogy a mérnokét ne nyomja dssze
a prés. Mivel Vj kisebb ennél, igy f6hésiink élve meguissza a kalandot.

5. feladat

Els6 1épésként vizsgaljuk azt a folyamatot, amikor a lemez toltése Q? és hatdrozzuk meg
a kilovés és a becsapodas kozott eltelt idot. A Gauss-torvény alkalmazasaval a térerésségre az
2AF = Q/eq Osszefuggést kapjuk. Ebbdl kifejezve a térerésséget:

Q
E = 5.1
majd felhaszndlva Newton II. torvényét az alabbiakra jutunk:
qQ qQ
ma=4 2A¢g “ 2Amey (5:2)

Ahol m = n - m, az elektroncsomag teljes tomege és ¢ = n - e az elektroncsomag teljes t6l-
tése. Feltéve, hogy a kezdeti sebessége az elektronokbdl allé csomagoknak vy, és L utat kell
megtenniiik a becsapddasig, a kovetkezoket irhatjuk fel:

1
vot — Eat2 =1L, (5.3)
amit t-re megoldva:
—vg /3 —2aL vy F /U3 — 2aL
_ "W 0 _ Yo /U . (5.4)
—a a

2Ez egy csomag repiilési ideje alatt dllandd.
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A két gyok koziil a kisebbet kell valasztanunk, mivel ez tartozik ahhoz, amikor el6szor eléri az
elektroncsomag a lemezt:

vy — /v — 2al Vo — JU2 — 299 T,
f= 0 = 2mAe - 0 TamAz (5.5)

Tudjuk, hogy t < 7, azaz a kovetkez6 kilovés azutan kovetkezik be, hogy az el6z6 elektron-
csomag becsapédott. Ekkor a kovetkezot irhatjuk fel a (k + 1)-edik elektroncsomagnak az elsé
elektroncsomag kilovésétél szamitott Ty,; becsapddasi idejére (ha k& > 0, a k = 0 esetben

= L/v):

Vo — -2

kq2
Ahol kihasznaltuk, hogy a (k+1)-dik csomag repiilése kozben a lemez toltése mindvégig Q) = k-q.
Ebbol a két becsapddas kozott eltelt ido mar egyszertien meghatarozhato. Legyen

2 kq? 2 _ (k=1)¢*
) Y0~ VU ~ sl V0~ V0~ S, L
= Tk+1 —T, =7+ 2mA50 ( qu Aeo (k O_ 1) qu 0 ) . (57)

Felhaszndlva, hogy a lemez kellen nagy?, az alabbi egyenléségre jutunk:

kq? kq? kq? 1( k¢*L 2
— L= 1-——L~= 1-—L— - .
\ Y0 mAe vo \ mAegyvE o ( 2mAggvd 8 \ mAegyv? ’ (58)

innen
vo — /0§ — - L L 1 L\
0 0 mAeg SR + *qu - ) (59)
kq? 2mAeovg 8 mAegvg

Ezt felhaszndlva, és behelyettesitve az (5.7) egyenlet zardjelében 1év6 kifejezésre

/ /v (k—1)q*
UO mAao 2 - mAaZ L
1

N L1 L lg_ne(E ’
> 2mAegvd 8 mAsovo 2mAegd | 8 1 mAeyvd

B 1. ,( L 1 of L o\ 1 o, L\
= <8ka (mAew%) ) — o (8 (k—1)q (mAsw%) = gd 77711480’03 (5.10)

adodik, melybdl pedig

L
2"““50 . (5.6)

Tk+1 = k7 + 2mA€0

1 ne’L?
T = - 5.11
TeTE 4mgAegvd (5.11)

eredményre jutunk.

3Ezt kordbban is megtettiik a térerésség kiszamitasanal: L/ VA< 1
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1. feladat
(a)

Amig a hullam visszajut a denevérhez, 6sszesen két Doppler-effektuson megy keresztiil. El6-
szOr, mikor a hullam talalkozik a kovel, majd utana, mikor a visszavert hullam eléri a denevért.
Amikor a hullam eléri a kovet, akkor a hullim forrasa a denevér, a megfigyel6 pedig a ké. A
forras a megfigyel6 felé halad, a megfigyel6 pedig a forrastol tavolodik, tehat a Doppler-effektus

miatt az 4j frekvencia:
C— Uy

f'="ro

ahol u; jeloli a k& sebességét abban a pillanatban, amikor elérte a hullam. Amikor a visszavert
hulldm eléri a denevért, akkor a forras a ké, ami tavolodik a megfigyel6tol, azaz a denevértol.
Ez alapjan a denevér altal érzékelt frekvencia:

1.1
o (11)

c+ vp
c+uy

h=rf (1.2)

Ide (1.1)-et behelyettesitve:

c+vp c—1uy

= : - fo- (1.3)

c+u, c¢c—uvp

Ebbdl az egyenletbdl szeretnénk el6szor ui-et kifejezni. Bevezetve az n = fo/ f1 jelolést, illetve
keresztbe szorozva:

(c+uy)(c—wvp) =n(c+vp)(c—u). (1.4)

Ezeket kifejtve, és a kozos tagokat Osszevonva:

uy(c —vp 4+ ne+ nup) 202(77—1)—1—ch(77+1), (1.5)

majd innen a ko sebességét kifejezve:

cn—1)+vpn+1)

=c- : 1.6
" T ) ol D) o)
Bevezetve a k = vp/c jelolést, egy kicsit szebb alakra hozhat6 a fenti egyenlet:
k+1 kE—1
. M)+ (k1) (1.7)

c- .

n(k+1)— (k= 1)
Ez lesz a ko sebessége akkor, amikor a hullam eléri; tehat ez még nem a keresett sebesség.
Ahhoz, hogy azt megkapjuk, vizsgaljuk a testek kozti tavolsagokat!
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1.1. 4bra. A denevér és a ko

N’ thI =1,
(@) 2 D

luz

helyzete a kritikus pillanatokban.

Az 1.1-es dbrdn lathatd tavolsagokat kifejezhetjiik, felhasznalva, hogy a denevér egyenes
vonalil egyenletes mozgast végez vp sebességgel, a k6 pedig szabadesik, igy gyorsulasa g. Az
abra alapjan felirhatjuk az alabbi egyenleteket:

majd hasonlé médon a masodik helyzetre:

Ezekbol to-t kifejezve:

ta

Felhasznélva, hogy a teljes id6 T = t; + to:
T —
melybdl ¢ kifejezheto:

t

Y1 = ¢t — vpty, (1.8)
Y1 = cta + vpty. (1.9)
Elzztl. (1.10)
Cfi@tl, (1.11)
e, (1.12)

2c

Hasznalva a korabban bevezetett k paramétert, szép formuldval felirhatjuk ¢, és ¢, kifejezéseket:

t

123

1+k

2
1—k

2

T, (1.13)

T (1.14)
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Innen t;-et (1.8)-ba behelyettesitve:

1— k2
=T 5 (1.15)
Visszatérve az 1.1-es abrahoz, felirhato a kiindulasi és a t; beli tavolsagok kozti kapcsolat:
L s
Y1 = Yo — vpt1 + upt1 + §gt1. (1.16)

Tovabba a méasodik helyzetben a ko sebessége a kezdeti sebességgel kifejezve:

Uy = Ug + gtl, (117)
ezt rendezve ug-ra:
Ug = Uy — gtl, (]_]_8)
amit befrva az (1.16)-os képletbe:
L,
Y1 =yo + (u1 —vp)t; — 59751- (1.19)
Ezt yo-ra rendezve:
L o
Yo =1+ (vp —w)ts + Sgti. (1.20)
Ide behelyettesitve a (1.13)-mas és (1.15)-0s egyenletekb6l t1-et és y-et:
1— k2 w 1+k 1 1+k\°
T, PR AR e s el 1.21
3/002+( C)c2+2g 5| (1.21)
ahonnan kiemelések utan:
2
1+ k (51 1 9 1+ k
=l — - (1—— —gT~ | — . 1.22
o= 2(c>+29<2> (1.22)

Ide az (1.7)-es egyenletet behelyettesitve kapjuk a keresett tavolsdgot:

k+1)+ (k—1 1 14+ k)
kD) (k=D)L (1R
nk+1)—(k—1) 2 2
A ko6zépso6 zardjelben kozos nevezore hozva, és egyszerisitések utan:

1— k2 1 1+ k)’
=cT- —gT? | —— | |. 1.24
o= ) —h—1) 27 ( 2 ) (1.24)

1+k

yoch-T (1

(1.23)

A keresett sebességet pedig tigy kapjuk, hogy az (1.7)-es egyenletbe behelyettesitjiik az (1.18)-as
és az (1.13)-as egyenleteket:



AN

ves S

Dont6 (2025. 02. 07-09.)

_|_

Elméleti megoldokulcs - kateg oria
_oonk+ D)+ (k-1) 14k
Uy = ¢ T D= (k=1 gT —5 (1.25)

Behelyettesitve a megadott adatokat azt kapjuk, hogy a k6 sebessége a hanghulldm indu-
lasanak pillanatdban ug = 6,5 m/s, amikor elérte a hullam, akkor pedig u; = 7m/s.
A kO és a denevér kozti kezdei tavolsagra pedig az adédik, hogy yo =~ 17,4 m.

(b)
Itt is ugyaniagy két Doppler-effektus fog lejatszodni, és hasznalhatjuk az el6z6 részben leve-
zetett (1.3)-as képletet:

c+ vy C — Umax
C + Umax c— U

fi= + Jo, (1.26)

ahol v, jeloli a denevér sebességét, ami 0 és vp kozott van. Tudjuk, hogy a hy magassagha
dobott k6 maximalis sebessége (amivel becsap6dik a talajba) umax = v2gho. Ezt beirva a fenti
egyenletbe:

f = CHo 7w 2gho - fo. (1.27)
c+/2ghg c— v
Az biztos, hogy a hullam frekvencidja noni fog, tehat a denevér egy magasabb hangot érzékel.
A fenti egyenletbdl konnyen lathatd, hogy akkor lesz a frekvencidk aranya maximalis, ha vy is
maximalis, tehat v, = vp. Ahhoz tehat, hogy barmilyen gyorsan haladva is érzékelje a kovet, a
denevérnek legalabb

c+vp c—/2ghg f
¢+ +v/2ghg c—Up e
frekvenicaju hullamok érzékelésre kell képesnek lennie. Ez behelyettesitések utan 46,37 kHz-
nek adédik.

(c)

Itt is két Doppler-effektus fog lejatszodni, azonban valtozik a testek egymashoz viszonyitott
mozgdsi irdnya, hiszen a ké a denevér felé repiil. Elhetiink a feltételezéssel, hogy a denevér altal
kibocsdjtott egyik hangimpulzus éppen a dobéas uténi pillanatban éri el a kévet. (Ez teljesen
realis, a denevérek hanghulldmai nagyon gyorsan kovetik egymadst.) Ekkor az els§ Doppler-
effektus utan a kordl visszavert hang frekvencidja:

fmax - (128)

c+ vy
c 7

f'="r

ahol vy a ko kezdeti sebessége. A képletben nem szerepel a denevér sebessége, hiszen az nulla.
A masodik Doppler-effektus is hasonléan fest, csak ott most is felcserélodik a megfigyelo és a
forras szerepe, igy

(1.29)
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fr=f—— (1.30)
C — g
_I_
fi=T20 g (1.31)
C— g
Megint bevezetve az n = fo/ f1 jelolést, és a fenti egyeletet rendezve:
1=
. , 1.32
Yo=¢"7 Iy ( )

Mivel a hullimok most is ,0sszenyomédnak” (né a frekvencidjuk), igy a denevérnek tigy van
a legjobb esélye érzékelni a kovet, ha a legalacsonyabb frekvenciaju hullamaival pasztézza a
kornyezetet. Tehat fo = 45kHz, fi = 80kHz (a halldsi tartomany tejete). Ezeket és ¢ értékét
behelyettesitve:

vo =95,2m/s = 342,72km/h |. (1.33)

Ha ennél nagyobb kezddsebességgel dobja fel Watson a kovet, akkor a Doppler-effektus révén
annyira megnoé a denevér altal érzékelt hullamok frekvenciaja, hogy az mar kiesik az érzékelési
tartomanyabol. Lathatjuk, hogy 6ridsi sebességgel kellene elinditani a kdvet ahhoz, hogy ez
megtorténjen, ezért nem jelent ez problémat a denevéreknek a természetben.

2. feladat
(a)

A megoldas soran a vektorokat félkovérrel jeloljiik, mig nagysagukat hagyomanyos betiivel,
tehdt |v| = v. A robbanas a pélya sikjdban minden irdnyban Av sebességgel szérta szét a
darabokat. Ahol ez a sebesség egy iranyba esett a vg keriileti sebességgel ott a darabkak fel-
gyorsultak annyira, hogy elérjék a szokési sebességet, és igy elhagytak a Diirdnusz gravitacios
terét.

(b)
A probléméat érdemes energetikai szempontbdl vizsgalni. A hold korpalyan keringett a Dii-
ranusz koriil, ezért kezdeti potencialja:

2 2
oy v M vh

U, = _ = __20 2.1
T 9 92’ (2.1)

mivel a kormozgas feltételébol kovetkezik hogy:

M
- 77“0 (2.2)
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Hold vo
/// Av \\\\\
.', Diiranusz \\\
To “.
g

2.1. abra. A hold szétrobbanasanak pillanata.

A 2.1-es dbra alapjan vizsgaljuk meg azt a tormelékdarabkat, mely a robbanés kévetkeztében
a vg keriileti sebességhez képest ¢ szoget bezaréan kapott Awv nagysagi sebességet. Ennek
érint6iranyt sebesség komponense vy + Awv - cos p, sugariranyi komponense pedig Aw - sin .

Tehat a teljes sebességének nagysaga:
v(p) = \/(vo + Av - cosp)? + (Av - sin p)2. (2.3)

Ez alapjan a vizsgalt darabka potencialja:
(vo + Avcosp)® + (Avsing)? M (2.4)

Ulp) = 5 -

A zérojeleket kibontva, majd az utols6 tag helyére (2.2)-bél v3-et behelyettesitve:
v2 4 2Avv, cos ¢ + Av? —v2 + 2Avvg cos @ + Av?
U(p) = = —v5=— : (2.5)
2 2
Egy tormelékdarabka elhagyhatja a Dirdnusz gravitdcids terét, ha U(y) > 0. Vizsgdljuk a
kritikus ¢ = « hatéaresetet, amikor U(a) = 0. A (2.5) egyenletbdl 1atszik, hogy U(y) monoton

csokkend fiiggvény a ¢ € [0, 7] intervallumon, ezért ha ¢ < «, akkor U(p) > 0.

A (2.5) egyenletet Av-re megoldva:
—2up cos o & \/411% cos? a + 4v}
Av =
2
(2.6)

Av = —wvgcosa Evgveos?a + 1.
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(a) Vannak a Diirdnusz koril palyara 4116 (b) Nincsenek a Diiranusz koriil palyara allo
darabok, melyek a fehér tartomanybdl indulnak. darabok, mivel a piros és kék tartomany atfed.

2.2. abra. A tormelékdarabok egyes kategoriaihoz tartozo kiindulasi szogtartoményok a robba-
nés pillanatdban. Azon térmelékek, melyekre U(yp) > 0 a kékkel jelolt tartoménybdl indulnak,
mig a bolygdba becsapddd darabok a pirossal jelolt tartomanybol.

Honnan tudjuk, hogy nincs olyan tormelékdarabka, mely elhagyhatnéd a bolygd gravitacios
terét, de becsapddik abba? Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ = ¢* szoghoz tartoz6 darabka, melyre
U(p*) > 0, viszont mégis becsapddik (ezt a 2.2b. dbra szemlélteti). Ez azt jelenti, hogy minden
p > * sz6ghdz tartozod darakba is be fog csapddni, mert az energiaja és perdiilete is kisebb.
Ebbdl az kovetkezik, hogy nincs olyan tormelék mely palyara all, igy ellentmondésra jutottunk
a feladat szovegét figyelembe véve. Ezzel bizonyitottuk, hogy minden térmelék ami megszokhet
ténylegesen meg is szokik (ezt a 2.2a. dbra szemlélteti).

A darabok impulzumomentuma és energiaja megegyezik a ¢ és —p szogekre, mivel sebessé-
geik nagysaga és érint iranyu komponenseik megegyeznek. Ezek alapjan a holdnak a/7 része

hagyja el a Diirdnusz gravitacids terét. Ez éppen a , hidnyz6” 23 %, igy az alabbi egyenlet irhatd
fel:

o 3
023 =—= - 2.7
: — =S cosan (2.7)

Ezek alapjan a keresett arany egyszerfien kiszamolhato !:

Av 1
— . 2.8
ks (2.8)

Megjegyzés: (Av/vg)1 = 0,5; (Av/vg)e = —2. Nyilvanvaléan csak a pozitiv megolddsnak van fizikai értelme.
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(c)
Vizsgaljunk most egy olyan m tomegli tormelékdarabkat, mely a robbanas kovetkeztében a

vo keriileti sebességhez képest ¢ szoget bezardan kapott Av = vy/2 sebességet. A potencialjat
a (b) feladatrészben mar felirtuk, most nézziikk meg a palyaperdiiletét:

N =m(vg + Avcosp)rg =m (1 + CO;SO) VoTo- (2.9)

Jellemezze ezen darabka pélydjanak fokuszponthoz legkozelebbi pontjat egy v* sebesség (mely
érintSirany) és egy r* sugar. Ismét keressiik azt a ¢ = [ hataresetet (mely mar a 2.2. dbrén
szerepelt) amikor ez a darabka pont becsapédik a Diirdnusz felszinébe, azaz r* = R. Ekkor a
becsapddas elotti pillanatban a perdiilete:

N* = mv*R. (2.10)

A perdiiletmegmardés alapjan® N = N*, tehat v* kifejezhetd:

v = 1o (1 + 60;6> %. (2.11)

Az energiamegmaradasbdl kovetkezik, hogy a kezdeti és a x-al jelolt helyzetben a potencial
megegyezik, tehat U = U™:
(vo+ Avcos )? + (Avsin )2 AM  (v*)? M

= — . 2.12
2 To 2 R ( )

Bal oldalt a (2.4)-ben mar felirt potencialt 1atjuk, melynek eredményét megkapjuk, ha (2.5)-be
behelyettesitjik a Av = 1/2vg értéket. Emellett v* értékét behelyettesitve, és az utolsé tagot
ro-al bovitve:

g+ vfeos Bt jug _ of (|, cosp 2(?%))2_7]‘4(””0). (2.13)
D) 2 2 R o R

Kihasznalva, hogy vM /ry = v3 és bal oldalon a miiveleteket elvégezve:
2 2 2 2
vg 3> Vg cos 3 (7“0> 9 <7"0>
— ——)=—11 =] - — . 2.14
2(‘30864 2<+2>R “\R (2.14)
Végiil nulldra rendezve:

0= <1+CO;6> (2)2—2<2) - (cosﬁ—i). (2.15)

2 A pélyaperdiilet megmaradasa kévetkezik abbél, hogy a sajatperdiilete a tormelékdarabkédknak nem véltozik
a gravitacios vonzderd hatdsara.
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R 2(1+cosﬂ>2

: (2.16)
11\/1—1— (1+ COQS’B> (COSB—%)

Minden darabka, aminek Awv sebessége 5-nal nagyobb szoget zar be vg-al, ugyanigy a Diranusz
felszinén fog landolni, hiszen minél nagyobb [, annal kisebb az ered6 és a radidlis sebesség is.
Természetesen most is csak egy félkort vizsgalunk, hiszen az elrendezés tovabbra is rendelkezik a
(b) részben leirt szimmetridval. Ezek alapjan, mivel a holdnak 12%-4t talaltak meg a Diranusz
felszinén:

012= "5 1 cos g~ —0.93. (2.17)
T

Ezt felhaszndlva a keresett ardny egyszertien kiszdmolhaté 3:

0 ~6l. (2.18)

3. feladat

Korrekcio: Sajnos az elméleti feladatsorban ezen feladat szévege hibasan jelent meg. A helyes
megfogalmazas szerint: ,Mivel a csOben a viz elég gyorsan folyik, ezért a cs6 hossza mentén nem
alakul ki termikus egyenstly, tovabba a viz a réz altal leadettleadhatd honek csak n-szorosat
veszi fel.”

Jeloljik a réztomb homérsékletét egy tetszdleges ¢t idopontban Ti-rel, a cs6ébdl kifolyd viz
homérsékletét pedig To-vel. Mivel a réz Ti-r6l hiill a viz hatasara, a viz pedig Tp-r6l melegszik
a réz hatasara, ezért Ty < T, < T, < Ti-nek teljesiilnie kell minden idépillanatban. Rovid
At id6 alatt (mialatt a réztomb hémérséklete allandonak tekinthetd) a cs6be @At tomegil, To
hémérsékletii viz folyik be, és ugyanekkora tomegti T, hémérsékletii viz folyik ki. Ezek alapjan
a viz altal elvont h6é mértéke:

AQ = mye, AT, = AL - ¢ - (T, — Tp). (3.1)

Tudjuk, hogy ez az n-szorosa annak a hémennyiségnek, amit akkor kapnank, ha a termikus
egyensuly bedllt volna a viz és a réz kozott, vagyis, ha T, = T, lenne:

AQ =1 AQly,_, =1 AL ¢, - (T, — T). (3.2)

3Megjegyzés: (ro/R)1 = 6,01; (rg/R)2 = 0,98. Nyilvdnvaléan a méasodik megoldas nem értelmezhetd.
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Mivel ezt a homennyiséget a viz a réztombtol vonja el, ezért a At idészakasz végére a réz-
tomb homérséklete kicsiny AT;-rel kevesebbnek tekintendd. Az elézéekhez hasonld Osszefiiggés
alapjan:

AQ = —m ¢ - ATy, (3.3)
hiszen a réztomb hiil, igy AT, értéke negativ. A (3.2) és a (3.3) egyenletek jobb oldalat egyenlévé
téve megkapjuk, hogy a At idGtartam és az ez alatt torténé AT, homérsékletvaltozas hanyadosa
linearisan fiigg a réz aktualis hémérsékletétol:

AT, nocy

At me
ami megegyezik a Newton-féle lehiilési torvény alakjaval. Ez alapjan a vizzel hiitott réztémb
rendszere matematikailag ekvivalens egy olyan rendszerrel, amely egy allandé Ty hémérsékletii
kornyezetben hiil, viszont az neoc, szorzat tolti be a héatadasi tényezo és a feliilet szorzatanak
szerepét. A Newton-féle lehtilési torvénybol szarmazd homérséklet—ido-fiiggvény ismeretében
(ez egy altaldnosan ismert Osszefiiggés, de a fiiggvénytablazatok is tartalmazzak) a réz hémér-
sékletének idofiiggésére az alabbit kapjuk:

(Tr - TO); (34)

_ necy t

Tr(t) = Tg + (Tl — To) € mer (35)

Ebbol mar algebrai atalakitasokkal megkaphatjuk azt az id6t, ami alatt a réz homérséklete
Ts-re hil:

mc

(Tl —To

| =114s/|. )
n TQ—T()) s (3.6)

T.(ty) =T = ty =
(t2) =T * T nocy

4. feladat

A feladat szovege szerint a két vizsgalt toltésiink (@1, @Q2) egy sik dielektromos hatérfelii-
lethez kozel helyezkedik el (1dsd 4.1. d@bra). A potencidlis energia kiszdmitdsdhoz szamoljuk ki,
hogy mennyi munkét kell végezniink a toltéselrendezodés Osszedllitdsa soran.

Q
1.‘\1;’.@ 2

d; do

€1

€2

4.1. dbra. A feladat szovegében felvazolt toltéselrendezés.
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A toltésekre hato erok ilyen dielektromos hatéarfeliilet esetén megadhatok a tiikortoltések
moédszerének hasznalataval. Eloszor vezessiik le, hogy egyetlen () t6ltés esetén milyen megol-
dast ad az eljards. Legyen a @) toltés egy e; relativ dielektromos allandéju anyagban, mig a
hatérfelilet tiloldalan legyen a dielektromos allandé ey (lasd 4.2a. dbra).

Q

d
€1
€2

9]
Q/
(a) Az eredeti rendszer (b) Az g1 oldalon valé (c) Az g5 oldalon valé
vazlatos rajza. szamolashoz hasznalt rendszer. szédmoldshoz hasznalt rendszer.

4.2. abra. Egyetlen @) toltés esetén a tiikortoltések modszere.

A célunk legyen annak meghatdrozasa, hogy mekkora eré hat a () toltésre. Ehhez két esetet
kell vizsgalnunk aszerint, hogy a hatarfeliilet melyik oldalan keressiik az elektromos mez6t. Ha
az €1 oldalon akarjuk kiszamolni az elektromos térerésséget, akkor feltessziik, hogy az egész teret
1 anyag tolti ki (lasd 4.2b. dbra). Az elektromos tér felirdsahoz tegyiik fel, hogy a @ toltésen
kiviil egy ' toltés is jelen van valahol. A tukortoltések modszere csak akkor hasznalhaté, ha
ezt a (' toltést a hatéarfelillet ()-val ellentétes oldalara helyezziik, tovabba most tegytik fel, hogy
Q' helye pontosan a (Q helyének hatérfeliiletre vett tiikrozésével kaphato, tehat d = d'*. Ekkor
az Utmutatdsban emlitett hatérfelileti illesztéshez sziikséges komponensek:

t_ r_ (Q@+Q) ) xr
=L+ = dneoer (@ +22) VBt a2 (4.1)
D! =epe (EL+F')) = @=Q) d (4.2)

T An(@+2?) B+ a2
Ahol Ej a hatarfeliilettel pairhuzamos, mig £/, az arra merdleges elektromos térerésség kompo-
nenst jelolik. Tovabba D', E' a teljes térerésséget, E a Q toltés terét és E' a Q' toltés terét
jelentik.

Ha az e, oldalon vizsgaljuk a teret, akkor szintén fel kell tenniink, hogy az egész teret e
anyag tolti ki (lasd 4.2c. dbra). Ekkor viszont nem helyezhetiink toltést az eredetileg is e9-hoz
tartozé oldalra, igy a helyes feltétel igy kaphaté, ha az eredeti ) toltés helyére egy Q" toltést

4Fz az illesztési feltételekbdl is levezethetd, hiszen azoknak a hatérfeliilet tetszéleges pontjdban teljesiilniiik
kell.
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képzeliink, és {gy vizsgaljuk a kialakul6 elektromos teret®. Ekkor a hatarfeliileti illesztéshez
sziikséges komponensek:

QII T

El=FE" = . 4.3
I I dmegea(d? + 22) A2 + 22’ (4.3)
"
d
Di = €0€2E”L = Q (44)

An(d® +2%) A+ 2
Ahol E” a Q" t6ltés elektromos terét jeloli.

A két esetben a hataron egyeznie kell a Eltl és DY komponenseknek®, amibdl a kovetkezd
egyenleteket kapjuk:

/ "
BB =gy = T8_2 (4.5)
&1 E9
DL—I—D,L:DHL — Q—QIZQ//. (46)
Az egyenleteket rendezve a kovetkezo eredményre jutunk:
' €1 — &2
= , 4.7
Q €1+ &2 Q ( )
282
"= . 4.8
Q €1+ &2 Q ( )
Ezaltal tehat a @ toltésre hatd erd mar egyszertien kiszamithato:
/ _ 2
I QQ o €1 €9 Q (49)

- 471'8081 . <2d>2 N €1+ &9 . 1671'8081612.

Az el6z6 levezetés alapjan ismerjiikk a megoldast egyetlen toltés esetén, igy ennek segitségével
mar kiszamolhatjuk a feladatban vazolt kéttoltéses elrendez6dés potencidlis energiajat. Hata-
rozzuk meg el6szor, hogy mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy a ()1 toltést a helyére
vigytik egy végtelen messzi pontbol gy, hogy kozben még a Qo t6ltést végtelen messze tartjuk.
(Q1-et mozgassuk példaul a hatarfeliiletre merélegesen, ekkor a végzett munka:

€1 — €9 QT e1—e Q3

Wiy = [ Fla)-de=["d : = : . 4.10
-t di (w) * d1 51361 + &9 167T€081ZE2 E1 1+ &2 167T80€1d1 ( )

Felmertlhet a kérdés, hogy miért nem hasznaltuk a két ponttoltés kozti potencidlis energiara
vonatkozo képletet ebben az esetben. Ennek az oka az, hogy a sziikséges munka éppen fele
annak a potencialis energianak, amire a hagyomanyos képlet vezetne, igy az nem alkalmazhato.
Az eltérés oka szemléletesen az, hogy nekiink csak az eredeti toltést kell mozgatnunk, mig a
tiikorképe ugymond ,magatél” mozog, igy nekink mindig csak Ar/2 tévot kell elmozditani a
toltést ahhoz, hogy a tikorkép és az eredeti toltés kozt a tavolsiag Ar-et valtozzon.

5A toltés helye itt is megkaphaté a hatarfeltételekbél.
SEzek az illesztési feltételek megkaphaték a Maxwell-egyenletek felhasznalasaval.
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4.3. dbra. A kéttoltéses elrendez6dés megoldasa az €, oldalrdl nézve.

A kovetkezo 1épésben rogzitsiik a Q1 toltést és hozzuk végtelen tavolrol a végso helyére a
(Q)- toltést. Ekkor harom tagbdl fog allni a szitkséges munka (lasd 4.3. dbra):

(1) A @y és Q2 kozotti taszitas miatt fellépd tag, aminél hasznalhaté a két ponttoltés esetén
jol ismert potencidlis energiara vonatkozo képlet, mivel egyik sem tiikortoltés:

S 1)

= . 4.11
47T€()€1L ( )

(2) A Q) és Q2 kozotti taszitdasbdl szarmazé tag, ahol szintén hasznédlhaté a jol ismert képlet,
mivel ()] ebben a lépésben mar nem mozog;:

_ Q1Q> _&1—-¢& Q10Q2
47'('6051\/ L2+ 4d1d2 €1+ &2 471'5081\/ L? + 4d1d2,

ahol kihasznaltuk, hogy a végsé elrendezésben () és Q2 tavolsdga a kovetkezOképp kap-
haté a Pitagorasz-tétel alapjan:

As = [As2+ As2 = /(L2 — (d — d2)2) + (dy + d5)? = \/L? + 4dyds. (4.13)

Wyr_s (4.12)

3) A 2 és L, kozotti taszitds miatti ta, s ahol a LL1_1/ esetén alkalmazott modszert kell
2 g
hasznélnunk:

0o _ 2 _ 2
Wy o = / e S B, B Rk DL (4.14)

x = . )
ds €1+ ey 16mege1x?2 1 +e9 16mepedy
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A rendszer potencidlis energiaja az eddig kiszamolt négy tag osszegeként kaphatd meg, igy a
végeredmény:

Epor = Wiy + Wo_g + Wi + Wi, (4.15)
g1 —€ 1 2 2 €1 —€
B, S LA, Qe a-e @0 | o
£1+ €9 1671'5061 d1 dg 47T€0€1L €1+ &9 47'(‘8051\/ L? + 4d1d2

Latszik, hogy az eredmény Q1 <+ Q2 és d; <> do cserékkel nem valtozik, amit el is varunk, mivel
nem szamithat, hogy melyik to6ltést helyezziik el elészor.

5. feladat

A feladat megoldasa soran végig érdemes hengerkoordinata-rendszerben felirni a megjeleno
mennyiségeket, hiszen az egész elrendezés ilyen szimmetriat mutat. Ilyen felirdasnal a z tengely
lesz a henger szimmetriatengelye, r jeloli az erre merdleges, radialis irdnyt, illetve ¢ az érinto
irdnyt. Biztosan tudjuk, hogy a magneses mez6 forrdsmentes (Maxwell I11. torvénye), tehét egy
tetsz6leges térfogat lapjain be- és kilép6 magneses fluxusok megegyeznek. ” A hengerszimmetria
miatt legyen a vizsgalt térfogat egy kis dz hosszisagu, r sugard henger az z tengely mentén.
Ennek a lapjaira felirva a magneses fluxusokat:

B.(2) - 7*1 — B.(2 + d2) - 7’7 + B,(2) - 2rmdz = 0. (5.1)

Itt agy vettiik, hogy a B, komponens csokken, tehat a B, a cso felé mutat, de mint latni
fogjuk, forditva is ugyanazt az eredményt kapnank. Emellett a fenti egyenletben azért nem kell
vektormennyiségekkel szamolnunk, mert a két komponens meréleges a két feltiletre. Az (5.1)-es
egyenletet B, (z)-re rendezve:

1 B.(2+dz) — Bz(z)

B,(z) = 5.2
() = i) (52)
Ahogy dz tart nullahoz gy a jobb oldalt éppen megjelenik B, derivaltja:
rdB,
B.(z) = —= . 5.3
() =-2= (53)

A feladat 1ényegi felismerése, hogy ez a komponens fogja megvaltoztatni a csé mozgasat. Végig a
Lorentz-er6 hat a csore, amelynek irdnyat a jol ismert jobbkéz-szabdlybdl kapjuk. Az egyenesen
halado csére a z iranyt komponens nem fejt ki erét, az r komponens pedig el6szor olyan erot fejt
ki, hogy a cso elkezd forogni a tengelye koriil. Ezutan a forgd csére mar a z iranyt komponens
is erot fejt ki, de ennek az ereddje zérus, igy itt is csak az r komponenst kell vizsgalni. Az ebbdl
ered6 eré éppen egy z irdanyu fékezést fog okozni. Szerencsére a forgas és a mozgas egyenletei

7Azt is mondhatjuk, hogy a magneses mezének a térfogat hatdrologorbéjére vett feliileti integralja zérus,
vagy, hogy nulla a mez6 rotacidja. Ez mind ekvivalens megfogalmazdsa ugyanannak.
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kiilon targyalhatoak, ugyanis a cs6 haladé mozgéasa csak a forgast befolyasolja kozvetleniil, a
forgas pedig csak a halad6é mozgést (sajit magukat nem).

El6szor megmutatjuk, hogy milyen egyenletekre jutunk a méagneses mez6 altalanossagat
feltételezve, majd csak ezutan helyettesitjiik be a megadott linearis fiiggést. Nézziik meg el6szor,
hogy a v(t) sebességgel haladé csére mekkora forgatonyomaték hat! A Lorentz-erd egy kis dz
hosszisagu darabka esetén, amely z helyen helyezkedik el:

dF(z,t) = dQ - v(t) - B(2). (5.4)
Bevezetve a 0 = (/¢ vonalmenti toltéssiirtiséget, illtve (5.3)-bol B,-t (5.4)-be helyettesitve:
or dB,
dFy(z,t) = —?v(t) o dz. (5.5)
Erre a darabkéara hato forgatéonyomaték:
or? dB,
dM(z,t) = —71)(75) s dz. (5.6)

A teljes csére haté forgatonyomatékot gy kapjuk, hogy integraljuk ezt a cso teljes hosszara.
Ehhez célszerti azt venni, hogy a bal oldali vége z = x pontban van.

> M(z,t) = —T’U(t)

Jobb oldalt éppen egy derivaltfiiggvényt integralunk, igy csak a B(z) fiiggvényt kell kiértékelni
a kezdeti és végpontokban, igy a teljes forgatonyomaték:

2 + dB
o /X 4B. . (5.7)

X dz .

0'7"2

S M(z,0) = = Tu(0) (Bl + ) B(2)]. (5.8)
A forgasegyenlet alapjan:
> M(z,t) =w(z,t)- 0, (5.9)
ezt behelyettesitve az el6z6 egyenletbe:
w(z,t) = —;gv(t) [B.(z+ () — B,(2)] . (5.10)

Vizsgaljuk most a forgas miatt 1étrejové fékezd erdt! Itt is egy dz hosszisagu darabkat vizsga-
lunk, amely w(t) szogsebességgel forog és d@ a toltése. Ekkor a rd haté Lorentz-erd:

dF,(z,t) = —dQ - rw(t) - B,(2). (5.11)

A negativ el6jel fontos, hiszen az er6é a negativ z iranyba fog mutatni. Itt végiggondolhatjuk,
hogy tényleg nem szamit B, monotonitdsa, tehdt a derivaltjanak (B,-nek) az eléjele. Ha B,
kifelé mutat, akkor a z tengely szerinti pozitiv irdnyba forgatja a csévet, és B, ezért lassitja; ha
pedig B, befelé mutat, akkor a mésik irdnyba forog a cs6, és B, amiatt lassitja. Az (5.11)-es
egyenletbe megint o és B, (z) értékét behelyettesitve:
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or? dB,
dF,(z,t) = TM(t) g dz, (5.12)
innen ismét integralva kapjuk meg a teljes erét:

2 + dB,
S F(et) = i) [ : dz. (5.13)

2 X dz

Most is kihasznalhatjuk, hogy az integral argumentumaban egy derivaltfiiggvény talalhato,
illetve a mozgasegyenletet is behelyettesithetjiik:

or?

0(z,t) = Z—w(t) [B.(z +¢) — B,(2)] . (5.14)
m
Kaptunk tehat két teljesen altaldnos egyenletet, az (5.10)-es és (5.14)-es egyenleteket. Teljesen
altalanos alatt azt értjiik, hogy a c¢s6 barmilyen paraméterezése, és barmilyen méagneses mezo
esetén igazak maradnak. Ezeket egyiitt felirva:

o(z,t) = —%v(t) (B.(2+0) — B.(2)], (5.15)
0(z,t) = %w(t) [B.(z + ) — B.(2)]. (5.16)

Innentdl érdemes targyalni a specidlis B, = By 4+ az esetet. Ekkor ugyanis
B.(z4+ () — B.(z) = o, (5.17)

tehat az egyenletrendszeriink az alabbi alakot Olti:

or?al
X = — 1
w(z, ) 50 V(1) (5.18)
or?al
i(z,t) = t). 5.19
i(z,1) = 7 2t (519)
A masodik egyenletet id6 szerint derivalva:
or?al
O(t) = ~w(t). 5.20
i) = 72 () (5.20)

Felhasznélva, hogy vékony falti cs6 esetén © = mr?, és a kapott egyenletbe (5.18)-at behelyet-
tesitve:

) 02120202
Bevezetve az 22,22
or‘a
= 5.22
g (5.22)

jelolést, egy ismert differencidlegyenletre jutunk:
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b(t) = —Q%(t), (5.23)
melynek megoldasa természetesen
v(t) = Asin(Qt + ¢). (5.24)

A kezdeti feltételekbdl hatarozzuk meg A és ¢ paramétereket! Ehhez el6szor derivaljuk a kapott
v(t) fiiggést, hogy azt utdna (5.16)-ba visszairva kifejezhessiik w(t)-t:

or?al

0(t) = QAcos(QUt + ¢) = - w(t). (5.25)

4m

Mivel kezdetben nem forog a henger, igy w(0) = 0. Ezt a fenti egyenletbe beirva:

4mQNA
= pum— . . -2
w(0)=0 2 cos(0 -t + ¢), (5.26)
ami csak akkor teljesiilhet, ha
T
= —. -2
=T (5.27)
Ezt visszairva (5.24)-be, illetve felhaszndlva, hogy v(0) = vp:
A= V. (528)
A végeredmény tehat:
ro
v(t) = v cos (%m t) : (5.29)

Erdekes, hogy a kapott eredmény hdrom paramétertdl is fiiggetlen, amire nem feltétleniil
szamitottunk:

(a) By: Teljesen mindegy, hogy mekkora a mégneses mezé kezdeti értéke, csak az szamit,
hogy hogyan valtozik, hiszen a B, komponens nincsen hatassal a mozgasra, csak ennek a
derivaltja.

(b) « eldjele: Eszrvehet, hogy a kapott végeredmény fiiggetlen attél, hogy a mégneses mezé
z komponense no vagy csokken. Mint mar korabban irtuk a B, komponens biztos, hogy
fékezni fogja a csovet, hiszen igy teljesiil csak a Lenz-torvény. Itt talan az az érdekes, hogy
ez matematikailag is szépen megjelent, hiszen cos(z) = cos(—z).

(c) ¢: A végeredményben nem szerepel a csé hossza. Ez azért lehet elsére furcsa, mert nagyon
hosszi ¢s6 esetén oriasi kiilonbség lenne a magneses indukcié nagysagaban a c¢so elejénél
és végénél, amirdl azt gondolhatjuk, hogy szamitania kell. Itt is az a magyarazat, hogy
ebben a linedaris esetben csak a B, komponens szamit, ami viszont konstans o mindenhol.
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Figyelem! A teljes pontszdm eléréséhez nem elegendd a megoldds szamszeri kézlése, a mérés
lépéseit tartalmazo jegyzdkonyv és a végeredmény hibdjdra vonatkozo becslés is sziikséges!

A mérés célja

A mérés soran egy, a rugdja segitségével mozgasba hozott toll lejtén vald csuszasat tanul-
manyozzuk. Célunk a rugéallandd, valamint a lejté fa feliilete és a toll miianyag burkolata
kozotti csuiszasi surlodasi egytitthaté meghatarozasa. Az alkalmazott médszer a test kiillonbozd
hajlasszogi lejtokon vald csiszasanak vizsgdlata, ekkor az elsé megallasig megtett utak mérése
lehetoséget ad mindkét paraméter feltérképezésére.

Elméleti bevezeto

Tekintstink egy m tomegi tollat, melynek belsejében egy D rugddllandoji rugd talalhato. A
toll végén 1évé gomb egyszeri benyomasaval, majd elengedésével elérhetd, hogy a hegye lathatéva
valjék, és irni lehessen vele. A gomb jbdli megnyomasa 6sszenyomja a rugdt, igy ha ebben az
allapotban elengedjiik a tollat, és csupan a gomb végét tamasztjuk meg, akkor az ,kilo” a
keziinkbdl. Kattintsunk kettét a tollal, hogy ebbe az allapotba kertiljon, de ne engedjiik el,
hanem tartsuk Gsszenyomva. Igy helyezziik egy kelléen hosszd, a hajldsszogii lejtd aljra oly
modon, hogy a toll parhuzamos legyen a lejto fiiggoleges keresztmetszetével, valamint hegye
felfelé mutasson. A gombot szoritsuk oda egy, a lejté aljan taldlhatod, kelléen stabil targyhoz;
és tartsuk a keziinkkel, hogy ne ,16jon ki”. Ezt az elrendezést szemlélteti az alabbi dbra.

A tollat elengedve ,kilovi” magat, majd egy bizonyos s tavolsag megtétele utan megall a
lejton, ezutan a surlodasi viszonyoktdl fiiggéen elkezdhet visszafelé cstszni. Az s tavolsag isme-
retében tudunk kovetkeztetni a keresett p surlédasi egytitthatora feltéve, hogy ismerjitk a rugd
6sszenyomodasanak mértékét, a toll tomegét, valamint az « szoget. Ezen értékek segitségével
meghatarozhaté a rugoallando is.
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Mérési eszkozok

A 6 mérési eszkoz egy m = 10,5 g tomegii, kozonséges rugos toll, amelynek rugojat a , kilo-
vés” soran = 8,5 mm-rel nyomjuk Ossze. A feladat soran rendelkezésre all még egy deszka, egy
kartondoboz, melynek leszedheto fedele szolgalhat a kilovés tamaszaként, valamint két méro-
szalag is. A deszkat a kartondobozzal alatamasztva létrehozhaté egy valtoztathato hajlasszogi
lejto, melyen a toll mozgasa vizsgalhaté. A nehézségi gyorsulds a kovetkezokben minden esetben
kozelithetd gy, mint g = 9,81 m/s2.

Elméleti feladatok

1. feladat (1 pont)

Irjuk fel a toll elengedése és elsé megalldsa kozotti mozgdsra a munkatételt!

2. feladat (6 pont)

Rendezziik at a felirt egyenletet oly médon, hogy az egyik oldalon egy tga-ban linearis
fliggvény szerepeljen, mely tga-n kiviil csak a keresett mennyiségeket tartalmazza; a masik
oldalon pedig mérhetd, valamint ismert paraméterek legyenek!

Mérési feladatok

3. feladat (12 pont)

A kartondobozzal alatdmasztva a deszkat, hozzunk létre egy nem tul meredek lejtot! A lejto
aljarél ,16jik ki” a tollat, és mérjikk meg az ltala megéllasig megtett utat! Erdemes a mérést
tobbszor is elvégezni, és a legnagyobb 5 értéket (s1, S, ..., S5) lejegyezni, majd a kés6bbiekben
ezen mért értékek s atlagaval szamolni, de ekdzben fontos figyelni arra, hogy az egymast kéveto
Hkilovések” kozott a lejté meredeksége ne valtozzék. A kartondoboz elcstusztatasaval és forga-
tasaval valtoztassuk meg a lejté meredekségét, és mérjiik a megtett utakat a fent leirt moédon
legalabb 10 kiillonb6z6 « szog esetén! Ne felejtsiik el, hogy mindig csak a toll egyik pontja dltal
megtett utat kell mérni, és a toll hegye ,tollhossznyi elénybol” indul a tébbi ponthoz képest!

A mért adatok lejegyzésére az alabbi tablizat hasznalhaté. Az o szog meghatarozasdhoz
mérjitk meg a lejtd h magassagat, és L hosszat! Irjuk fel minden meredekség esetén a lejtd o
hajlasszogének tangensét, valamint a 2. feladatban levezetett képlet mért mennyiségeket tartal-
mazd oldaldn all6 kifejezés értékét (jelolje ezt a tovabbiakban O tiintessiik fel C' mértékegységét
is)! Abrézoljuk milliméterpapiron az igy kapott dsszetartozé értékparokat!
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4. feladat (4 pont)

Gondoljuk végig és roviden diszkutaljuk, hogy milyen tényezok jarulnak hozza az adatok
értékének mérési hibajahoz! Koriilbeliil mekkora mértékii bizonytalansagot eredményeznek ezek
C és tg a értékében? Tuntessiik fel ezt a bizonytalansagot a grafikonon!

5. feladat (12 pont)

Illessziink az abrazolt adatpontokra egyenest, hatarozzuk meg a meredekségét és az y-
tengelymetszetét. Az elméleti feladatokban kapott Osszefiiggések segitségével szamoljuk ki D
és p értékét!

A legjobbnak vélt illesztés mellett illessziik még azokat az el6z6tol legjobban eltéro egyene-
seket is, amelyek még ,hihetéek”, azaz éppen athaladnak nagyjabol az Gsszes adatpont hiba-
tartomanyan! Hatarozzuk meg ezek meredekségét és tengelymetszetét is, és szamoljuk ki beldle
D, valamint p értékének bizonytalansagat!

Segitség: 11 és D bizonytalansdga meghatarozhaté gy, hogy kiszamoljuk a hozzajuk tartozo
minimalis és maximalis értékeket, de alkalmazhatjuk a hibaterjedés szabdlyait is.

A mérés elvégzésére és a jeqyzékonyv megirasara 90 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervezok
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Figyelem! A teljes pontszdm eléréséhez nem elegendd a megoldds szamszeri kézlése, a mérés
lépéseit tartalmazo jegyzdkonyv és a végeredmény hibdjdra vonatkozo becslés is sziikséges!

A mérés célja

A mérés soran egy, a rugdja segitségével mozgasba hozott toll lejtén vald csuszasat tanul-
manyozzuk. Célunk a rugéallandd, valamint a lejté fa feliilete és a toll miianyag burkolata
kozotti csuiszasi surlodasi egytitthaté meghatarozasa. Az alkalmazott médszer a test kiillonbozd
hajlasszogi lejtokon vald csiszasanak vizsgdlata, ekkor az elsé megallasig megtett utak mérése
lehetoséget ad mindkét paraméter feltérképezésére.

Elméleti bevezeto

Tekintstink egy m tomegu tollat, melynek belsejében egy D rugdallanddjia rugo taldlhato. A
toll végén 1évé gomb egyszeri benyomasaval, majd elengedésével elérhetd, hogy a hegye lathatéva
valjék, és irni lehessen vele. A gomb jbdli megnyomasa 6sszenyomja a rugdt, igy ha ebben az
allapotban elengedjiik a tollat, és csupan a gomb végét tamasztjuk meg, akkor az ,kilo” a
keziinkbdl. Kattintsunk kettét a tollal, hogy ebbe az allapotba kertiljon, de ne engedjiik el,
hanem tartsuk Gsszenyomva. Igy helyezziik egy kelléen hosszd, a hajldsszogii lejtd aljra oly
modon, hogy a toll parhuzamos legyen a lejto fiiggoleges keresztmetszetével, valamint hegye
felfelé mutasson. A gombot szoritsuk oda egy, a lejté aljan taldlhatod, kelléen stabil targyhoz;
és tartsuk a keziinkkel, hogy ne ,16jon ki”. Ezt az elrendezést szemlélteti az alabbi dbra.

A tollat elengedve, az ,kil6vi” magat, majd egy bizonyos s tavolsag megtétele utan megall a
lejton, ezutan a surlodasi viszonyoktdl fiiggéen elkezdhet visszafelé csiszni. Az s tavolsag isme-
retében tudunk kovetkeztetni a keresett p surlédasi egytitthatora feltéve, hogy ismerjiik a rugd
6sszenyomodasanak mértékét, a toll tomegét, valamint az « szoget. Ezen értékek segitségével
meghatarozhaté a rugoallando is.
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Mérési eszkozok

A 6 mérési eszkoz egy m = 10,5 g tomegii, kozonséges rugos toll, amelynek rugojat a , kilo-
vés” soran = 8,5 mm-rel nyomjuk Ossze. A feladat soran rendelkezésre all még egy deszka, egy
kartondoboz, melynek leszedheto fedele szolgalhat a kilovés tamaszaként, valamint két méro-
szalag is. A deszkat a kartondobozzal alatamasztva létrehozhaté egy valtoztathato hajlasszogi
lejto, melyen a toll mozgasa vizsgalhaté. A nehézségi gyorsulds a kovetkezokben minden esetben
kozelithetd gy, mint g = 9,81 m/s2.

Elméleti feladat

1. feladat (7 pont)

Alkalmasan megvalasztott egyenlettel irjuk le a toll mozgasat az elengedése és els6 megallasa
kozott! Hozzuk a kapott kifejezést olyan alakra, hogy az egyenlet egyik oldalan csak mérhetd,
valamint ismert mennyiségek legyenek; mig a masik oldalon valamely valtoztathaté mennyiség
linearis fliggvénye szerepeljen, ahol az egyiitthatokban csak a keresett paraméterek vannak.

Meérési feladatok

2. feladat (12 pont)

A kartondobozzal alatdmasztva a deszkat, hozzunk létre egy nem tul meredek lejtot! A lejto
aljarél ,16jiik ki” a tollat, és mérjikk meg az ltala megéllasig megtett utat! Erdemes a mérést
tobbszor is elvégezni, majd a késébbiekben a valogatott mért értékek s atlagaval szamolni, de
ekozben fontos figyelni arra, hogy az egymast koveto ,kilovések” kozott a lejté meredeksége ne
valtozzék.

A kartondoboz elcsuisztatasaval és forgatdsaval valtoztassuk meg a lejté meredekségét, és
mérjik a megtett utakat a fent leirt médon legalabb 10 kiilonb6z6 o szog esetén!

Az 1. feladatban levezetett Osszefliggés alapjan probaljuk meg milliméterpapiron dbrazolni
az egyenlet két oldalan szereplé (mért és ismert adatokbdl szamolhatd) mennyiség kozti linedris
kapcsolatot. Végezziik is el az dbrazolast! Mennyire j6 az illeszkedés?

3. feladat (4 pont)

Roviden diszkutaljuk, hogy milyen tényezok jarulnak hozza az adatok értékének mérési
hibdajahoz! Kortilbeliil mekkora mértékii bizonytalansdgot eredményeznek ezek az el6z6 pontban
valasztott két mennyiség értékében? Tiintessiik fel ezt a bizonytalansidgot a grafikonon!
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4. feladat (12 pont)

Illessziink az abrazolt adatpontokra egyenest, és az elméleti feladatban kapott Osszefliggés
segitségével szamoljuk ki D és u értékét!

A legjobbnak vélt illesztés mellett illessziik még azokat az el6z6tol legjobban eltéro egyene-
seket is, amelyek még , hihetéek”, azaz éppen athaladnak nagyjabol az 6sszes adatpont hibatar-
tomanyan! Hatarozzuk meg ezek sziikséges paramétereit is, és szamoljuk ki bel6le D, valamint
i értékének bizonytalansagat!

Segitség: 11 és D bizonytalansdga meghatarozhaté gy, hogy kiszamoljuk a hozzajuk tartozo
miniméalis és maximalis értékeket, de alkalmazhatjuk a hibaterjedés szabalyait is.

A mérés elvégzésére és a jeqyzdkonyv megirasara 90 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervezok
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Tablazat

A mérési feladatok soran sziikség lehet adatok és azokbdl szamitott egyéb mennyiségek
lejegyzésére, ehhez nyujt segitséget az alabbi tabldzat. Ennek hasznalata természetesen nem
kotelez6, a dontést az adott csapatra bizzuk.
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Megjegyzés: Az F+ kategéria esetén a feladatok szamozasa, illetve a lejtéként hasznélt faanyag
némiképp eltért a fent kozolt megoldasban alkalmazottol (igy a kapott p érték is kilonbozo),
azonban a mérés elve teljes egészében megegyezett a mintamegoldasban bemutatottakkal.

Elméleti feladatok

1. feladat

Erdemes az elrendezést energetikai szempontbél vizsgalni.
Amikor felhtizzuk a tollat, a rugd osszenyomddik valamekkora = tavolsaggal. A toll elenge-

s s

a gravitaciés er6 és a surlodasi eré végez munkat a tollon. A munkatétel alapjan:

1
§Da:2 = mgs sin a + mg cos « - us. (1)

2. feladat

A fenti egyenletben x és s mérhetd, mig m-et és g-t ismertnek tekinthetjiik. A feladatban is
irtaknak megfeleléen érdemes ugy atrendezni az (1)-es egyenletet, hogy a bal oldalra gytijtjik
az ismert és mérheté mennyiségeket; mig a jobb oldalon egy tg a-ban linearis kifejezés all, mely
emellett a keresett paramétereket tartalmazza:

2 1 1 1. u

. - ==t = 2
2mg cosa s D gOH_D )

A bal oldalon az elsé tényez6 egy ismert konstans, az 1/(cosa - s) hanyadost pedig minden
mérésnél ki tudjuk szamolni. Az egyenlet ezen oldalat dbrazolva tg o fliggvényében - az elmélet
szerint - az adatpontokra egy egyenes illeszthetd, melynek meredekségébol kiszamithatjuk a
rugdallandot, a fiiggdleges tengelymetszetbol pedig a cstuszasi surlodasi egyiitthatot.

Meérési feladatok

3. feladat

A mérés soran a lejté hajlasszogét a kartondoboz kétféle poziciéba forgatasaval, illetve viz-
szintes eltolasdval médositottuk. A bedllitds soran arra torekedtiink, hogy (a deszka hosszisagat
is figyelembe véve) a kiszamitott tga értékek a mérési intervallumot kozel egyenletes médon
lefedjék. Mindegyik meredekség esetén 10 kilovést hajtottunk végre, melyeknél leolvastuk a
deszka oldaldra ragasztott méroszalag segitségével az inditasi helytdl az elsé megéllasig mért
elmozdulast. Ezek kozil az 5 legnagyobb sq, so, ..., s5 érték s atlagaval szamoltunk tovabb.
A hajldsszog tangense a lejté mért geometriai paramétereibdl az aldbbi Osszefiiggés szerint
szamithato:
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h
VI2 = h2 (3)
Végiil a fentiekben elvégzett szamitasok utdn a 2. feladat-ban kapott egyenlet bal oldalat
(C) is kiszamithatjuk. Az eredményeket az 1. tablazat, a kiszamolt C' — tg a adatparokat az 1.
abra mutatja.

tga =

h[m] | L[m]|si[m]|sy[m]|s3[m]| s4[m] |ss5[m]|s[m]| tga |C [ecm/N]

0,126 | 1,000 | 0,185 | 0,181 | 0,175 | 0,174 | 0,170 | 0,177 | 0,127 0,200
0,126 | 0,900 | 0,173 | 0,168 | 0,164 | 0,163 | 0,163 | 0,166 | 0,141 0,213
0,126 | 0,800 | 0,165 | 0,164 | 0,161 | 0,161 | 0,157 || 0,162 | 0,159 0,220
0,126 | 0,640 | 0,150 | 0,149 | 0,148 | 0,147 | 0,147 | 0,148 | 0,201 0,238
0,126 | 0,700 | 0,152 | 0,149 | 0,149 | 0,149 | 0,149 || 0,150 | 0,183 0,241
0,236 | 1,020 | 0,144 | 0,144 | 0,143 | F 0,141 | 0,140 | 0,142 | 0,238 0,249
0,126 | 0,600 | 0,151 | 0,147 | 0,145 | 0,139 | 0,139 || 0,144 | 0,215 0,253
0,236 | 0,950 | 0,143 | 0,139 | 0,138 | 0,136 | 0,132 || 0,138 | 0,256 0,263
0,236 | 0,880 | 0,130 | 0,130 | 0,128 | 0,127 | 0,127 | 0,128 | 0,278 0,284
0,236 | 0,800 | 0,133 | 0,133 | 0,128 | 0,127 | 0,126 | 0,129 | 0,309 0,284

1. tablazat. A mért adatok, illetve az ezekbol szarmaztatott mennyiségek.

§ mért adatok
illesztett egyenes

0,30 , T .
| meég "hihet6" illesztések 1

z o I l 1
E 1 i
5 0,25 ; 1 } i I
_ T
_ b
0,20 1 { i
010 020 030

tga

1. dbra. A mért adatokbdl szamolt C' mennyiség a lejté hajlasszogének fliggvényében és az
adatpontokra illesztett egyenesek.
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4. feladat

A mérés soran kétféle mennyiséget mériink: a lejté geometriai jellemzéit (h és L), valamint a
toll altal megtett utat (s). A geometriai jellemz6k mérésének hibaja egyszertien a mérészalag le-
olvasasabdl fakadhat, ezt Ah = AL = 1 mm-nek tekintjiik. Ennek mértéke két nagysigrenddel
kisebb, mint h és L tipikus értékei, tehat elég nagy biztonsidggal eltekinthetiink ezek, és koz-
vetetten a hajlasszog mérésének hibajatol. A megtett it mérésének hibdja mar szamottevébb.
Bar a tobbszori mérés biztositja azt, hogy az atlag a valodi érték kortl legyen, még nagyon nagy
szamu mérés esetén sem lehetiink biztosak abban, hogy ennek pontos értéke jobban megkoze-
liti a valds értéket, mint amekkora a toll allé helyzetének meghatarozasi pontossaga. Egyrészt
itt is jelen van a leolvasasi hiba, de az elengedés folyamatabdl ered6 bizonytalansdg miatt a
toll kezdGsebességének nagysaga és irdnya is valtozik az egyes "kilovések” soran. Ezen kiviil
elegendéen meredek lejté esetén a toll visszacstuszasa is neheziti a pontos mérést. Ugyan az
eszkozokkel megvaldsithatd mérési elrendezésben a toll sebessége lehetové teszi, hogy a vonalzd
fobeosztasahoz képest nagyjabol meghatarozzuk a toll végsd helyzetét, de az ember érzékelési
ideje miatt egy 5-10 milliméteres bizonytalansdg mindenképpen marad. Ez alapjan tekintsiik
a mérési hibat As ~ 0,8 cm-nek!! Ezzel a konstans értékkel akar egyesével is kiszamolhatjuk
minden C érték hibdjat (ahogy az 1. dbran csinaltuk), de egy egyszerii nagysagrendi becslés
tehetd, ha megvizsgaljuk azt az esetet, amikor ennek a hatasa a legjelentosebb, vagyis amikor
a mért tavolsag a legkisebb. A legnagyobb meredekségnél a mért értékek atlaga s = 0,129 m,
amely a bizonytalansdg miatt azt jelenti, hogy s valahova 0,121 m és 0,137m kozé esik, te-
hét a C' mennyiség értékének valahova 0,268 cm/N és 0,304 cm/N kozé kell esnie, vagyis C
bizonytalansaga koriilbelil AC = 0,018 cm/N.

5. feladat

A (2) egyenlet alapjan azt varjuk, hogy C' és tga mennyiségek kozott linedris kapcsolat
van, ezért a mért adatokra egyenest illesztiink, amelyet az 1. abran abrazoltunk. Az illesztett
egyenes meredeksége A = 0,478 cn/N, az y-tengelymetszete pedig Cy = 0,144 cm/N. Ebbdl
D=1/A=2,09N/cm és u= Cy- D = 0,300.

Az 1. dbran illesztett két segédegyenes meredeksége Ay = 0,552 cm /N és Ay = 0,404 cm/N; az
y-tengelymetszete pedig Cp1 = 0,129 cm /N és Cp» = 0,158 cm/N. Ebbél a keresett paraméterek
minimélis és maximalis értékei D; = 1,81 N/cm és Dy = 2,47 N/cm, valamint pu; = 0,234 és
to = 0,391. A paraméterek mérésének eredménye tehat

D =12,09+0,38] N/cm| és (4)

1= [0,300 & 0,091] . (5)

LA megoldés sordan As =~ 0,8 cm értékkel szamoltunk, de a versenyzOktél barmilyen hasonlé nagysagrendii,
helyes érveléssel kapott értéket elfogadtunk.
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Kifejtds fordulé

Mérési

- . |Ossz
Hely Csapatnév Tagok Evf. Iskola Felkészité tanarok 2.|3.|4. |5 | = |fordulo
Erdélyi Dominik 11. Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo L
1. Csapatnév Ujvari Sarolta 11. Altalanos Iskola és Gimnazium; Schrg?:sgkgn&/lfg;i;\lagy 8 11210 | 6 | 44 18 62
Zolomy Csanad Zsolt 1. Budapest
Papp Emese Petra 10. L . . ) . -
. DAl ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorld Gyertyéan Attila, Zsigri
2. HaW! ,BanKUt,' Balln't 12. Gimnazium és Kollégium; Budapest Ferenc T5 |7 432 28 60
Toth-Turan Szava 12.
Maraczi Nora M| Kaposvari Tancsics Minaly Gimnazium; |Hunka Gaborné, Mati
2. Néra és a boyz Szab6 Andras Samuel | 11, | "APOSYAr TaNCes (TR BIMnazim; | Funka BEpotis, Mates 1317|110 ([39] 21 60
. .. . aposvar Martin
Kiss Adorjan Timon 12.
Major-Pomozi Léda 12. o . .
. s . " ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorlo . .
4. | A Kémia Applikalt Fizika Takach Maté 11. Gimnazium és Kollégium: Budapest Deak Marta 5|6 (10| 7 | 36 20 56
Zhang Steve 12.
Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld
Tajta Sara 11. Altalanos Iskola és Gimnazium; Abram Laszl6, Dr. Nagy
5. Még van egy hdonap Javor Botond 11. Budapest Piroska Maria, Jager 1515 |3(1]33 21 54
Gerlei Daniel 10. Varosmajori Gimnazium; Budapest Csaba
Varosmajori Gimnazium; Budapest
Papp Leila 11. Kecskeméti Katona Jézsef Gimnazium:
6. Szalaiék Ferenczi-Nagy Andras | 12. | "ecskemeliralona Jozsetisimnazium, Szalai Péter 114|122 27| 20 | 47
; ; Kecskemét
Horvath Vilmos 11.
Budapest V. kerileti E6tvos Jozsef
Bartucz Eszter Bianka 12. Buda Sslgl\r/]alfg:[r]rlgt?égtavpéessflc')zsef Sas Tamas, Feke Zsolt,
7. | Cipéfiizéleszoritopocok | Szepesi Zoltan Laszld 10. pG_ A K&szeghyné Keresztes 21112 | 3|25 18 43
; A imnazium; Budapest Eva
Balas Borbala 12. Budai Ciszterci Szent Imre Gimnazium;
Budapest
Peiker Flora 12.
8. Cuncimokusok Siska Maté 1. Foldes Ferenc Gimnazium; Miskolc Kovacs Benedek 56| 32124 13 37
Szolyak Balazs 12.
Duréovié Adam 1. KustvAn Mari
9. Dormientes Pol6 Zsdfia 11. | Selye Janos Gimnazium; Révkomarom e A 3|4|6|0|19]| 17 | 36
. . evesi Anikd
Zigo Boglarka 12.
Szabo Maté 12. Kébanvai Szent Laszlé Gimnazium:
10. |  Féktelen Fizikusok Porhanda Réka 12, OPAYAL D2 gy A Sarkany Péter 0|6|3|5|22| 3 |25
i udapest
Galfi Benedek 11.
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Kifejtds fordulé Mérési 5
- . |Ossz
Hely Csapatnév Tagok Evf. Iskola Felkészité tanarok | 1. | 2. | 3. | 4. | 5. | = |fordulo
,Baér-Madas Reformatus Gimnazium,
Altalanos Iskola és Kollégium; Budapest
Bencz Benedek 12.
. Baar-Madas Reformatus Gimnazium, Horvath Norbert, Varga
1. Akos ’Vlncze Csongor' 12. Altalanos Iskola és Kollégium; Budapest Balazs 8 11419 |14 11459 29 88
Téth Kolos Barnabas 1. Budapest V. kerleti E6tvos Jozsef
Gimnazium; Budapest
Vincze-Pal Andras 1. Bud F i E 4lik .
2. Kiszamithatatlan Elekes Panni 10. =ik Izsa Eva 10139 |0 |1[33]| 28 | 61
imnazium; Budapest
Elekes Dorottya 12.
Szabo Donat 12.
AT Miskolci Herman Otté Gimnazium; Dudas Imre, Veres
3. Herman A Ujpal Balln't 12. Miskolc Palné Kiss Jutka 318|192 |6 |28 28 56
Ivak Laszlo 10.
Erdélyi Kata 12. Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Schramek Aniké. Na
4. #XaE/+17fD Csilling Daniel 12. Altalanos Iskola és Gimnazium; Pi >N | 7 1919|2027 26 53
, . iroska Maria
Dulacska Daniel 1. Budapest
Palatinszky Abel 1. Palkovics Péter. J&
5. Hold my beer! Szén Boldizsar 1. Varosmajori Gimnazium; Budapest a °V'°éS:b2“ ager ' 5 1loglo|l 10|24 12 36
Javor Bence 12.
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