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E-+1. Hanyféleképpen lehet felirni a 13860-at két relativ prim, pozitiv egész szam szorzataként?
Két felbontdst nem tekintink kilonbozének, ha a két szim ugyanaz, csak mds sorrendben.
Megoldas: Két szam pontosan akkor relativ prim, ha a primtényezds felbontasukban nem szerepel
azonos primszam.
13860 = 22.32.5.7-11, tehat a szamnak 5-féle kiilonboz6 primosztoja van. Ezt az 5 primosztot kell
két csoportba osztanunk attol fliggden, hogy melyik primszém melyik szorzétényezének az osztoja.
Ez sszesen 2° = 32-féleképpen tehetd meg, viszont mivel a két szam felcserélhetd, ezért ezt még
el kell osztanunk 2-vel, tehat Osszesen 32—2 = 16-féleképpen irhato fel a 13860 a kivant modon.

E+42. Molli és Tamés meglatogattak 4-4 varost gy, hogy koztiik csak utak mentén kozlekedtek. Az abran pontok
jelolik varosokat, ahol jarhattak, és szakaszok a koztiik haladé utakat. Tudjuk, hogy minden varosban legfeljebb az
egyikiik jart, valamint minden varosban legfeljebb egyszer jartak. Hanyféleképpen tehették ezt meg?

Két esetet akkor tekintink killonbozdnek, ha Molli és Tamds kézil legaldbb az egyikik mds vdrosokat ldtogatott meg, vagy
ugyanazokat mds sorrendben.

Megoldas: Bontsuk a varosokat két részre, kiils6 varosoknak hivjuk azokat, amelyeknek egy szomszédja
van, belsé varosoknak pedig a maradék négy varost.

Vegylik észre, hogy mindkét ut soran a masodiknak, illetve harmadiknak érintett varosoknak belsé
varosoknak kell lennie, hiszen mindenki minden varosban legfeljebb egyszer jart. Elgszor hatarozzuk
meg, hanyféle lehet 6sszesen Molli és Tamas méasodiknak és harmadiknak meglatogatott varosa. Molli
méasodik varosat kivalaszthatjuk 4-féleképpen. Ezek utan Molli harmadik varosat 2-féleképpen tudjuk
kivalasztani, mert minden belsd varosnak két tovabbi belsd szomszédja van. Ezek utdn Tamés méasodik
varosa 2-féle lehet, a harmadik varosa pedig mar csak egyféle lehet, és ez a megmaradt bels§ varos
szomszédos is az eggyel el6tte valasztottal. Ez eddig 4 -2 -2 -1 = 16 lehet&ség.

Mivel minden vérosban legfeljebb egyikiik jart, ezért mindkét ttban az elsd és negyedik varosok
kiils6 varosok. Viszont minden belsé varosnak pontosan két kiils6 szomszédja van, és ezek kiilonbozéek.
Ebbdl kovetkezik, hogy Molli és Tamés elsd és utolsd varosat egyméstol fliggetleniil kétféleképpen
tudjuk kivalasztani, igy ezekre Gsszesen 2 -2 -2 -2 = 16 lehet&ség van.

Ez 6sszeségében 16 - 16 = 256 lehetsség.

E+43. Hany olyan négyjegyt szam van, melynek minden szamjegye kiilénbozs, a szamjegyei cstkkend sorrendben
allnak, tovabba az els§ és utolsd szamjegyének szorzata megegyezik a két k6zépss szdmjegyének szorzataval?
Megoldas: Vegyiik észre, hogy 5 és 7 nem szerepelhet a szamban, hiszen minden més szdmjeggyel
relativ primek, azaz két masik szamjegy szorzata nem lehet oszthato veliik. A 0 sem szerepelhet, hiszen
két nemnulla szam szorzata nem lehet 0. Legyen a szamunnk abcd, nézziik meg milyen szamjegyek
keriilhetnek a helyére.

e Ha a =9, akkor b - ¢ oszthatd 9-cel, ez csak gy lehetséges, ha b = 6 és ¢ = 3, ekkor 9d = 18,
tehat d = 2, a szam pedig 9632.

e Ha a = 8, akkor a b-c szorzat oszthato 8-cal, ami csak gy lehet, hab=4,c¢ =2 vagy b = 6,c = 4.
Az igy kapott szamok 8421 és 8643.
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e Ha a = 6, akkor b = 3 vagy ¢ = 3, hiszen a csokkend sorrend miatt 9 nem allhat ezeken a
helyeken. Ha b = 3, akkor ¢ = 2, hiszen ez az egyetlen 3-nal kisebb paros szam, igy a kapott
szam 6321. Ha ¢ = 3, akkor b = 4, hiszen nincs mas paros szam 3 és 6 kozott. Ekkor a szam
6432.

e Ha a = 4, akkor mivel a 0 szdmjegyet mar kizartuk, az egyetlen lehetGség a 4321 lenne, ami
viszont nem jo6.

e Ha a < 3, akkor nincs 3 néla kisebb szamjegy amit beirhatnédnk a maradék 3 helyre.
Megvizsgaltuk az Osszes lehetséges esetet, ezzel belatva, hogy 5 ilyen szam van.

E-+4. Scooby-Dooék a kévetkezs 30 évben minden januarban dontenek, hogy vagy lecserélik a jarganyukat egy tjra 9
Diirer dollarért, vagy megszervizeltetik az aktualis jarganyukat annyi Diirer dollarért, ahédny éves. Legalabb hany Diirer
dollart kell Scooby-Dooéknak a jarganyaikra kolteniiik a kévetkezs 30 évben Osszesen, ha mar eldontotték, hogy elsé
alkalommal 4j jarganyt fognak venni?

Megoldas: Scooby-Dooék akkor koltenek Osszesen a legkevesebbet, ha évekre lebontva atlagban a
legkevesebbet koltenek. Elszor vizsgéaljuk meg, hogy ha egy jarganyt k évig tartanak meg, akkor
atlagosan mennyit koltenek ra évente. Ez éppen

(k—1)k
9+ 14243444+ (k-1 9+EDE 9 4

k S T T

Konnyt ellenérizni, hogy ez akkor a legkisebb, ha k = 4, amikor atlagban 3, 75. Igy legalabb 30-3, 75 =
112, 5 a koltség, és mivel egész szamnak kell lennie, igy legalabb 113. Ez pedig el is érhetd, ha Gsszesen
7 jarganyt vasarolnak, amibdl 6tot 4 évig, kettst pedig 5 évig tartanak meg, mivel

5-(94+1+2+43)4+2-(9+1+2+3+4) =113

E-+5. Hanyféleképpen lehet lehelyezni 5 bastyat egy 5 x 5-0s sakktablara tgy, hogy minden olyan mezének, amin
nincs béstya, legyen a sordban vagy oszlopaban bastya?

Két esetet kiilonbézének tekintink, ha van olyan mezd, amelyiken az egyik esetben van bdstya, a mdsikban nincs.
Megoldas: Tegyiik fel, hogy van olyan sor és olyan oszlop is, melybe nem keriil béastya. Ekkor az a
mezG6, ami a bastyamentes sorban, a bastyamentes oszlopban talalhato, egyik bastya altal sincs titésben.

Tehat vagy minden sorban, vagy minden oszlopban kell lennie egy béastydnak a sakktablan. Viszont
koénnyen latszik, hogy mindkét esetben tényleg iitésben van az Gsszes mez6 a saakktablan, tehat csak
azt kell 6sszeszdmolnunk, hogy ez hanyféleképpen lehetséges.

Az, hogy minden sorban van bastya, osszesen 5° = 3125 lehetéség, hiszen minden sorban 5-féle
helyen lehet a babu. Az hogy minden oszlopban van béstya, szintén ugyanennyi lehetéség. Azokat az
eseteket viszont kétszer szamoltuk, amikor a bastyak kiilon sorokban és oszlopokban is vannak, azaz
amikor minden sorban és minden oszlopban pontosan egy béstya van. Ez 5! = 120 lehetGség, mivel az
elsG sorba 5 helyre keriilhet a bastya, ezek utdn a masodikban 4 lehetGség van, és igy tovabb, az utolsd
sorban 1 opcié marad.

Tehat 6sszesen 2 - 3125 — 120 = 6130 lehetdség van.

E-+6. Adott egy ABCD trapéz, melynek az AB és CD oldalai parhuzamosak. Az AB, BC,CD, DA oldalak rendre
128, 106, 5, és 65 egység hossztiak. Az A és D cstcsok bels§ szogfelezGinek metszéspontja legyen X, a B és C csucsok
bels6 szogfelezGinek metszéspontja legyen Y. Hany egység hosszu az XY szakasz?
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Megoldas: Tekintsiik azt a k kort, ami érinti az AD oldalt és az AB, DC félegyeneseket. Legyenek
a B',C’ pontok olyanok az AB, DC félegyeneseken, melyekre B'C’ || BC (igy tehat BB'C'C egy
paralelogramma) és az AB'C’'D trapéznak van beirt kore. Mivel adott pontbol a korhoz htizott érinték

azonos hosszuak, ezért AB' +C'D = AD + B'C' = AD + BC = 65 + 106 = 171. Mivel AB + CD =

171 — 133
128 +5 = 133, igy BB’ = CC' = — = 19. Vegyiik észre, hogy az AB'C'D trapéz szogfelezsi

a k kor kozéppontjaban taldlkoznak, ami igy éppen X. A BB'C’'C paralelogrammat egy eltolasként
kezelve az Y pont éppen az X eltoltja lesz. Az eltolas hosszat mar kiszdmoltuk, hogy 19, igy az XY
tavolsag is ugyanennyi, tehat 19.

A 128 B 1 B

E-+7. A rendérségen 16 gyantsitott all sorban, kihallgatésra varva. A haklis rendér egy lépésben megcserélhet két
szomszédos gyanusitottat egymaéssal. Legaldbb hany 1épésre van sziiksége ahhoz, hogy biztosan el tudja érni, hogy egyik
gyanusitott se alljon két nala alacsonyabb vagy két nala magasabb ember kdzott?
Minden gyanisitott kilonbozd magassdgu.
Megoldas: Figyeljiik meg, hogy az a feltétel, hogy egy gyanusitott se alljon két nala alacsonyabb vagy
két nala magasabb ember kozott pontosan azt jelenti, hogy a gyanisitottak vagy csokkend vagy névekvg
sorban allnak, nevezziik ezeket szélsGséges eseteknek. Minden lehetséges sorra megszamolhatjuk, hogy
hany emberparra teljesiil, hogy a jobb oldali ember magasabb, mint a bal oldali, nevezziik ezt a szdmot
inverziészamnak. Figyeljiik meg tovabba, hogy amikor végrehajtunk egy cserét akkor ez a szdm 1-gyel
né vagy csokken annak megfelelen, hogy egy ilyen part hozunk létre vagy sziintetiink meg. Vegyiik
észre még, hogy amennyiben az allas nem szélsGséges, tgy tudunk olyat 1épni, hogy csokkentsiik és
olyat is, hogy noveljiik az inverziészamot. A teljesen névekvs sor esetében az inverzidszam (126) = 120,
mig a teljesen csokkend esetben 0. Tehéat barmely esetbdl el tudunk jutni legfeljebb 60 1épésbdl egy
olyan esetbe, amikor az inverzioszam 0 vagy 120, ami azt jelenti, hogy az Osszes par vagy az egyik
irdnyba &ll vagy a masikba, tehat ezek a szélséséges esetek.

Megforditva, a 0 inverzidszami helyzetbdl indulva, 60 1épésen at egyesével névelve az inverzidszadmot
tudunk olyan allasba jutni, ahol pont 60 az inverziészam. Egy ilyen allasbél indulva sziikséges a 60
csere, igy a megoldés 60.

E-+8. Egy tablan szerepel két szam. Dani egy 1épésben mindig letorli az egyik szamot, és felirja helyette a két
szam Osszegét. Ezt addig csinélja, amig a tablan el6szor megjelenik a 42. Hanyféleképpen juthat el ehhez a szdmhoz, ha
kezdetben két darab 1-es szerepel a tablan?

Két eljutds megegyezik, ha Dani a két eljutds minden lépésében megegyezd értékd szamot torol le.

Megoldas: Gondolkodjunk visszafelé. Amikor elGszor felkeriil a 42 a tablara, legyen a mésik szam x.
Tehat az utolso 1épés el6tt x és 42 — x szerepelt a tablan. Mivel Dani 1épései sorén csak pozitiv szamok
szerepelhetnek a tablan, ezért 42 — x > 0, tehat 42 > x.
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Tovabba vegyiik észre, hogy a tablara irt két szam legnagyobb kozos osztdja nem valtozik az egyes
lépések soran. Emiatt 1 = (1,1) = ... = (z,42), ahol (a,b) az a és b legnagyobb kozos osztojat
jeloli. Megkaptuk tehat, hogy x és 42 relativ primek (ahol azt mondjuk, hogy két szam relativ prim,
ha a legnagyobb kozos osztojuk 1). Igy konnyti végignézni, hogy az z szam csak az alabbi 12 szam
lehet: 1,5,11,13,17,19, 23, 25,29, 31, 37,41. Kénnyen lathatd, hogy barmely ilyen értékre pontosan 1
lehetséges eljutas van, hiszen visszafelé gondolkodva egy allasban mindig a nagyobb szédm kellett, hogy
legyen novelve az el6z6 allasbol, és mivel minden lépésben relativ primek a szamok, igy mindig eljutunk
visszafelé lépkedve az (1, 1)-be. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a valasz 12.

E-+9. Anett és Andris egy olyan orszigban laknak, ahol az autok rendszama 3 szamjegybdl all (000-t6l 999-ig) és
minden autonak kiilonb6z6 rendszama van. Az autopalyan mennek, és a kovetkezs jatékot jatsszak: Andris gondol egy
szamra 000 és 999 k6z0tt, és amikor egy auté megelzi Gket, akkor ennek a kocsinak a rendszéménak minden helyiértékérsl
elarulja, hogy a kiévetkezd harom &llitas koziil melyik teljesiil ra:
e A rendszam adott helyiértéken 1évE szamjegye megegyezik a gondolt szam adott helyiértékén 1év6 szamjegyével.
e A rendszam adott helyiértéken 1év6 szamjegye szerepel a gondolt szamban, de csak valamelyik méasik helyiértéken.
e A rendszam adott helyiértéken 1évs szamjegye egyaltalan nem szerepel az Andris altal gondolt szamban.

Andris ezenkiviil azt is megmondta Anettnek, hogy nincs két egyforma szamjegy az altala gondolt szamban. Legalabb
hany kiilonb6z6 autonak kell megelznie Sket ahhoz, hogy Anett biztosan ki tudja talalni a gondolt szdmot?

Megoldas:

Legalabb 641 auto kell ahhoz, hogy Anett biztosan ki tudja talalni.

Amennyiben Andrisék rendszama 089, és pontosan azon autok mentek el mellettiik, melyek rend-
szaméban a 8-as és 9-es szamjegyek nem szerepelnek sem a tizes, sem az egyes helyiértéken, akkor még
Anett nem tudhatja a rendszamot, hiszen a 098 rendszam esetén minden eddigi kocsira ugyanazt a
valaszt kapta volna. Ilyen rendszambol 6sszesen 10 -8 -8 = 640 darab van, ezért 641 rendszam biztosan
sziikséges.

Ennyibél viszont ki is lehet talalni. Nevezziink egy szamjegyet ismertnek, ha mar legalabb két kii-
16nb6z6 helyiértéken szerepelt az elhaladt autok rendszaman, vagy pontosan egy helyiértéken szerepelt,
és Andris azt mondta, hogy nem szerepel a gondolt szamban, vagy azt, hogy ugyanazon a helyiértéken
szerepel.

Amennyiben egy szdmjegy ismert, akkor Anett vagy ki tudja zarni, hogy az szerepel a gondolt
szamban, vagy meg tudja mondani, hogy melyik helyiértéken van: amennyiben legalabb két helyiértéken
szerepelt, és ezek valamelyikén olyan valaszt kapott, hogy azon a helyen szerepel a szimjegy vagy
olyat, hogy a szamjegy nem szerepel a szamban, akkor ez nyilvanvalé. Ha pedig mindkét esetben azt
tudta meg, hogy rossz helyiértéken van a szamjegy, akkor kizarasos alapon a harmadikon kell, hogy
szerepeljen.

Emiatt ha van 9 ismert szamjegy, akkor Anett ki tudja talalni a gondolt szamot: A 9 ismert
szamjegyr6l mind ki tudja talalni, hogy szerepel-e a szamban, és ha igen, akkor hol. Igy a gondolt
szamnak vagy mindhérom helyiértékén adott az érték, vagy egy helyen hianyzik, de ekkor ez csak a
megmaradt, tizedik szadmjegy lehet.

Viszont ha legfeljebb 7 ismert szamjegy van, akkor még csak legfeljebb 640 kocsi elézte meg Gket:
ilyenkor van héarom szémjegy, amelyek nem ismertek, azaz eddig legfeljebb 1 helyiértéken szerepeltek.
Igy ha megszamoljuk, hogy az adott helyiérteken eddig hany szam fordult els, akkor ezen harom
szam Osszege legfeljebb 24, hiszen mindhérom ismeretlen szdmjegy két helyiértékrsl hianyzik. Emiatt
a szdmtani-mértani egyenlStlenséggel belathato, hogy legfeljebb 8 - 8 - 8 = 512 rendszamot lathattak
eddig.

Igy mar csak azt az esetet kell megvizsgalni, ha 8 ismert szamjegy van.

e
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Ilyenkor ha van legaldbb 2 ismert szamjegy, amelyrdl Anett tudja, hogy benne van a szamban,
akkor csak akkor nem tudja egyértelmten kitalalni a gondolt szdmot, ha a két ismeretlen szamjegyet
még egyéltalan nem latta, viszont ekkor Gsszesen legfeljebb 8 - 8 - 8 = 512 autoét lathattak. Emiatt a
kés6bbiekben feltessziik, hogy legfeljebb 1 ismert szamjegy van, amely szerepel a gondolt szamban.

Ekkor harom tovabbi esetet néziink:

1. eset: A két ismeretlen szamjegy koziil legalabb az egyik még nem szerepelt. A korabbi gondo-
latmenet alapjan ekkor Osszesen legfeljebb 25 lehet a harom helyiértéken eléforduld szamok Gsszege,
tehat legfeljebb 9 - 8 - 8 = 576 rendszamot lathattak. A tovabbi két esetben feltessziik, hogy mindkét
ismeretlen szam megjelent legalabb egy rendszamban.

2. eset: A két ismeretlen szamjegy ugyanazon helyiértéken szerepelt. Ilyenkor a maradék két helyiér-
téken legfeljebb 8-8 szamjegy fordulhatott eddig el, igy 6sszesen 10 -8 -8 = 640 kiilonb6z6 rendszamot
lathattak.

3. eset: A két ismeretlen szamjegy két kiillonbozd helyiértéken szerepel. Ekkor Anett ki tudja talalni
a gondolt szdmot: mivel 8 ismert szamjegy van, az egyikrél mar tudja Anett, hogy szerepel a szdmban
a pontos helyével egyiitt. Legalabb az egyik ismeretlen szdmjegyet nem ezen a helyiértéken lattak, igy
ennek a szdmjegynek is egyértelmi lesz a helye, igy végiil az utols6 kérdéses helyiértéken csak a méasik
ismeretlen szdmjegy lehet.

Minden lehetséges esetben belattuk, hogy vagy legfeljebb 640 autét lathattak eddig, vagy Anett
maér ki tudja talalni a gondolt szamot, igy 641 auté6 mindig elég a kitalaldshoz.

E-+10. Benedek egy kétsoros tablazat felsé soraba néhény egymést kovets 1-nél nagyobb természetes szamot irt
novekvs sorrendben egymés mellé, majd mindegyik ald a masodik sorba leirta a legkisebb primosztéjat. Ezutan kitorolte
az eredeti szamokat. Ekkor a tablazatban szerepld szamok mindegyikére teljesiilt, hogy téle az egyik iranyban (balra
vagy jobbra) legalabb annyi szam volt, mint maga a szam. Legalabb hany szamot irt be eredetileg Benedek a tablazat
fels6 soraba?

Megoldas:

El6szor is vegylik észre, hogy az alsé sorban minden masodik helyen 2 &ll, tovabbéa ha szerepel egy
q > 2 prim, akkor a legkozelebbi eléfordulésa legalabb 2¢ tévolsagra van téle, hiszen a g feletti szamtol
a felsS sorban ¢ tavolsigra 1évSk biztosan oszthatok 2-vel, a tobbi szam pedig nem oszthat6 g-val.

Nézziik meg, milyen primeket irhatott Benedek a tédbladzat mésodik soraba. Jeldlje p a legnagyobb
primet, amit beirt. Tudjuk, hogy p-t6l jobbra vagy balra szerepel legaldbb p db szam, feltehets, hogy
t6le jobbra. Tekintsiik a p-t6l jobbra 1évs p darab szamot. Ezek mind csak p-nél kisebb primek lehetnek.
A p <5 esetben nem megoldhaté a feladat, mert akkor téle jobbra ketts és négy tavolsagra is csak 3
allhatna, ami nem lehet.

Ha p = 7, akkor a kidvetkez6 7 szam kozott a fenti észrevétel miatt legfeljebb 1 db 5-6s, 2 db 3-as és
4 db 2-es lehet, de 2 db 3-as csak akkor lehetne, ha a hét darab szam koziil a két szélsé 3-as, de ekkor
a 7 mellett 3 allna, ami nem lehet, hiszen két egymést kovets szam koziil az egyik biztosan oszthato
2-vel. Ez viszont csak Gsszesen 6 szam, igy muszaj egy 7-nél nagyobb primet is hasznalnunk.

Ha p = 11, akkor a fenti esethez hasonléan meghatarozhatjuk, hogy a kovetkezs 11 szdmban a
primek legfeljebb hanyszor fordulhatnak eld:

e 7-esbdl legfeljebb 1 db,
e 5-0sbdl legfeljebb 1 db,
e 3-asbol legfeljebb 2 db,
e 2-esbdl legfeljebb 6 db.

Ez csak 10 szam, muszaj 11-nél nagyobb primet is hasznalnunk.
Ha p = 13, akkor a kévetkez§ 13 szamban a primek el6forduélsai legfeljebb:

5 12
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o 11-eshdl legfeljebb 1 db,
e 7-esbdl legfeljebb 1 db,
e 5-0sbdl legfeljebb 2 db,

e 3-asbol legfeljebb 2 db (mivel ha 3 db lenne, akkor lenne egy 3-as, ami szomszédos a 13-assal,
ami nem lehet),

o 2-esbdl legfeljebb 7 db.

Ekkor 6sszesen épp 13-szor fordulnak els ezek a primek. A 2-eseket elére tudjuk, hogy hova kell beirni,
igy a kovetkez6t kapjuk:

332 2 2 2 2 2 2

Vegyiik észre, hogy a 2 db 5-6st csak tgy tudjuk lehelyezni, hogy a még szabad helyek koziil a két
legtavolabbira tessziik Sket, ezutan pedig a két 3-as lerakasara is csak egy lehetéségiink van, igy az
alabbi allast kapjuk:

3 25 232 2 23 25 2

Ha most a 11 a két szabad hely koziil a bal oldalira keriilne, akkor még legaldbb 4 j szamot kellene
valamelyik szélére frnunk, ezzel 0sszesen legalabb 18 szdmra lenne sziikség. Ha viszont a jobb oldalira
tessziik, akkor elég 3 1j szdmot tenni a 13 bal oldalara, melyek csak a 2,3,2 lehetnek. Ezzel meg is
kapunk egy konstrukciét 17 prim elhelyezésére, ami a kovetkezs:

23 2 13 2 5 2 3 2 7 2 11 2 3 2 5 2

Ez 17 primet hasznal, ami optimalis, hiszen lathattuk, hogy p = 13 esetén ennél jobb nem lehet, ha
pedig p > 13, akkor p legaldbb 17, tehat legalabb 18 primre lenne sziikség.

A fentebb kapott sorozathoz, mint als6 sorhoz létezik is egymaést kdvets pozitiv egészek sorozata
fels§ sornak: keressiik azt az x szamot, mely az 6t kovet§ x + 1, = + 2,..., x + 16 szdmokkal olyan
sorozatot alkot, melyre a legkisebb primosztoéik a fenti 17 szambol 4llo sorozatot alkotjak. Ehhez elég
az, ha az adott primek osztjik a megfelels fels6 sorbeli szamokat, hiszen ezeknek a kérnyezd szamokra
vonatkozo feltételek miatt kisebb primoszt6juk nem lehet.

Tovabba ha egy g prim osztja z + i-t, akkor szintén osztani fogja = + 7 + g-t, x + 7 + 2¢-t, stb.
Emiatt elég egy olyan z-et taldlni, amelyre az aldbbi oszthatésagok teljesiilnek:

o 2|,
e 3|z+1,

o 13|z +3,

5|x+5,

7|z +09,

11|z +11.

A kinai maradéktétel szerint ha egy = szamnak egyméssal paronként relativ prim modulusokkal
tesziink feltételeket a maradékara, akkor ennek mindig létezik megoldasa, emiatt a mi esetiinkben is
létezik megfelels x. Egy konkrét ilyen szam példaul az x = 27830.

E-+11. Vegyiik a sikbeli koordinita-rendszer azon pontjait, melyeknek mindkét koordinataja 46-nal kisebb pozitiv
egész szam. Nevezziink egy récsnégyzetet szépnek, ha a csicsai ezek koziil a pontok koziil keriilnek ki, az oldalai pe-
dig parhuzamosak valamelyik koordinatatengellyel. Hany olyan récspont van, melyre azon szép racsnégyzetek szama,
melyeknek nem cstcsa ez a racspont, oszthaté 13-mal?

e
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Megoldas: Vegyiik észre, hogy egy szép récsnégyzetet egyértelmiien meghataroz két szemkozti csticsa.
Tovabba ha a feladatban szerepls 45 x 45-6s pontracsot eltoljuk ugy, hogy a (23,23) pont képe a (0,0)
legyen, akkor az eredeti pontok koziil az dsszes pontosan annyi szép racsnégyzetnek lesz cstcsa, mint
az eltolt verzioban a képe. A pontok eltolt képei azok az egész koordinataju racspontok lesznek, melyek
mindkét koordinatajanak legfeljebb 22 az abszolut értéke. Jeloljiik ezen pontok halmazat H-val.

Jeloljiikk JF(P)-vel, hogy mi az a legnagyobb c¢ pozitiv egész szam egy P = (z,y) pont esetén,
amire (x + ¢,y + ¢) is eleme még H-nak. Hasonléan JL(P)-vel, hogy mi a legnagyobb ¢ pozitiv egész,
amire még (x+c,y —c) € H, BF(P)-vel a legnagyobb olyan ¢ pozitiv egészet, amire (z — ¢,y +c¢) € H
és BL(P)-vel a legnagyobb olyan ¢ pozitiv egészet, amire (x — ¢,y — ¢) € ‘H. Konnyen lathato az el6z6
bekezdésben leirtakbol, hogy egy P pont pontosan JF(P) + JL(P) + BF(P) + BL(P) négyzetnek a
csucsa.

Végiggondolhato, hogy egy P = (x,y) pont esetén JF(P) = min(22—x,22—y), JL(P) = min(22—
z,y + 22), BF(P) = min(zx + 22,22 — y) és BL(P) = min(z + 22,y + 22). Vegyiik észre, hogy ha
novekvés sorrendbe rakjuk 22 — z-et, x + 22-t, 22 — y-t és y + 22-t, akkor a legkisebb és a legnagyobb
elem Osszege 44 lesz, illetve a két kozépsé is. Jelolje ming(z1, x2, 23, ..., Ty) a2 21,29, . .., Ty szdmok
koziil a k. legkisebb elemet. Osszeadva a P-re vonatkozo négy fiiggvényt:

min(22 — z,22 — y) + min(22 — z, y + 22) + min(z + 22,22 — y) + min(z + 22,y + 22) =
= 2:min(22—x, x+22, 22—y, y+22)+min 9 (22—, x+22, 22—y, y+22)+min 3(22—x, v+22, 22—y, y+22) =

=2 -min(22 — z,x + 22,22 — y,y + 22) 4 44.

Tehét egy P pont 44-gyel tobb négyzeten van rajta, mint amilyen messze P van H hozza legkozelebb
es6 sz¢Elsé pontjahoz. Ez gy is kifejezhetd, hogy 88 — 2 - || P||, ahol || P|| = max(|z|, |y|). Tehat azok a
pontok, amik azonos mennyiségl szép racsnégyzetnek cstcsai, olyan négyzeteken talalhatdak, amikben
az atlok metszéspontja a (0,0) pont.

Az Osszes szép racsnégyzet szama w, hiszen Vn : 0 < n < 44-re az n X n-es szép
racsnégyzetek szama (45—n)2. Ennek a 13-as maradéka 3. Tehat, ahhoz, hogy azon szép racsnégyzetek
szama, melyeknek nem csiicsa P, oszthat6 legyen 13-mal, az kell, hogy a P csticsiiaké 13-mal osztva 3
maradékot adjon, azaz ||P|| 13-as maradéka 10 legyen. Ez kizarolag || P|| = 10 esetén teljesiil (hiszen
minden @ pontra ||Q|| < 23). Minden 0 < k < 22,k € Z esetén azon P € H pontok, melyekre
||P|| < k, pontosan egy (2k + 1) X (2k + 1)-es négyzetben vannak, igy amire ||P|| = k, pontosan
(2k +1)2 — (2k — 1)2 = 8k. Tehat a szamunkra megfelels P pontok szdma 8 - 10 = 80.

E-+12. Adott a négy kiilonb6z6 A, B, C és D pont a térben. Tudjuk, hogy koziiliik semelyik harom sincs egy egyenesen,
tovabba végtelen sok olyan gémb létezik, amely érinti az AB, BC, C'D és DA szakaszokat egy bels6 pontjukban. Jeldlje
ezen szakaszoknak a hosszait rendre a, b, ¢ és d. Ezekrdl tudjuk, hogy kiilonb6z6 egyjegyt pozitiv egész szamok. Hanyféle
lehet ezek alapjan az (a, b, ¢, d) rendezett négyes?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy egy térbeli négyszoghoz (azaz 4 térbeli A, B, C' és D pont esetén az
ABCDA zart torottvonalhoz) létezik egy olyan gomb, mely mind a négy oldalat érinti. Legyenek az
igy keletkez6 érintési pontok az AB, BC, CD és DA oldalon rendre Py, Py, P3 és Py.

Vizsgaljuk meg azt a sikot, melyet az AP; és AP; egyenesek feszitenek ki. Ennek a siknak a
gombbel vett metszete egy kor lesz, hiszen Py és P; a gomb felszinének két kiilonbo6z8 pontja. Ismert,
hogy egy kiils6 pontbol egy korhoz huzott érinték hossza egyenls, tehat |[AP;| = |AP;|. Hasonloan
’BP1| = |BP2|, |CP2| = |CP3| és |DP3‘ = ‘DP4| Tehat a + ¢ = |AP1| + |BP1‘ + |CP3| + ‘DP3| =
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Az elbbi allitas atfogalmazva: ahhoz, hogy egy térbeli négyszoghdz létezzen legalabb egy olyan
gémb, mely mind a négy oldalat érinti, a4+c = b+d-nek fenn kell &llnia. Viszont ha a négy pont egy sikra
esik, akkor ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy a négyszog érinténégyszog és egy sikbeli érinténégyszog-
ho6z végtelen sok olyan térbeli gomb létezik, melynek a négyszog sikjéval vett metszete éppen a négyszog
beirt kore. Tehat ahhoz, hogy valamilyen oldalhosszokhoz létezni tudjon egy olyan térbeli négyszog,
melynek azok az oldalhosszai és van minden oldalét érinté gomb, sziikséges az, hogy létezzen egy olyan
sikbeli érinténégyszog, melynek azok az oldalhosszai. Tehat csak azt kell atszamolnunk, hogy hany
olyan (a, b, ¢, d) kiilonb6z6 egyjegyt pozitiv egész szamokbol allo rendezett szamnégyes létezik, melyre
a+ c = b+ d. (Ezekre biztosan teljesiil a négyszog-egyenlStlenség is, hiszen d =a—b+c<a+b+c.)

Lathato, hogy a és ¢, illetve b és d szimmetrikusan viselkednek, tehat feltehets, hogy a > c és b > d,
csak a végén Osszeszamolt megoldasokat meg kell szorozni 4-gyel. Jeloljiik innentdl (a + ¢)-t S-sel.

Készitsiink egy téblazatot arrdl, hogy a szemkozti oldalparok hosszai mik lehetnek S kiilonbozé
értékeire, és hogy ez Osszesen hany lehetdség:

S > 17 17 16 15 14 13 12
(a,c) 0 (9,8) | (9,7) | (9,6),(8,7) | (9,5),(8,6) | (9,4),(8,5),(7,6) | (9,3),(8,4),(7,5)
#(a,c) 0 1 1 2 2 3 3
S 11 10 9
(a,c) (9,2),(8,3),(7,4),(6,5) | (9,1),(8,2),(7,3),(6,4) | (8,1),(7,2),(6,3),(5,4)
#(a, ¢) 4 4 4
S 8 7 6 5 4 3 <3
(a,c) (7,1),(6,2),(5,3) | (6,1),(5,2),(4,3) | (5,1),(4,2) | (4,1),(3,2) | (3,1) | (2,1) | 0
#(a,c) 3 3 2 2 1 1 0

Miutan valamilyen S-re kivalasztottuk, hogy mi legyen az (a, ¢) oldalpar, akkor (b, d) kivalasztasara
méar eggyel kevesebb lehetségiink van, mivel a négyszog minden oldala kiilénb6z6 hossza.

Tehat az (a,c) és (b, d) oldalparokat 6sszesen 0+0+0+2+2+6+6+12+12+12+6+6+2+
240+ 04 0 = 68-féleképpen valaszthatjuk ki. Ezt, a korabban emlitett felcserélhetGség miatt, 4-gyel
szorozva 68 - 4 = 272-t kapunk megoldasul.

E-+13. Csabinak, a kis csiganak a haza a bal oldali abran lathaté médon 8 x 8 négyzetbdl all. Csabi most tanulja
a szamokat, egyel6re még csak 4-ig tud szamolni. Csabi batyja ugy akarja segiteni a tanulasat, hogy néhany négyzetbe
beir egy szdmot az 1,2, 3,4 koziil. Szeretné, hogy a csigavonal mentén kiviilrsl befelé haladva a nemiires négyzetekben
az 1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,...,4 szamok szerepeljenek ebben a sorrendben. Tovabbé, hogy Csabi fel ne boruljon, arra is
szeretne figyelni, hogy minden sorban és oszlopban mind a négy szam pontosan egyszer szerepeljen. Eddig a jobb oldali
abran lathato jegyeket irta be, segits neki befejezni a kitoltést! Mennyi lesz végiil azon sziirke mezSkben 16v§ szamok
szorzata, melyek nem maradnak iiresen?

Megoldas:
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Els6 lépésként A harmadik és a hatodik -
a hatodik sort sorban szereplé harmasok 1 -
egyértelmten ki 3 kézé még be kell irni egy 3 1 B
lehet tolteni és 4-1-2-t, amibdl az 1-es, 2- >1-1-
néhany tovabbi es csak egyféleképpen jo- 5 |
mezénél megéal- - het oda. Az als6 sorban - 113
lapithatd, hogy |}~ 3 16v6 1-estol balra kell len- |~ |- L1 /4 3]-]2
oda nem keril nie még két szamjegynek, - 1]-1413
SzZAm. igy az is beirhato. - 1114
- - 5 -1 -]213|4|-|-
A bal oldali oszlopba 2- Inn?n & Eorok
. . 3141 -1 a kovetkez6 sor- 3141 -|-|-]21-
es csak agy keriilhet, ha rendbers  eavér.
a mésodik és az alsé sor- | 2] 3 - . = 213/4|- |- 1]1-1-
o . i _| -1 telmden Kkitolt- a - 1
ban 1évs 1-es kozé még |1 2 » 1 314 2
.. hetéek: 4., 3.,
bekeriilnek a 2-3-4-1-2- 14(1-|21-1-1-1311 41-121-1-1-1311
3-4 szamok. Ebbdl a 4-es 7, 1, 2,6 A
k "lh. ¢ 156 La L4312 keérdéses szamok i BEREEEY B B
nem er];l et az als6 ha- [ _ ; 1 - 143l ssormata:a5.3= |-l2]-1-111-[4]3
rom sorpa. _ 4 3072 _ _ - 3 2 - 1 4
E—+14. Legyen  olyan valés szam, melyre sin'®(x) 4 cos'?(x) = 3¢ - Mennyi sin'?(z) + cos'?(x)? Valaszként a tort

egyszertsitett alakjaban a szamlalo és a nevezd Osszegét adjatok meg!

Megoldas: Legyen a = sin?(z). Ismert, hogy minden z-re sin?(z) + cos?(z) = 1 fennall, tehat ekkor
cos?(z) = 1 — a. Ekkor a feladatban szerepld azonossigot atirva a binomiélis tétel segitségével:

11

36

10(

= s5in'%(z) + cos'(z) = a® + (1 — a)® = a® — a® + 5a* — 104> + 104> — 5a+ 1 =

‘ , 1
:5a4—10a5+10a2—5a+1:5-<a4—2a3+2a2—a+5).

5-tel egyszertsitve a két oldalt:

11 4 s 1 ) 1\? 1
— —d' -2 42 —a+-=(d®—a+=) — —.
[gp ¢ Tt ety (“ “t3) T

Mindkét oldalhoz 55-ot adva:

20 1 2 ] 2
—=—-=(a"—a+=] .
180 9 2
Tehat a® — a + % = i%. Ebbél viszont az a® —a + % = —% kizarhato, mivel a bal oldal minden a-ra
pozitiv. Tehat a a® — a + % = % kifejezést tovabbalakitva:

1 1n\? 1
2 i _ _
0=a a+6 <a 2) 1

14 —__1 41
5 €sag = \/§+2~

Mi a sin'?(z) + cos'?(z) = a% + (1 — a)% értékét szeretnénk kiszamolni. Kénnyen lathato, hogy
a1 = 1 — a9, tehat a kifejezés értéke mindkét szamra ugyanannyi lesz.

92

Kovetkezésképpen: a; = \/% +
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Behelyettesitve:

a6+(1—a)6—<1 —|—1>6+<—1 +1)6
V122 viz o 2)
Vegyiik észre, hogy a zéardjelek binomialis tétellel valé felbontésakor azok a tagok, melyekben

péaratlan kitevén szerepelne a \/%, kiesnek, mivel a masik zarojel felbontésakor ugyanezek a tagok

jelennek meg forditott elGjellel. Azon tagok, melyekben a \/% péaros kitevén szerepel, ugyanolyan

elGjellel fognak megjelenni a masik zérojel felbontasakor, tehat a zardjeleket felbontva:

() o) == () o ) ) o () )+ 2)-
B 1 15 15 1

SRS LIS IS U W 1+45+135+2772 208 5 13 13
o 1728 ' 576 192 64 ) 1728 ST 1728 7 108 547

Ebben a szamlalo és a nevezd Osszege 13 + 54 = 67.

E-+15. Csongi a kockas fiizetébe szakaszokat rajzolgat tigy, hogy minden szakasznak az egyik végpontja az origo, a
masik pedig az elsd siknegyednek (ahol mindkét koordinata nemnegativ) egy racspontja. Az elss szakasz a (0, 1) pontba,
a masodik pedig az (1,1) pontba megy. Innentdl kezdve az 1j szakaszt mindig ugy rajzolja be, hogy az = tengellyel bezart
szoge szigortan az el6zd két szakasz x tengellyel bezart szoge k6zé essen, valamint ezek koziil minimalis legyen a hossza.
Mennyi a 666. berajzolt szakasz hossznégyzetének a 66-os maradéka?

Minden lépésben pontosan egy szakasz van, ami megfelel a feltételeknek.

Megoldas: Legyenek valahany lépés utan a legutobb behuzott harom szakasz (0,0)-t6] kiilonb6zs
végpontjai (ag,bp), (a1,b1) és (ag,bs). Vizsgaljuk meg az (0,0), (a1, b1), (az, ba) haromszoget. Ennek
nem lehet racspont a belsejében, mert akkor az a pont kozelebb lenne a (0,0)-hoz (az,b2)-nél és a
meredeksége szintén szigortan (0,0), (ag,by) és (0,0), (a1,b;) meredeksége kozé esne. Illetve ennek a
haromszognek hataran sem lehet racspont (a csticsain kiviil), hiszen ha az a (0,0), (a1,b1), vagy a
(0,0), (az, be) oldalakon helyezkedne el, akkor az abba huizott szakaszokat rajzolta volna meg Csongi a
héromszog megfelel§ oldala helyet, hiszen egy ilyennek azonos a meredeksége, mint annak az oldalnak,
amin van, a hossza viszont révidebb. Ha pedig az (a1, b1), (a2, b2) oldalon lenne racspont, akkor annak a
meredeksége is a (0,0), (ag, bp) és a (0,0), (a1, by) szakaszok kozé esne, viszont a (0, 0)-t6l vett tavolsaga
kisebb lenne, mint (a1,b1) és (ag, bs) pontok koziil a tavolabbikénak, tehat oda rajzolt volna szakaszt
Csongi korabban valamelyik masik helyett. Mivel ennek a haromszognek se a belsején, se a kiilsején
nincs tovabbi racspont, igy a teriilete a Pick-tétel miatt %

A (0,0), (a1,b1) és a (0,0), (a2, b2) egyenesek altal bezart szogtartomany
leparkettazhato a (0,0), (a1,b1), (a2, b2) haromszoggel egybevagd harom-
szogekkel, amiknek szintén nincs belsd és hatarracspontja se (hiszen ezek
teriilete is %), tehat ezen haromszogek cstcsain kiviil nem lesz mas racspont

a szdgtartoméanyban. Kénnyen lathato, hogy ez azt jelenti, hogy a szogtar- — 2"
tomanybeli racsportok mindegyike elgall ugy, mint (aq,b1) és (agz,b2) egy
pozitiv egész egyiitthatos kombinacidja. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a
kovetkezoének behtizott szakasz végpontja csak az (ay + ag,b; + be) pont (2
lehet (a2, b2) utan.

Lathatjuk, hogy a (0,1) és (1,1) pontokbol kiindulva a behuzott szakaszok végpontjainak koordi-
natai Fibonacci-szdmok lesznek.

(2a2, 2b2)

(a1 + az, by + b2)

(2a1,2b1)

10/]12
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Legyen Fy = 0, Fy = 1 és F,11 = F, + F,,—1 han > 1. Ekkor (ag,br) = (F), Fr—1). Tehat a
k. szakasz hossznégyzete az + bz = F,? + F,?_l. Ismert, hogy minden n-re és 0 < m < n-re F, =
Fn - Foomy1 + Fi1 - Fumm (ez m = 1 esetén nyilvanvaloan igaz, m = 2 esetén az n. Fibonacci-szam
definici6ja, méas m-ekre pedig indukcioval bizonyithatd). Ebben a képletben n helyére 2k — 1-et, m
helyére pedig k-t irva azt kapjuk, hogy For_1 = F, ,3 + F ,3_1, ez pedig a korabbiak alapjan a k. szakasz
hossznégyzete.

Tehét Fy.g66_1 = F1331 66-08 maradékét keressiik. Egy szam 66-os maradékat a kinai maradéktétel
alapjan egyértelmtien meghatarozza a 2-es, a 3-as és a 11-es maradéka.

e A Fibonacci-szamok 2-es maradékai: 1,1,0,1,1,..., ez egy 3 hosszi ciklus.

e A Fibonacci-szamok 3-as maradékai: 1,1,2,0,2,2,1,0,1,1,..., ez egy 8 hosszu ciklus.

e A Fibonacci-szamok 11-es maradékai: 1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,1,1..., ez egy 10 hosszu ciklus.
Tehét Fi331 esetén:

e Mivel az 1331 maradéka 3-mal osztva 2, Fi33; maradéka 2-vel osztva 1.
e Mivel az 1331 maradéka 8-cal osztva 3, Fi331 maradéka 3-mal osztva 2.
e Mivel az 1331 maradéka 10-zel osztva 1, Fi33; maradéka 11-gyel osztva 1.

Ezt a harmat Osszerakva azt kapjuk, hogy Fi33; maradéka 66-tal osztva 23.

E-+16. A Baker Street-i végallomasra menetrend szerint 10 percenként érkezik villamos és egyenletes valoszintiséggel
késik legalabb 0, de legfeljebb t percet, ahol ¢ egy 10-nél kisebb pozitiv valés szam. A késések egymaéstol fiiggetlenek.
A villamosmegélloban mindig ki van irva, hogy a legkbzelebbi villamos, ami még nem érkezett meg, mennyit fog lgésni
(a kifrason tokéletes pontossaggal szerepel a kovetkezd villamos késése és ez a jarat megérkezéséig nem valtozik). Aron
12:00 és 13:00 kozott a villamosok késésétdl fiiggetleniil, egyenletes valoszintiséggel ér ki a megalloba. Igy az érkezésekor
a megalloban lathato késés varhato értéke 4 perc. Mennyi ¢ értéke? Tudjuk, hogy ¢ egyértelmiien irhaté a + Vb
alakba, ahol a és b egészek. Valaszként a + b értékét adjatok meg!

Megoldas: Vegyiik észre, hogy nem szamit, hogy 12:00 és 12:10 k6zott a villamos menetrend szerinti
érkezése melyik idépont lenne pontosan, hiszen egy adott idépontban a kiirt késés varhato értéke
ugyanaz, mint 10 perc miulva lesz. Tehat az altalanossag elvesztése nélkiil feltehets, hogy villamos
menetrend szerinti érkezése 12:00. Tovabbé az is megfigyelhets, hogy mivel az adott idépontokban
kifrt varhato értékek 10 percenként ismétlédnek, igy 12:00 és 12:10 kozt egyenletes valdszintiséggel
kimenve ugyanaz a kiirds varhato értéke, mint 12:10 és 12:20 kozt kimenve (és ez hasonloan igaz
akarmilyen 10 perces intervallumra). Tehat 12:00 és 13:00 kozott egyenletes valoszintiséggel kimenve
ugyanaz a kifras varhato értéke, mint 12:00 és 12:10 kozt egyenletes valoszintséggel kimenve. Innentl
ezzel az utdbbival fogunk szamolni.

A villamos késésének varhato értéke %, mivel a villamos késése egyenletesen valoszintd 0 és t perc
kozott. Ha Aron tobb, mint ¢ perccel ment ki 12:00 utéan, akkor mér biztosan elment a menetrend
szerint 12:00-kor érkezd villamos, tehét a kifrds mar a menetrend szerint 12:10-kor érkezd villamos
késését mutatja, ami az el6bbi indoklas miatt %

Jeldlje x azt, hogy Aron egy adott alkalommal hany perccel ment ki 12:00 utéan. Ha = < ¢, akkor
annak a valosziniisége, hogy a menetrend szerint 12:00-kor érkezé villamos mér elment, amikor Aron
kiért, 7, tehat annak, hogy még nem ment el, thx Ha a 12:00-s villamos mér elment, akkor a kiiras
méar a 12:10-es villamos késését irja ki, aminek a varhato értéke % Ha a 12:00-s villamos még nem ment
el ekkor, akkor a kiiras varhato értéke egyenletes valoszintiséggel van x és t kozott (hiszen x-nél kisebb
méar nem lehet), tehat ekkor a varhato értéke ”%“t Tehat = < ¢ esetén x perccel 12:00 utan a kiiras
varhato értéke:

x t t—x z+t @ 2 — 2?
et T T Tt Ty

Szamoljuk ki, hogy mennyi a varhato értéke a kiirt késésnek, ha Aron legfeljebb ¢ perccel 12:00

utan megy ki a megalloba. Ezt tigy kaphatjuk meg, hogy az egyes id6pontokban kiirt késések varhato
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értékét szorozzuk azzal, hogy mi az adott id6pontnak a stlya és ezt integraljuk 0-t6l ¢-ig (olyan, mintha
stulyozott atlagot vennénk, csak mivel itt nem véges sok késési lehetGségiink van, igy a lehetséges
kiirasokat nem osszeadjuk sulyozottan, hanem integraljuk). Mivel a villamos egyenletes valoszintiséggel
késik 0 és t perc kozott, igy minden idSpont silya ugyanannyi lesz, mégpedig %7 hiszen igy lesz a sulyok
integralja 0-tol ¢-ig pont 1 (hasonléan ahhoz, hogy a stlyozott atlag szamolasanal a sulyok Osszege 1
kell, hogy legyen). Tehat ebben az esetben a kiiras varhato értéke:

/tl £L'+t2—:E2 d 1 /t;v+t a:zd 1 x2+tz‘ a3 ¢ 1 t2+t2 12 Tt
o t 2 2t t Jo 2 2 2t t 4 2 6t], t 4 2 6 12

Tehat ha Aron legfeljebb ¢ perccel 12:00 utdn megy ki a megalléba (aminek a valészintisége 1%),
akkor a kiiras varhato értéke % lesz, amennyiben pedig t6bb, mint ¢ perccel (aminek a valoszintsége

108 a kifras varhato értéke L. Tehat a kifras varhato értéke ¢ paraméterében:

t Tt 10—t t Tt 2 2t
0127710 27120 2 20 120 %
A feladat szévege alapjan az utébbi kifejezés 4-gyel egyenls. Tehat az alabbi egyenletet kell meg-
oldanunk:
2t A
2027

2+ 60t — 480 =0

A masodfoku egyenlet megoldoképletébe behelyettesitve a megoldasok ¢ = —30 £ 1/1380. Ebbdl
az egyik érték negativ, ami a feladat szempontjabol értelmetlen, tehat t = —30 + +/1380. Ugyhogy a
feladatban kérdezett 6sszeg —30 4 1380 = 1350.

1. megjegyzés: Ha egy x szam felirhato a + /b alakban, ahol a és b egészek, viszont  nem, akkor
ez a felirdsa egyértelmd, hiszen ha c+ Vd-ként is felirhato lenne, akkor a —c — Vd = —/bis fennallna,
ahol se d, se b nem négyzetszam (mivel akkor z egész lenne). Ezt négyzetre emelve azt kapjuk, hogy
(a—c)>—b+d=2-(a—c)-d, ami ellentmondas, hiszen a bal oldal egész, a jobb viszont nem. Tehat
mivel az 1380 nem négyzetszam, a feladat megoldasa tényleg nem irhaté méas modon a + v/b alakba.

2. megjegyzés: Ha a feladatot altalanosabban szeretnénk megoldani, akkor ha a villamos p percen-
ként jar, t perc a maximalis késése és k perc a kifras varhato értéke, akkor t? + 6pt — 12pk = 0 fog
teljesiilni, ez a korabbiakban leirtakhoz hasonléan indokolhaté.
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