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Részletes megoldasok

E-1. Vegyiik észre, hogy legalabb két dombos vagy hegyes mezén minden esetben at kell haladnia a
vandornak, mivel az abran x-szel jelolt mez6kbdl legalabb kett6t biztosan érintenie kell:
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Minden 1t legalabb 12 mez6bdl all. Ha csak jobbra vagy felfelé 1épilink, akkor pont 12 mez6bdl allo
utakat kapunk, azonban ezek kozott csak egy van, amely pontosan két dombos vagy hegyes mezét érint:
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Ennek hossza pedig 10-2+1-13 4+ 1-8 = 41. (A t6bbi 12 hosszisagu ut legalabb 3 dombos vagy
hegyes mez6t érint, azaz leglabb 9 -2 4 3-8 = 42 nap hosszt.) Ennél csak agy lehetne révidebb tt,
ha két vilagossziirke mez6t érintenénk, ezeken kiviil pedig csak fehéreket. Ilyen, 12 mezébdl allo ut
nem létezik a fentiek alapjan, tehat legalabb egyszer balra vagy lefelé is kell 1épniink, ha ilyen utat
szeretnénk talalni. Es egy balra lépéssel tobb ilyen 1t is 1étezik, két példa:
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Ezek hossza 12 -2 + 2 -8 = 40 nap. A fentiekbdl pedig kiévetkezik, hogy ezeknél nincs révidebb
ut, mivel ahhoz még egyszer valahol balra vagy lefelé kellene lépniink, azaz névelnénk a mezdk szamat,
azonban legalabb két vilagossziirke mezén igy is at kellene haladnunk, tehat csak a mezdk szamat
névelnénk, igy pedig hosszabb utat kapnank.

E-2. Tudjuk, hogy két ponttél a téliik azonos tavolsagra levé pontok halmaza az ket 6sszekots szakasz
felez6merdlegese. Két pont felez6merdlegese két félsikra osztja a sikot, amelyek koziil az egyikben van
benne az egyik pont, a masikban a mésik. Azon pontok halmaza, amik konkrétan az egyikhez vannak
kozelebb, az épp az 6t tartalmazo félsik.

Mikor érziink a kert egy pontjaban levendulat? Akkor, ha a hozza legkozelebbi levendula tavolsaga
legfeljebb akkora, mint barmelyik rozsaé. Vegyiik észre, hogy a kert felsé felében mindig levendulét
érziink, hiszen itt barmelyik levendula kozelebb van barmelyik rozsénal. Tovabba lathatjuk, hogy a
kert felsd és also fele is egy-egy 40 méter oldalhossztuisagt négyzet.

A kert also felében a két levendula koziil mindig az lesz kozelebb, ami a hosszabbik oldal felezd-
pontjaban van. Ez a levendula és az egyes rozsak meghataroznak két szakaszt, vegyiik ezeknek a fele-
zémerGlegesét. Ekkor tehéat a kert alsé felében egy pontban akkor érziink levendulaillatot, ha mindkét
felez6merdlegesre nézve a pont abban a félsikban helyezkedik el, amelyben az el6bb emlitett levendula.

A két felez6merslegest behiizva lathatjuk, hogy a kozos résziik az abran lathato fekete trapéz, itt
fogunk még levendulédt érezni. Vegyiik észre, hogy az egyik felezGmerdleges az épp a kert alsod felében
levs négyzet egyik atloja, mig a mésik a kozépvonala. Ekkor viszont a trapéz alapjai 40 és 20 méter
hosszuak, mig magassaga 20 méter.

Ekkor tehét a négyzet teriilete 40 = 1600, mig a trapéz teriilete: M .20 = 600. Osszesen tehat
a kertben 2200 négyzetméteren érziink levendulaillatot.

L

E-3. Gondolkodjunk visszafelé, és tekintsiik a végallast:

Harr
Ron 180 m Hern}{ione

Az utolso6 1épésben a Hermione és Ron kozotti tavolsag felezddott, azaz visszafele gondolkodva az
abran 1évé (180 m) tavolsag megkétszerezddott, tehat az ez elstti allas igy néz ki:

Ron ‘W Harry (180—111) Hermione

Ugyanigy gondolkodva az ez el6tti 1épésben Harry és Ron tavolsiaga felezdott, azaz az ez elStti
allas:

Ron Harry «——— Hermione

360 m 180 m



Majd hasonléan a kezd&allapot:

«—— Harr
Ron —20 Y 360 m

Tehat Harry és Hermione eredetileg 360 méterre voltak egymastol.

E-4.

Vegyiik észre, hogy ahhoz, hogy egy szam oszthat6 legyen 40-nel,
O-ra kell végzddnie, tehat a jobb also cellaba kizardlag a 0-s jegy
kertilhet.

Vegyiik észre tovabba azt is, hogy ahhoz, hogy egy szam 25-tel oszt-
hato legyen, 5-re, vagy O-ra kell végz6dnie, viszont a 0-s szamjegy
mar bekeriilt a bal als6 cellaba, tehat a kozépen alul 1évé cellaba
csak az 5-0s jegy keriilhet.

Ezutan kovetkezd 1épésnek a bal alsé cellaba keriils jegyet fogjuk
meghatarozni. Mivel egy szam pontosan akkor oszthatd 9-cel, ha a
szamjegyeinek Osszege is oszthato 9-cel, az als6 sorban 1évé szamok
Osszege kizarolag 9 lehet, azaz a bal also cellaba 4-es kertil.

Mivel a fels6 sorban lévé szamnak parosnak kell lennie, emiatt a
jobb felsd cellaba kizarolag péaros jegy keriilhet. Hasonldéan, mivel a
jobb oldali oszlopban 1év6 szam oszthatd 40-nel, azaz 20-szal is, az
utolso el6tti szamjegye paros kell, hogy legyen, azaz a jobb oldalt
kozépen 16vs cellaba is péaros szamjegy keriil. Tovabba, mivel egy
4-re végzbds legaldbb kétjegyd szam pontosan akkor lesz oszthatd
4-gyel, ha az utolso el6tti jegye paros, a bal oldalt kozépen 1évé
cellaba is paros jegy kell, hogy keriiljon. Viszont mindossze a 2, a
6 és a 8 paros szamjegyek maradtak, amik még nincsenek beirva
a tablaba, tehat a még nem emlitett harom cellaba paratlan jegy
kell, hogy keriiljon.

Egy 5-re végz6dd szdm pontosan akkor oszthatod 25-tel, ha 2 vagy
7 az utolso el6tti jegye, viszont mivel paratlannak kell lennie ennek
a jegynek, csak 7 keriilhet a kozépsé cellaba.

Vizsgéljuk kovetkezs 1épésként a jobb oldali oszlopot. A fels két
szamjegybdl képzett szam oszthato kell, hogy legyen 4-gyel, hiszen
a 10-szerese oszthatd 40-nel. Mivel mindkét jegye paros ennek a
szamnak, emiatt az utolso jegye kizarolag 0, 4, vagy 8 lehet, ebbdl
viszont a 0 és a 4 mér be lett irva korabban, tehat a jobb oldali
kozépso cellaba kizarolag a 8 kertilhet.

A ko6zéps6 sorban 1évs szam szamjegyeinek Osszege oszthato kell,
hogy legyen 3-mal és mar csak az elsé jegye nem ismert. Konnyen
véggigondolhato, hogy ez kizarolag akkor fog teljesiilni, ha ez a jegy
a 6.

Ekkor az egyetlen megmarado paros szamjegy, amit még nem irtunk
be, a 2, tehat az keriil a jobb felsd cellaba.

Tehat mar csak az 3-at és az l-et nem irtuk be a tabldba. Ha a
fels6 sor az 132 lenne, nem lenne oszthato 8-cal, tehét kizarolag az
312 lehet a feliil 16v6 szam. Ezzel beirtuk az 6sszes szamjegyet.
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E-5. Egy hatszog bels6 szogeinek az 0sszege mindig 720°, tehat a kék hatszog minden szége 120°,
tehat minden kiils szog 60°, igy pedig a kis haromszogek az A, B és C cstucsoknél szabalyosak, és
ezaltal az ABC' haromszog is.

Vegyiik észre, hogy a kék hatszogon a piros és fekete pontok az ABC' haromszog oldalainak felezd
és negyedel6 pontjai, igy minden szakasz parhuzamos lesz az ABC' héromszog egyik oldalaval. Nézziik
meg a szogeket:



Tehat az M DEX négyszog paralelogramma, és azt is tudjuk, hogy |DE| = |MD|, mivel M fe-
lez6pont, és a hatszog oldalainak aranya 1 :2:1:2:1: 2, tehat MDEX rombusz. Igy pedig X
felezi az M N szakaszt, mivel X EN haromszog szogei 60 fokosak, tehat | X N| = |EX| = |M X|. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha berajzoljuk az alabbi szakaszokat, akkor a megfelel§ szakaszok egy ponton (az M N,

NO és OM szakaszok felez6pontjain) mennek at a szimmetria miatt.

Vegyiik észre azt is, hogy a keletkez6 kis haromszogek egybevagod szabalyos haromszogek, mivel
minden oldaluk parhuzamos az ABC haromszog oldalaival, és pontosan negyedakkorak mint az ABC
haromszog. Az alabbi haromszogeket is hasonlé moédon fel tudjuk bontani ilyen kis haromszogekre:



Tehét ezen az abran 28 egybevagd kis haromszog van. A sarga részeket nem tudjuk felbontani
ugyanilyen hiromszogekre, azonban vegyiik észre, hogy ezeknek teriilete pontosan kétszerese egy kis
haromszog teriiletének, hiszen a magassaguk ugyanakkora, az alapjuk pedig kétszer akkora. Igy a nagy
hatszog teriilete pontosan 28 + 2 - 6 = 40 kis haromszog teriiletével egyenls. A kék hatszog 13 kis
haromszogbdl all, tehat a nagy hatszog teriilete: 1820 - % = 5600.

E-6. Vegyliik észre, hogy a 3-mal val6 oszthatosidg szempontjabol a szamoknak csak a 3-as maradéka
szamit. Tovabba lathatjuk, hogy mindhdrom maradékbol pontosan harom &ll rendelkezésre.

Vizsgaljuk meg, hogy mikor lehet harom maradék 6sszege 3-mal oszthaté! Ha harom azonos mara-
dékot adunk Gssze, akkor az Gsszeg oszthatd lesz 3-mal, mig ha a harom kiilénb6z6 maradékot adjuk
Ossze, akkor is. Minden més esetben az egyik maradékbol vesziink kettét és egy mésikbol egyet. Ez
viszont nem megfeleld, hiszen ekkor a 2a + b = 3a + (b — a) szamnak kellene 3-mal oszthatonak lennie,
viszont a 3a oszthaté 3-mal, de a b — a nem (ahogy a és b kiilonb6z6 maradékok voltak). Ekkor tehat
minden sorban, oszlopban és a két atloban is vagy harom azonos maradéknak kell allnia, vagy harom
kiilonbo6zének.

Tegyiik fel, hogy van olyan sor, amiben harom azonos maradék van. Ekkor felhasznaltuk mindhar-
mat ebbdl a maradékbol, tehat kénytelen a tobbi sorban is hdrom azonos maradéknak lenni. Ekkor
viszont automatikusan az atlok megfelelGek lesznek, hiszen benniik igy harom kiilénb6z6 maradék lesz.
Az, hogy melyik maradék tartozik melyik sorhoz, az 3-2-1 = 6-féle lehet&ség. Mindegyikben egyenként
a harom szam sorrendje 3 - 2 - 1 = 6-féle lehet, tehat ebben az esetben Gsszesen 6 - 63 = 6*-féle kitoltés
van.

Most tegyiik fel, hogy van olyan oszlop, amiben harom azonos maradék van. Ekkor az el6z8 esethez
hasonléan a sorokban kiilonb6z6 maradékok lesznek, az atlok pedig automatikusan megfelelGek lesznek.
Tehat az itteni kitoltések, azok az elforgatottjai az el6bbi esetben szereplSknek, tehét itt is 6*-féle
kitoltés van.

Végiil tegyiik fel, hogy minden sorban és oszlopban is harom kiilénb6z6 maradék szerepel. Ekkor
legyen a legalso sorban a maradékok sorrendje a, b, c. Ekkor az a sor, amelyik b-vel kezdédik, az nem
végzddhet c-vel, tehat kotelezs b, ¢, a-nak lennie. Hasonldéan az a sor, amelyik c-vel kezd6dik, annak
a kozépsd eleme nem lehet b, tehat kotelezd c, a, b-nek lennie. A két fels§ sornak mindkét sorrendje
megfelels, hiszen az 4tlok most is automatikusan jok lesznek. Igy tehat a, b, ¢ értékeinek megvalasztésa
3-2-1 = 6-féle lehetség, mig a fels6 két sor sorrendjének megvalasztasa 2-féle lehetség. Végiil az



adott maradékon beliil a harom szam elosztésara a korabbi esetekhez hasonléan 63-féle lehetdségiink
van. Tehat itt 2 - 64-féle kitoltés van.
Osszesen tehat 6% + 6* + 2 - 6* = 5184-féle kitoltés van.

E-7. A biivos szamokrol tudjuk, hogy 55 a harmadik legnagyobb osztojuk, tehat n = 55 - k alakban
keressiik 6ket, ahol k pozitiv egész szam. ElGszor szeretnénk megmutatni, hogy k-nak primhatvanynak
kell lennie. Indirekten tegyiik fel, hogy két kiilonb6z6 prim, p és q is osztja k-t. Ekkor n-nek osztoja lesz
55, 55 -p, 55-q és b5 - p- q is, tehat 55 nem lehet a harmadik legnagyobb oszt6. Ez pedig ellentmondas,
tehat n = 55 - p™ alak.

Most p kitevSjét vizsgaljuk. Ha m > 3 lenne, akkor hasonléan 55, 55 - p, 55 - p? és 55 - p? is osztana
n-t, tehat m < 2. Ezzel két esetet kapunk:

1. eset: m = 1. Tehat n = 55 - p alakd szdmokat keresiink, amelyek harmadik legnagyobb osztoja
az b5, azaz n osztoi novekvs sorrendben: 1, ..., 55, n’, 55 - p = n. Ez alapjan tudjuk, hogy p osztja
n/-t, mivel n’ # 55 és n' > 55, igy n’ =5-pvagy n’ = 11-p. Han' =5 p lenne, akkor 11 - p is osztané
n-t, és nagyobb lenne 55-nél, tehat 55 nem lenne a harmadik legnagyobb oszt6, igy n’ = 11 - p. Vegyiik
észre, hogy p = 11-re biivos szamot kapunk, mivel 55 - 11 = 605 oszt6i: 1, 5, 11, 55, 121, 605. Ha
p # 11, akkor pedig az alabbi egyenl6tlenséget kapjuk, mivel 5 - p is osztoja n-nek:

D-p<bH<1l-p

Tehat 5 < p < 11, azaz p = 7, ez pedig szintén biivos szam, hiszen 55 - 7 = 385 osztoi: 1, 5, 7, 11, 35,
55, 77, 385.

2. eset: m = 2. Most n = 55 - p? alakban keresiink btivos szamokat, melyek oszt6i sorrendben: 1,
..., 55, 55 p, 55 - p?> = n. Tudjuk, hogy 11 - p? osztja n-et, tehat 11 - p> < 55 vagy 11 - p?> = 55 vagy
11-p? =55-p vagy 11 - p* = 55 p?.

Ha 11 - p?> < 55, akkor p* < 5, azaz p = 2, ez pedig tényleg biivos szamot eredményez, mivel
55 - 22 = 220 osztoi: 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, 220. A 11 - p? = 55 nem lehetséges, mivel
p? = 5 egyenletnek nincs egész megoldasa. A 11 -p? = 55 p esetben p = 5, ami viszont nem lesz j6
megoldas, mert 55 - 52 = 1375 oszto6i: 1, 5, 11, 25, 55, 125, 275, 1375. Végiil 11 - p> = 55 - p? pedig nem
lehetséges, mert leosztva a nemnulla p-tel 11 = 55-6t kapnank.

Tehat harom biivos szam 1étezik: 605, 385 és 220, melyek Gsszege 1210.

E-8. Tekintsiik sorban a rossz eseteket a legnagyobb dobott szam szerint, a kockakat megkiilonboztetve!
Az Osszes eset szdma igy 6% = 1296.

Ha a legnagyobb szam 1, akkor minden dobott szam 1, ami egy rossz eset.

Ha a legnagyobb szam 2, akkor minden dobott szam 1 vagy 2, ami mind rossz eset. Ezek szama
24 — 1 = 15, mert minden szam lehet 1 vagy 2, de nem lehet csupa 1.

Ha a legnagyobb szam 3, akkor abbdl csak egy lehet, a tobbi szam lehet 1 vagy 2 tetszdSlegesen, ez
mind rossz esetet ad. A 3-as kockara van 4 lehetdség, a maradék kockakra 2 — 2 lehetség, ez 4-23 = 32
rossz eset.

Ha a legnagyobb szam 4, akkor nem lehet mellette masik 4, illetve 3 és 2 sem, tehat a tobbi szam
csupa 1-es. Ez 4 rossz eset.

Ha a legnagyobb szam 5, akkor nem lehet mellette 1, 2 és 3 sem, illetve 4-esbdl is legfeljebb 1 db.
Ha nincs 4-es, az 1 rossz eset, ha pedig egy 4-es van, akkor az 4 rossz eset.

Ha a legnagyobb szdm 6, akkor nem lehet mellette 1 és 2 sem. Ha van 3-as, akkor nem lehet mésik
3-as, illetve 4-es és 5-0s sem. Azaz egy 3-as és harom 6-os van, ez 4 rossz eset. Ha nincs 3-as, akkor
legfeljebb egy 4-es lehet. Ha van egy 4-es, akkor a tobbi szam lehet 5-6s vagy 6-os tetsz6legesen, kivéve
ha mind 5-6s. Ez 4 - (22 — 1) = 28 rossz eset. Ha nincs 4-es, akkor minden szam lehet 5-6s vagy 6-os
tetszolegesen, kivéve ha mind 5-6s. Ez 2* — 1 = 15 rossz eset.



Osszesen: 14+ 15+32+4+1+4+ 4+ 28+ 15 = 104 rossz eset. A sikeres esetek szama igy

1296 — 104 = 1192. Annak a valdszintisége, hogy egy dobas sikeres, % = %. Igy a valasz 149+ 162 =
311.

E-9. Mivel az els6 szam 1, igy a sorozat k. eleme legfeljebb 2¢~!. Ha a 11. tag értéke 1001, akkor a
10. tag legalabb 501, igy a 9. tag legalabb 251, a 8. tag legaldbb 126, a 7. tag legalabb 63, és a 6. tag
legalabb 32. Viszont a 6. tag legfeljebb 32, azaz a 6. tag 32, és az ezt megel6z6 tagok pedig 1, 2,4, 8, 16.
A 7. tag lehet 63 vagy 64.

Ha a 7. tag 63, akkor a 8. tag csak 126 lehet.
A 9. tag lehet 251 vagy 252. Innen a 10. tag rendre 501, 502, illetve 501, 502, 503, 504 lehet. Ez 2+4 = 6
eset.

Ha a 7. tag 64, akkor a 8. tag lehet 126,127, vagy 128.
Az el6z6 rész alapjan: Ha a 8. tag 126, az 6 eset.
Ha a 8. tag 127, akkor a 9. tag lehet 251,252,253, 254. Ezekhez a 10. tagra 2,4, 6,8 lehetGség marad.
Osszesen: 20 eset.
Ha a 8. tag 128, akkor a 9. tag lehet 251,252, 253,254, 255, 256. Ezekhez a 10. tagra 2,4,6,8, 10,12
lehetdség marad. Osszesen: 42 eset.

Osszesen: 6 4+ 6 + 20 + 42 = 74 lehet6ség van.

E-10. Vilagos, hogy amennyiben mindkét kupacban paros a kavicsok szama, akkor a masodik jatékos
nyer egyszeri masolassal, mig amennyiben a bal oldaliban paros, a jobb oldaliban pedig paratlan,
hasonlé modon a kezdé fog nyerni, miutéan elvett egyet a jobb oldalibol.

Most térjiink at a paratlan-paros esetre. Itt, ha a kezdé jatékos elvesz a bal oldalibdl és a mésodik
jatékos a jobb oldalibol vesz el, akkor harom 1épés utan a paros-paros esetre jutnank vissza szerepcse-
rével, tehat ebben az esetben az eredeti kezdd jatékos nyerne. Vagyis a masodik jatékosnak is a bal
oldalibél kell elvennie, tehéat 4 1épés utan az eredeti poziciot kapjuk vissza, csak két-két kaviccsal keve-
sebbel. Igy vilagos, hogy amennyiben a bal oldaliban legfeljebb annyi kavics van, mint a jobb oldaliban,
akkor nyer a kezd§ (a masodiknak méar el kell vennie a jobb oldali kupachol), mig b = j + 1 esetén
is nyer a kezdd, mivel vagy elvesz a masodik jatékos a jobb oldalibdl, amikor nem kéne, vagy a kezdd
jatékos j + 1. 1épésénél elfogy az Osszes kavics. Ha a kezd§ a jobb oldali kupacbél vesz el kezdetben,
azt a masodik lemésolhatja és ekkor csak a jobb oldali kupac fogy kettével, ami nem segithet a fentiek
alapjan a kezdé jatékosnak. Igy elmondhato6, hogy ekkor b < j 4 1 esetén a kezdd nyer, mig b > j + 1
esetén a masodik.

Végezetiil pedig a paratlan-paratlan esetet elemezziik. Az vilagos, hogy b > j esetben a kezdd nyer,
mert elvesz a jobb oldalibol egy kavicsot és ezzel visszavezette az el6z6 esetre szerepcserével tigy, hogy
neki kedvezs legyen a kimenetel. Ellenkez§ esetben kénytelen a bal oldali kupachél kavicsot elvenni,
hogy ne a vesztes esetre vezesse biztosan vissza, azonban ekkor a masodik jatékos el tud venni a jobb
oldali kupacbdl ezzel visszavezetve a paros-péaros esetre, ahol biztosan nyer a mésodik jatékos. Tehat
ebben az esetben akkor nyer a kezdd, ha b > j, mig minden mas esetben a méasodik jatékos nyer.



