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D1. Egy 4x4-es tablan egységkockak vannak egymésra helyezve. Ha szembdl, illetve jobb oldalrol nézziik az épitményt,
akkor az alabbi alakzatokat latjuk:

szembdl nézve jobbrol nézve

Mi lehet az épitményben 1évs kockak szaméanak lehets legkisebb és legnagyobb értéke? A Valaszlapon a 4 x 4-es tablaza-
tokba irjatok be a legkevesebb és a legtobb kockabdl 4ll6 épitményeket, megadva, hogy az adott mezén hany egységkocka
van egymason!

Az is megengedett, hogy egy mezdén nincs kocka.

Alabb ldthato egy példaépitmény, valamint a szembdl és jobb oldalrdl vald nézete.

211131
311123
110210
11111

szembdl jobbrol
Hegediis Dani feladata
Megoldas: Irjunk a szembdl nézet ismeretében szamokat minden oszlop ald, ami megmutatja az adott
oszlop legmagasabb tornyanak magassagat. Hasonloéan irjuk minden sor mellé a "jobbrol nézve" abra
alapjan az adott sor legmagasabb épitményének magassigit. Ekkor a tablazat a kovetkez6képpen néz
ki:

W N W N

1 3 2 3

Sorszamozzuk a sorokat fentrdl lefelé, az oszlopokat pedig balrél jobbra. Ekkor az 1. oszlophoz
rendelt szdm az 1; a 2. és 4. sorhoz rendelt szdm egyarant a 3 és igy tovabb.

Vegylik észre, hogy minden mezébe legfeljebb akkora szamot irhatunk, mint a sorahoz és oszlopahoz
rendelt szamok koziil a kisebbik (nemnagyobbik).
A leheté legtobb kockabdl allé épitmény

Ha a lehetd legtobb kockat szeretnénk lerakni, akkor minden mezdébe irjuk be az oda kerils lehet6
legnagyobb szamot, azaz minden mezébe irjuk a sordhoz és oszlopahoz rendelt szamok koziil a kisebbet
(nemnagyobbat).

Ezzel pedig mezdénként beirva a lehets legnagyobb szamot, egyértelmi kitoltést kapunk a leheté
legtobb kockara (ami tényleg megfelels):
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11212122
11312313
112121212
113233
1 3 2 3

Tehat az épitményben a kockdk szaménak legnagyobb értéke 32.

A leheté legkevesebb kockabol all6 épitmény

Vizsgaljuk meg a sorokba irt szamokat! Ahhoz, hogy teljesiiljon a latott szam az adott sorban,
ahhoz arra van sziikség, hogy a legmagasabb torony az adott sorban pont ilyen magas legyen. Ez tehat
azt jelenti, hogy a legfels6 sorban kell lennie egy 2 magassagunak, a méasodik sorban kell lennie egy
3 magassagunak, stb. Mivel a sorok mez6i kozt nincs atfedés, igy ezzel megkaptuk, hogy az épitmény
legalabb 2 + 3 + 2 4+ 3 = 10 kockabdl all. Viszont vegyiik észre, hogy az els6 oszlopban a legmagasabb
torony pontosan 1 magassagu, igy itt kell lennie még legalabb 1 kockanak. Vagyis megkaptuk, hogy az
épitmény legalabb 11 kockabél all. Ez pedig tényleg lehetséges is, a példak koziil egy:

W N W N

RO |
Wl o|IN|W| O
N o |o|Oo|N
wlw|lo|lo|o

Tehat az épitményben a kockak szaménak legkisebb értéke 11.
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D2. Frodsé a Mordorba tarté hosszt utazasa elétt 11 napig futéssal edzett. Az elsé napon 2 mérfoldet futott. Ezt
kévetSen minden reggel eldontétte, hogy mekkora tavot teljesit aznap. Ha faradt volt, akkor 1 mérfolddel kevesebbet
futott, mint az azt megel6z6 napon, kiillonben az el§z6 napi tav kétszeresét tette meg. Az utolsé napon Frod6 13 mérfoldet
futott. Hanyféleképpen tudta ezt elérni? A Vélaszlapon adjatok meg minél tobbféle sorozatat az egyes napokon Frodo
altal megtett tavoknak!
Torok Eszter feladata
Megoldas: Mivel Frod6 az els6 napon 2 mérfoldet futott és minden tovabbi napon az el6z6 napi
tavolsagnal 1 mérfolddel kevesebbet vagy kétszer annyit futott, ezért minden napon biztosan egész
mérfoldnyi tavolsagot tett meg. Frodd az utolsd, 11. napon biztosan faradt volt, hiszen 13 mérfoldet
futott, ami paratlan, igy ez biztosan nem lehet a 10. nap tavolsaganak kétszerese. Igy tudjuk, hogy a 10.
napon 14 mérfoldet kellett, hogy fusson Frod6. Hasonlban igaz tovabba, hogyha Frodé az egyik napon
péaratlan mérfoldet futott, akkor aznap csakis faradt lehetett, tehat az azt megel6z6 naphoz képest 1
mérfolddel kevesebbet tett meg. Vegyiik észre, hogy Frodd biztosan futott valamennyit minden nap,
hiszen ha egyszer 0 mérfoldet tenne meg, akkor minden tovabbi napon 0 mérfoldet tenne meg, igy nem
érhette volna el, hogy az utols6 napon 13 mérféldet fusson.

Vizsgaljuk a masodik és harmadik napok lehetséges eseményeit! Mindkét nap faradt nem lehetett,
mert ekkor a 3. napon mar nem ment volna futni. Igy a lehetséges megtett tavolsdgok az els6 harom
nap (mérfoldben):

251—22—...
2—-4—3—...
2—-4—-8— ...

Most vizsgaljuk meg a nyolcadik és kilencedik napokat. Mivel a tizedik napon Frod6 14 mérfoldet
futott, ezért a kilencediken ennél 1-gyel t6bbet vagy ennek a felét futhatta. Azaz 7 vagy 15 mérfoldet
futhatott Frodd ezen a napon. Mindkét esetben paratlan sok mérfoldet tett meg, azaz a nyolcadik
napon biztosan 1-gyel tobbet futott, mint a kilencediken. Igy az utolsé négy napon a lehetséges megtett
tavolsagok mérfoldben mérve:

e =16 —> 15— 14 — 13
=8 =7—14—-13

Az els6 harom nap harom lehetséges tavolsagsorozatat vessiik dssze az utolsd négy nap két lehetséges
tavolsagsorozatéaval, igy kapunk 6 lehetséget, amelyekbdl még négy nap tavolsagai (negyedik naptol a
hetedik napig) hianyoznak.

2—=21=22—- = = = —=16—-15—=14—=13
22423 - = = —=16—=-15—-14—=13
224-8—-_ = = = _ —106—=15—=14—=13
221-2—- —»- = = —=8=27T—=14-13
2=-4=3—=-_—=-_ = _ = —=8=T7T—14-=13
254-8—- = —- = —=28—-7—-14—-13

Nézziik az els6 harom esetet, amikor a nyolcadik napon Frod6 16 mérfoldet fut. Ez el6tt nem
futhatott 17 mérfoldet, mert akkor a hatodik napon 18-at kellett volna hogy fusson, de az azt jelentené,
hogy az el6tte 16v6 két napon vagy 20 — 19 vagy 10 — 9 mérfoldet futott. Igy a negyedik napon 10
vagy 20 mérfoldet kellett, hogy megtegyen, de ez nem lehetséges, mert a harmadik napon 2, 3 vagy 8
mérfoldet futott. Igy az elsé harom esetben a hetedik napon 8 mérfoldet tett meg Frodo.
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2—+1=22—- —- —- —=8—=16—15—=14—13
2=+4-3—- - = —=8—=16—=15—=14—13
2+4-8—- = —- —=8—=216—15—=14—13

Az els§ eset csak tgy fejezhets be, ha a negyedik napon faradt volt Frodd, mig a masodik eset csak
ugy, ha a negyedik napon nem volt faradt Frodé. A harmadik eset nem fejezhetd be, mivel 8 mértéldrol
4 nap alatt 8 mérféldre nem tud visszajutni Frodo, mert valamikor kétszereznie is kell a tavolsagot.
Igy az els6 harom esetbd] két lehetséges megoldast kaptunk:

2—-1—-2—-1—-2—-4—-8—16—15—14 — 13
2—+4—+3—-6—-5—-4—-8—>16—>15—>14 — 13

Most vizsgaljuk az utobbi harom esetet, amikor Frod6 a nyolcadik napon 8 mérfoldet tett meg. Az
els6 opcid, hogy ekkor faradt volt, azaz a hetedik napon eggyel tobbet, 9 mérfoldet tett meg. Ekkor
a hatodik napon 10-et kellett futnia. Igy a negyedik és 6tédik napon vagy 6 — 5 vagy 12 — 11
mérfoldet futott. Ezek koziil csak az el§bbi meriilhet fel lehet&ségnek és az is csak akkor lehet jo, ha a
harmadik napon Frod6 3 mérfoldet futott, 2 és 8 mérfold esetén nem futhat a kévetkezd napon se 6,
se 12 meérfoldet. Igy ebbdl az opciobol egyetlen megoldas szarmazik:

2-+44—-3—-6—>5—-10—-9—->8—>7—14— 13

Igy innentsl feltehets, hogy Frodd a nyolcadik napon nem volt faradt, azaz a hetedik napon 4
mérfoldet futott.

225122 —- = —=4=28=27—14—-13
2=24=-3=- - = —=4-8—=T7T—=14—=13
2548+ —- —- —4-8—-T7—-14—-13

Mindharom megmaradt lehetdség pontosan egyféleképpen fejezhets be a szabalyok szerint:

2—-1—-2—-4—-3—-2—>4—-58—->7—14—13
244—-3—-2—>1—-2—->4—->58—>7—>14—13
2—-44—-8—=7—26—>5—-24—-8—>7T—>14—13

Osszességében tehat 6 lehetséges sorozata van a Frodo altal megtett tavolsagoknak.
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D3. Egy legalabb kétjegyt pozitiv egész szam primtokéletes, ha barmely két szomszédos szamjegyét balrol jobbra
Osszeolvasva kétjegyd primszamot kapunk, és az igy kapott primszamok mind kiilonb6zéek. Mi a legnagyobb primtokéletes
szam? Adjatok meg a Valaszlapon egy minél nagyobb primtdkéletes szamot!
Példdul a 113 primtikéletes, de az 1717 és a 347 nem.
Halasi Gergd feladata
Megoldas: Paros szamjegy és az 5 csak az els6 szdmjegy lehet, hiszen a kés6bbiek mind utolsé szamje-
gyei lennének egy kétjegyd primnek. Nézziik az 6sszes lehetséges primet 10 és 100 kozott: 11, 13, 17, 19,
23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Ezeknek szeretnénk egy olyan egymaés
utan illesztését, ami a lehets legnagyobb szdmot adja, ezért nyilvan minél hosszabbat is szeretnénk
kapni, és azokon beliil a legnagyobbat keressiik. Mivel péaros szamjegy vagy az 5 nem lehet az elsd
szamjegyet kovetSen igy érdemes ezek valamelyikével kezdeni. Minden pératlan szamjegyre van olyan
paros jegy, vagy az 5, amit elé rakva primet kapunk (1: 41, 61, 3: 23, 43, 53, 83, 7: 47, 67, 9: 29, 59,
89). Igy ha létezik a parosak és az 5 nélkiili leghosszabb sorozat, akkor annak az elejére egy megfelels
paros szamot vagy az 6tot odarakva egy hosszabb sorozatot kapunk (t6bb lehetdség esetén a nagyobb
tizedesjegyfit).

Nézziik csak a paratlan (és nem 5) kezdetiieket, hogy mi ezek kozott a leghosszabb sorozat. Vizs-
galjuk meg, hogy ezen szamjegyek koziil melyikek dllhatnak egymés utan. A kétjegyd primek:

o 1-re végz6dG szamok: 11, 31, 71, 1-gyel kezd6dsek: 11, 13, 17, 19
3-ra végzddsek: 13, 73, 3-mal kezdédéek: 31, 37

7-re végz6dsek: 17, 37, 97, 7-tel kezd6dsek: 71, 73, 79

e 9-re végzéddsek: 19, 79, 9-cel kezd§dsek: 97

Lathatjuk, hogy minden szdmhoz tartozik egy jo folytatas (az 1, 3, 7 és 9 szamjegyek koziil),
kivéve a 9 végiieknél. Ha nem 19 vagy 79 a primtokéletes szam utolsé két szamjegye, akkor csak az
egyik szerepelhet benne. Megmutatjuk, hogy tudunk olyan szdmsorozatot is csinalni, amiben mindegyik
szerepelhet (és ekkor az utolsé szamjegy 9 lesz).

El6szor is nézziik, hogy mivel kezdhetiink. Ha 89 a kezdé kétjegyd prim, akkor egybsl 97-tel kell
folytatnunk és biztos kimarad egy 9-re végz6dd prim. Ha 83-mal kezdiink, akkor pedig a 3 végtiekbdl
lesz harom, de csak kett6t tudunk felhasznalni, mert csak két 3 kezdeti prim van (vagy végzédhet 3
végtire, de akkor egy 9 végi esik ki). A 67 ugyanigy nem jo kezdet, mert a 7 végiiek szama is t6bb
lesz, mint a 7 kezdettieké. Igy tehat kezdjiink a kovetkezs legnagyobb kétjegyti primmel, a 61-gyel.
Ekkor mar fel tudunk mindenkit hasznalni. Mivel a 61 utan 1 kezdetd kell, de a legnagyobb szamot
keressiik, igy kezdjiik a 19-cel. Ekkor megfelel6 sorozat: 19 — 97 — 73 — 37 — 71 — 13 — 31 — 11 —
17 — 79. Ebben valéban minden paratlan, nem 5 kezdetd prim fel van sorolva, igy elé rakva a 61-
et a 619737131179 lesz a megoldés. Ez valéban a legnagyobb primtokéletes szam, hiszen a kétjegyt
szamok benne primek (igy csinaltuk), és a leghosszabb is, mert minden lehetséges primet tartalmaz. Az
ilyen hosszt primtokéletesek koziil pedig a legnagyobb, mert ha nem 61-gyel kezdiink, akkor kevesebb
szamjegybdl allna (kisebb szédm lenne), a 61 utan pedig a 9 a legjobb valasztas, hiszen az a legnagyobb
szamjegy. Igy valoban a legnagyobbat talaltuk meg.
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D4. Ron egy haromszdget akkor tart szépnek, ha az oldalai cm-ben mérve egész szamok és a teriilete cm2-ben mérve
egész szam. Melyik 30 cm®-nél nem nagyobb teriiletii haromszogeket tartja szépnek Ron? A Valaszlapon adjatok meg
minél tobb paronként nem egybevagd szép haromszoget, az oldalhosszak felsorolasaval!

Hegediis Dani feladata

Megoldas: A kiévetkezd haromszogek felelnek meg a feladat feltételeinek:

a ‘ b ‘ c ‘ Kertlet | Teriilet
31415 12 6

51 5|6 16 12
515 | 8 18 12

6| 8 | 10 24 24
4113 |15 32 24
5112 | 13 30 30

Minden olyan haromszog jo lesz, aminek az oldalhosszai Pitagoraszi szamhéarmast alkotnak. Ekkor
minden oldalhossz egész. Valamint az ilyen szadmharmasokban mindig az egyik befogd hossza paros,
tehat a teriilet is egész: a befogok szorzatéanak a fele. Tegyiik fel, hogy egyik befogd hossza sem paros,
ekkor a? + b> = ¢? jobb oldaldnak a négyes maradéka 0 vagy 1, mig a bal oldal négyes maradéka 2,
ami nem lehetséges. (Ehhez felhasznaltuk, hogy egy négyzetszam négyes maradéka csak kétféle lehet:
0 és 1, attol fiiggden, hogy paros vagy paratlan volt-e a szam.) Ezzel megkaptuk a (3,4,5), (6,8,10)
és (5,12, 13) szamharmasokat.

Akkor is megfelel6 haromszoget kapunk, ha vesziink két
derékszogl haromszoget fentrdl, amiknek az egyik befogdja
ugyanolyan hosszt és a teriiletiik Osszege legfeljebb 30

és osszeillesztjiik ket a befogdjuk mentén (lasd abra). 5 5
Két (3,4,5) haromszog 3-hosszi oldala mentén torténd
osszeillesztésével kaptuk (5,5,8)-at. Két (3,4,5) harom- A 1 1 D
szoget a 4-hossz oldaluk mentén Osszeillesztve (5,5,6)
oldalhosszt haromszoget kapunk.
C Hasonloan, ha két haromszog befogdjanak hossza

egyezik, akkor vehetjik a kett§ kiillonbségét az abran
lathaté modon. Az 4j teriilet kettd teriiletének kiilonb-
sége, az 1] oldalhosszak pedig az alabbiak. A két harom-
szog atfogdinak hossza és a nem egyenls befogok kiilonb-
sége. Tehat az Gj haromszog minden oldala és a tertilete
is egész. Ezzel a modszerrel kaphatjuk a (4,13,15)
haromszoget (9,12,15) és (5,12,13)-bol. A (9,12,15)
nem megengedett, mert a teriilete 54, de a kiilonbség:
(4,13,15) teriilete 24, azaz megfeleld.

12

B 5 A 4 D
Annak bizonyitasa, hogy nem létezik tobb megfelel§ haromszog, nagyon technikas, ezért ezt csak

vazoljuk. Fixaljuk a leghosszabb oldalat a hidromszognek és a hozzé tartozdé magassagat, ahogy ezek
szorzata egy egész szam (a teriilet) kétszerese. Ekkor viszont egy masik oldal is egész, vagyis a mag-
assdgvonalra felirt Pitagorasz-tétel meghatéarozza, hogy milyen ardnyban osztja a legnagyobb oldalt a
magassag. Ekkor a harmadik oldalra és a magassagvonalra felirt Pitagorasz-tételbdl vagy kaptunk egy
megfelel6 haromszoget, vagy pedig azt kaptuk, hogy a harmadik oldal nem egész. Eszerint a modszer
szerint az esetek konnyen végignézhetsek.
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D5. Legyen az ABCDE szabalyos 6tszog koréirt kore k. A D-ben k-hoz huzott érinté és az AF egyenes metszéspontja
legyen F'. Bizonyitsatok be, hogy F'C merdleges BC-re!
Hegediis Dani feladata

Megoldas:

G

Legyen G az érintének a BC egyenessel vett metszete. Ekkor szimmetriai okokbol D felezi FG-t,
tehat a Thalész-tétel miatt azt kell belatni, hogy DG = DC|, mert igy C rajta lenne a D kozépponti
DG sugart koron. Ezt szogszamolassal latjuk be: a szabalyos 6tszog szogei 108°-osak, igy DCGZL =
180° — DCBZ = 72°, masrészt CDG/ = W = 36°. Tehat a C DG haromszoég harmadik szoge
DGCZ = 180° — 72° — 36° = 72°, vagyis C DG egyenl6szara és DC = DG. Ezzel pedig belattuk az

allitast.
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D6. Egy versenyen t6bb kiilonb6zé kategoridban Gsszesen 20 versenyzd indul, mindenki pontosan egy kategoriaban. A
2, 3, ..., 21 rajtszamokat a verseny kezdete elStt a szervezd ugy osztja szét koztiik, hogy mindenki egy-egy rajtszamot
kap. A szervezd szeretné ugy kiosztani a rajtszamokat, hogy akarhogy is alakul a verseny a kategoriakon beliil, barmely
két kategoria dobogosai kozott taldljon egy-egy embert, akiknek a rajtszamai nem relativ primek.

a) Bizonyitsatok be, hogy a szervezd szét tudja igy osztani a rajtszamokat, ha 5 kategoéria van, mindegyikben 4-4
versenyzével!

b) Ki tudja-e osztani a rajtszdmokat a szervez6 ilyen modon, ha 4 kategoridban indul 5-5 versenyzs?

c) Létezik-e a fentieknek megfelel§ kiosztasa a rajtszamoknak, ha két tizf6s kategoria van a versenyen?

A dobogon egy kategoridban mindig hdrom versenyzd dll. A szervezd tudja, hogy melyik versenyzd melyik kategdridban
indul. Két kiilonbézd egész szdm relativ prim, ha a legnagyobb kézés osztojuk 1.

Példdul a b) részben az nem jo kiosztdsa a rajtszdmoknak, ha az elsé kategdridban a 4, 11, 14, 20, 21 rajtszémok, mig
a mdsodik kategoridban a 3, 9, 10, 12, 15 rajtszdmok szerepelnek, mert ekkor nem igaz, hogy barmilyen eredmény esetén
lesz a dobogdkon egy-eqy versenyzd, akiknek a rajtszdma nem relativ prim. Ugyanis ha az elsd kategoridban a 4, 11 és 14
rajtszdmaii versenyzok végeznek a dobogon, a mdsodikban pedig a 3, 9 és 15 rajtszamiak, akkor bdarhogyan is vdlasztunk
egy rajtszamot az elsé dobogordl, és egyet a mdsodikrdl, azok mindenképpen relativ primek lesznek.

Halasi Gergd feladata

Megoldas: a) 10 paros és 10 paratlan rajtszamunk van. Tehat, ha a szervezd mind az 5 kategoriaban
pontosan 2 versenyzének ad paros rajtszamot, akkor a skatulya elv miatt mind az 5 kategériaban
lesz legalabb egy paros rajtszamu dobogos. Ezért barmely két kategoria dobogodsai kdzott a szervezd
meg tudja talalni a két paros rajtszami versenyzét, akiknek a rajtszama nem relativ prim egymaéashoz
képest. Tehat ki tudja osztani a szervezd megfelelGen a rajtszamokat, példaul igy:

o A kategoria: 2,3,4,5

e B kategoria: 6,7,8,9

C kategoria: 10,11,12,13

D kategoéria: 14,15,16,17
e E kategoria: 18,19, 20, 21

b) Legyen az A és B kategoridban 3 — 3 péros rajtszami versenyzs, hivjuk ezeket a kategoriakat
paros kategoridknak. A C és D kategoridban pedig 2 péaros rajtszamd versenyzs, hivjuk ezeket a
kategoriakat paratlan kategoridknak. (Négy paros szam folosleges lenne egy kategoridban, mert a skat-
ulya elv miatt mar 3 paros szamnal is legalabb 1 paros rajtszamu versenyzé a dobogon végezne.) Ekkor
ha az A és a B kategoriat nézziik, akkor kozottiik teljesiil a feltétel, mert 3 — 3 paros rajtszam indul
ezekben a kategoridkban, igy a dobogokon lesz mindkét kategéridban paros szama versenyzs, akik rajt-
szama nem relativ prim egymaéssal. Tehat akkor lehet problémank ha valamelyik paratlan kategoridbol
a 3 paratlan sorszamu versenyzd végez a dobogén. A pératlan kategoridkban tgy osszuk ki a 3 — 3
paratlan sorszamot, hogy mindkét kategériaban ezek kozill az egyik 3-mal, egy masik 5-tel és a har-
madik 7-tel oszthaté rajtszam legyen. Igy a 11, 13, 17 és a 19 rajtszamoknak a péaros kategoriakban
kell indulniuk. Emellett a paros kategéridkban is legyen egy 3-mal és egy 5-tel oszthatd rajtszami
versenyzl. Ezeknek péros rajtszamoknak kell lenniiik, mert a 11, 13, 17 és a 19 rajtszamoknak is
mind a péaros kategoriaban kell lenniiik, hiszen nem lehetnek a paratlan kategéridkban az oszthatosagi
feltételek miatt.

Tehét ha vesziink egy pératlan és egy paros kategoériat, akkor a dobogén vagy lesz 1 — 1 péaros
rajtszami versenyzd, vagy a péaratlan kategoriabol lesz egy 3-mal, egy 5-tel és egy 7-tel oszthato rajt-
szamu versenyzd a dobogoén és a péaros kategériabol pedig lesz legalabb 1 versenyzd, akinek a rajtszama
vagy 3-mal vagy 5-tel szintén oszthat6é. Hasonléan ha vessziik a két paratlan kategoériat, akkor vagy
lesz mindkét dobogén péros rajtszém vagy az egyik kategéridban a 3 paratlan rajtszamu versenyzs a
dobogoés, amiben a rajtszamok rendre oszthatok 3-mal, 5-tel és 7-tel. Ekkor a mésik dobogén is van
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legaldbb egy rajtszdm, ami ezen szamok valamelyikével oszthato. Tehat ekkor is teljesiil a feltétel és
lefedtiink minden esetet. Ez az elméleti szétosztas meg is valésithato, egy példa:

e A kategoéria: 6,10,11,14,17

e B kategoria: 12,13, 18,19, 20

C kategoria: 4,5,8,9,21
e D kategoéria: 2,3,7,15,16

c) A 11, 13, 17 és a 19 primszamok, ezek minden méasik rajtszamhoz relativ primek. Tehat, ha
az egyik kategoériaban legaldbb 3 db van ezen rajtszamok koziil, akkor ha ez a 3 versenyz§ végez a
dobogdn, akkor minden rajtszdm hozzajuk képest relativ prim lenne, tehat ilyen esetben nem lehetséges
a szétosztas. Nézziik a mésik esetet, amikor a két kategoridban 2 — 2 db van ebbdl a 4 rajtszambol.
Feltehetjiik szimmetria miatt, hogy az A kategériadban van a 11-es és a 13-as, mig a B kategoériaban a
17-es és a 19-es rajtszam. Az egyik kategéridban az egyik versenyzdnek viselnie kell a 7-es rajtszémot,
feltehetjiik, hogy az A kategoriaban. Ekkor viszont a B kategéridban a maradék 8 rajtszamnak mind
7-tel oszthatonak kell lennie, mert ha az A kategoériabdl a 11-es, 13-as és a 7-es rajtszamu versenyzs,
és a B kategorabol a 17-es és a 19-es rajtszamu versenyzG végez a dobogon, akkor a B kategoria 3.
dobogobsanak 7-tel oszthato rajtszdmunak kell lennie minden esetben, ezért a B kategériaban a maradék
8 rajtszamanak mind 7-tel oszthatonak kell lennie. Viszont ennyi 7-tel oszthatoé rajtszam nincsen, csak
a 14 és a 21. Igy biztos lesz a B kategoridban 7-tel nem oszthato rajtszam, tehat itt nem tudja a
feltételeknek megfelelGen kiosztani a szervezd a rajtszamokat a versenyzSknek.

9/11



kategoria

&2 ®
Helyi fordul6 (2025. november 14.) v . ® Megoldokulcs

D7. Egy szabalyos n-szog felosztdsa alatt n— 3 paronként nem metszd atlé behuzéasat értjitk. Egy felosztast nevezziink
trikkésnek, ha az igy keletkezd n — 2 hdromszog koziil pontosan kettd egyenld széari.

a) Mutassatok meg, hogy egy szabélyos n-szognek létezik triikkos felosztasa, ha n > 4 paros!

b) Mutassatok meg, hogy egy szabalyos 9-szognek nem létezik triikkkds felosztasal

c) Mutassatok meg, hogy egy szabalyos n-szognek nem létezik triikkkos felosztasa, ha n > 5 paratlan!

Tarjdin Berci és Varga Boldi feladata

Megoldas: a) Legyenek a szabalyos n-szog csucsai ay, . . . ap, amik ebben a sorrendben kovetik egyméast
a sokszoget korbejarva. Valasszuk ki az n-szogiink aq csiicsat, és huzzuk be a ré illeszkeds n — 3 atlot.
Ez persze egy felosztésat adja az n-szognek. Megmutatjuk, hogy ez egy triikkos felosztas.

Azonnal latszik, hogy az ai-bd6l az-ba mend atlé meghatarozza az ajasas egyenld szart harom-
szoget, és hasonléan az a,_1-be mend atlé meghatarozza az a,_1a,a;1 egyenld szara haromszoget, igy
mér van kettd egyenld szart haromszoge a felosztéasnak. Vegyiik észre, hogy minden mas hdromszognek
pontosan egy olyan oldala van, ami a sokszognek is oldala, a mésik két oldala pedig a sokszog egy-egy
atloja. Mivel minden atl6 hosszabb, mint a sokszog egy oldala, igy egy ilyen héromszog csak akkor
lehet egyenld szard, ha a két atlo, amik az oldalai, egyenld hossztuak. Legyen a haromszog harom csticsa
ai,aj,aj+1. Az aja; és ajajq1 atlok csak akkor lehetnek egyenlS hossziak, ha a; az ai-t6l az egyik
irdnyban a k-adik cstcs, aj 1 pedig a mésik irdnyban a k-adik cstics valamilyen k& pozitiv egész szamra.
Viszont ekkor a sokszog oldalainak szama 2k+1, hiszen a;a;41-en kiviil minden oldalt pontosan egyszer
szamoltunk. De n paros, 2k + 1 pedig paratlan, tehét ez nem lehet, azaz pontosan két egyenld szara
haromszog lesz a felosztésban, igy egy triikkkos felosztést kaptunk tetszéleges n paros szam esetén.

b) Kovetkezik a c) feladatrészbdl, ezért ezt nem részletezziik.

c) Elgszor belatjuk a kovetkezs segédallitast: Egy konvex n-szog tetszoleges felosztasa tartalmaz
legalabb ketté olyan haromszoget, amiknek két oldala is az eredeti sokszog oldala, ha n > 4. A bi-
zonyités n szerinti teljes indukcidval torténik. Nyilvanvald, hogy n = 4-re igaz az allitas. Tegyiik fel,
hogy minden k < n-re igaz az Aallitds, azaz minden konvex k-szog tetszéleges felosztésaban van két
ilyen haromszog. Most lassuk be, hogy ekkor n-re is igaz. Vegyiik az n-szog egy tetszbleges atlojat.
Ez két részre osztja a sokszoget, amik ki és ko csiicst konvex sokszogek, ahol k1, ko < n. Ha k1 = 3,
akkor ez a rész maga egy haromszog, aminek két oldala az eredeti n-szégiink oldala. Ha ky > 4, akkor
alkalmazhatjuk erre a konvex ki-szogre az indukciot, igy tudjuk, hogy barmilyen felosztasa esetén van
két olyan haromszog, aminek két oldala is a ki-sz0g oldala. Mivel a kj-szogiink oldalai az eredeti n-
sz0g oldalai, kivéve az atlot amit behtztunk, ezért a két haromszog koziil az egyik az n-szog oldalai
koziil is tartalmaz kett6t (hiszen az atlot csak egy haromszog tartalmazhatja). Ugyanezt elmondhatjuk
az atlé masik oldalan kapott ko-szbgre, igy mutattunk az atlé mindkét oldalan egy-egy ilyen harom-
szoget. Ezzel belattuk a segédallitast minden olyan felosztéasra, ami tartalmazza ezt az atlot, de mivel
az atlot tetszGlegesen valasztottuk, ez az indoklas barmelyik atléora elmondhato, igy igaz a segédallitas.
Készen allunk a feladat allitdasanak bizonyitasara. (Egyszert skatulya-elv alapjan is bizonyithattunk
volna, hiszen n — 2 haromszog van és n oldala a sokszdgnek, viszont nincs olyan haromszog, aminek
mindhérom oldala a sokszogrél van.)

Vegylink egy szabalyos n-szoget, ahol n > 5 pératlan, és ennek egy felosztasat. Tudjuk, hogy ebben
van két olyan haromszog a;,—1a;a;+1 és a;_1a;aj41, amik az n-szog két oldalat tartalmazzak, igy egyenld
szaruak, s6t egybevagodak is, igy az a;—1a;4+1 és aj_1a;41 4tlok egyenlS hossztiak.

l.eset Ha a két haromszognek van kozos cstcsa, tegyiik fel a;—1 = aj41, azaz i — 1 = j + 1. Ekkor
mivel paratlan sok oldala van a sokszbgnek, ezért a sokszognek paratlan sok oldala van az a;41-bél a
sokszog élein a;_1-be mend a;-t nem tartalmazo Gton. Ekkor a felosztasunk egy felosztasa lesz annak
a sokszognek, amit a; és a; levagasaval kapunk az a;_1a;41 és a;_1aj41 4tlok mentén. Vegyiik észre,
hogy ebben az (n — 2)-sz6gben minden oldal az eredeti n-szog oldala kivéve a;_1a;1-et és aj_1a;41-
et. A segédallitasunk miatt ebben a sokszogben is lesz olyan haromszog, ami két oldalt tartalmaz, igy
ahhoz, hogy ne kapjunk tjabb egyenls szari hdromszoget, muszaj az egyik haromszognek tartalmaznia
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a;—1a;4+1-et, a masiknak pedig a;_1a;j41-et. Ekkor ismét két olyan haromszoget kapunk, amiknek van
kozos csucsuk, és az el6z6 gondolatmenet ismét alkalmazhato, most mar egy (n — 4)-szogre, és igy
tovabb egészen addig, amig egy haromszoget kapunk. Ennek a haromszognek két oldala az eredeti
sokszog atloja, raadasul egyenld hossziak, igy kaptunk egy ajabb egyenld szart haromszoget. Ezzel
belattuk, hogy a felosztasban van legaldbb 3 egyenld szart haromszog, igy nem lehet triikkos.

2.eset Ha a kezdetben kapott a;_1a;a;11 és aj_1a;aj41 haromszogeknek nincs kézos csticsa, akkor a
sokszog azon oldalai, amiket egyik haromszog sem tartalmaz, két diszjunkt utat hataroznak meg. Mind-
két at az egyik haromszog egyik csticsat koti 0ssze a masik egy cstcsaval, az egyik a;—1-et a;11-gyel, a
mésik a;y1-et aj_1-gyel. Mivel a sokszognek paratlan sok oldala van, ezen utak hossza kiilonb6z6 par-
itdsi. Az el6z6 esethez hasonldan a felosztasunknak az a;—1ai+1 és aj_1aj41 atlok behtzasaval kapott
(n — 2)-szognek egy olyan felosztasat kell adnia, amiben a két olyan haromszog, ami két oldalt tartal-
maz, tartalmazza ezt a két atlot, amik mentén elvigtuk az n-szoget, kiilonben nem lehetne triikkos.
Tovabbra is igaz, hogy az (n — 2)-szognek minden oldala az eredeti sokszog oldala, kivéve a két atlot,
amik mentén vagva megkaptuk a sokszoget. Ezeknek az atloknak a hossza viszont egymaéssal mege-
gyezik. Ebben az esetben tobb lehetségiink is lehet arra, hogy hogy mi lesz a két haromszog, amiket
kapunk, de mindenképp igaz marad ez a tulajdonsig. S6t, az is igaz marad, hogy a két utnak, amiket
a haromszogek meghataroznak a sokszog oldalain, kiillonb6z6 a paritasa, és ahogy egyre kisebb sok-
szogeket néziink, ezen utak koziil legalabb az egyik mindig révidebb lesz. Igy ezt a gondolatmenetet
ismételjiik, és a kiilonbo6z6 paritdsok miatt egyszer eljutunk az 1. esetnek megfelel§ allapotba, amirsl
pedig méar tudjuk, hogy nem adhat triikkos felosztast. Ezzel belattuk, hogy paratlan n > 5 esetén nem
lehet triikkkos felosztasa a szabalyos n-szognek.

2. Megoldas:

Vazolunk egy masik alternativ megoldast is. Feltehetjiik, hogy nincs héarom olyan hiromszog a
felosztasban, amiknek két-két oldala az a szabalyos n-szdgben is oldal. Ekkor viszont egyszerd leszam-
lalas alapjan tetszéleges felosztasbeli haromszognek valamelyik oldala az a szabéalyos n-szognek is
oldala. Ekkor viszont az egyik, szomszédos oldalparra illeszkeds egyenls szart haromszogbdl a masik
felé lépkedve a hasznélt atlokon at, a hasznalt atlok hosszai egy ideig monoton nének egyesével, majd
monoton csokkennek egyesével (a valtast nem szamitva). Mivel kezdetben a két kis 4tl6 azonos hosszu
volt, igy pontosan akkor lesz a monotonitas valtasakor azonos hossziisagu két atld, ha n paros.

11/11



