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E1l. Egy versenyen tobb kiilonboz6 kategéridban dsszesen 20 versenyzé indul, mindenki pontosan egy kategéridban. A
2, 3, ..., 21 rajtszamokat a verseny kezdete elStt a szervezd ugy osztja szét koztiik, hogy mindenki egy-egy rajtszamot
kap. A szervezd szeretné ugy kiosztani a rajtszamokat, hogy akarhogy is alakul a verseny a kategoriakon beliil, barmely
két kategoria dobogosai kozott taldljon egy-egy embert, akiknek a rajtszamai nem relativ primek.

a) Bizonyitsatok be, hogy a szervezd szét tudja igy osztani a rajtszamokat, ha 5 kategoéria van, mindegyikben 4-4
versenyzével!

b) Ki tudja-e osztani a rajtszdmokat a szervez6 ilyen modon, ha 4 kategoridban indul 5-5 versenyzs?

c) Létezik-e a fentieknek megfelel§ kiosztasa a rajtszamoknak, ha két tizf6s kategoria van a versenyen?

A dobogon egy kategoridban mindig hdrom versenyzd dll. A szervezd tudja, hogy melyik versenyzd melyik kategdridban
indul. Két kiilonbézd egész szdm relativ prim, ha a legnagyobb kézés osztojuk 1.

Példdul a b) részben az nem jo kiosztdsa a rajtszdmoknak, ha az elsé kategdridban a 4, 11, 14, 20, 21 rajtszémok, mig
a mdsodik kategoridban a 3, 9, 10, 12, 15 rajtszdmok szerepelnek, mert ekkor nem igaz, hogy barmilyen eredmény esetén
lesz a dobogdkon egy-eqy versenyzd, akiknek a rajtszdma nem relativ prim. Ugyanis ha az elsd kategoridban a 4, 11 és 14
rajtszdmaii versenyzok végeznek a dobogon, a mdsodikban pedig a 3, 9 és 15 rajtszamiak, akkor bdarhogyan is vdlasztunk
egy rajtszamot az elsé dobogordl, és egyet a mdsodikrdl, azok mindenképpen relativ primek lesznek.

Halasi Gergd feladata

Megoldas: a) 10 paros és 10 paratlan rajtszamunk van. Tehat, ha a szervezd mind az 5 kategoriaban
pontosan 2 versenyzének ad paros rajtszamot, akkor a skatulya elv miatt mind az 5 kategériaban
lesz legalabb egy paros rajtszamu dobogos. Ezért barmely két kategoria dobogodsai kdzott a szervezd
meg tudja talalni a két paros rajtszami versenyzét, akiknek a rajtszama nem relativ prim egymaéashoz
képest. Tehat ki tudja osztani a szervezd megfelelGen a rajtszamokat, példaul igy:

o A kategoria: 2,3,4,5

e B kategoria: 6,7,8,9

C kategoria: 10,11,12,13

D kategoéria: 14,15,16,17
e E kategoria: 18,19, 20, 21

b) Legyen az A és B kategoridban 3 — 3 péros rajtszami versenyzs, hivjuk ezeket a kategoriakat
paros kategoridknak. A C és D kategoridban pedig 2 péaros rajtszamd versenyzs, hivjuk ezeket a
kategoriakat paratlan kategoridknak. (Négy paros szam folosleges lenne egy kategoridban, mert a skat-
ulya elv miatt mar 3 paros szamnal is legalabb 1 paros rajtszamu versenyzé a dobogon végezne.) Ekkor
ha az A és a B kategoriat nézziik, akkor kozottiik teljesiil a feltétel, mert 3 — 3 paros rajtszam indul
ezekben a kategoridkban, igy a dobogokon lesz mindkét kategéridban paros szama versenyzs, akik rajt-
szama nem relativ prim egymaéssal. Tehat akkor lehet problémank ha valamelyik paratlan kategoridbol
a 3 paratlan sorszamu versenyzd végez a dobogén. A pératlan kategoridkban tgy osszuk ki a 3 — 3
paratlan sorszamot, hogy mindkét kategériaban ezek kozill az egyik 3-mal, egy masik 5-tel és a har-
madik 7-tel oszthaté rajtszam legyen. Igy a 11, 13, 17 és a 19 rajtszamoknak a péaros kategoriakban
kell indulniuk. Emellett a paros kategéridkban is legyen egy 3-mal és egy 5-tel oszthatd rajtszami
versenyzl. Ezeknek péros rajtszamoknak kell lenniiik, mert a 11, 13, 17 és a 19 rajtszamoknak is
mind a péaros kategoriaban kell lenniiik, hiszen nem lehetnek a paratlan kategéridkban az oszthatosagi
feltételek miatt.

Tehét ha vesziink egy pératlan és egy paros kategoériat, akkor a dobogén vagy lesz 1 — 1 péaros
rajtszami versenyzd, vagy a péaratlan kategoriabol lesz egy 3-mal, egy 5-tel és egy 7-tel oszthato rajt-
szamu versenyzd a dobogoén és a péaros kategériabol pedig lesz legalabb 1 versenyzd, akinek a rajtszama
vagy 3-mal vagy 5-tel szintén oszthat6é. Hasonléan ha vessziik a két paratlan kategoériat, akkor vagy
lesz mindkét dobogén péros rajtszém vagy az egyik kategéridban a 3 paratlan rajtszamu versenyzs a
dobogoés, amiben a rajtszamok rendre oszthatok 3-mal, 5-tel és 7-tel. Ekkor a mésik dobogén is van
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legaldbb egy rajtszdm, ami ezen szamok valamelyikével oszthato. Tehat ekkor is teljesiil a feltétel és
lefedtiink minden esetet. Ez az elméleti szétosztas meg is valésithato, egy példa:

e A kategoéria: 6,10,11,14,17

e B kategoria: 12,13, 18,19, 20

C kategoria: 4,5,8,9,21
e D kategoéria: 2,3,7,15,16

c) A 11, 13, 17 és a 19 primszamok, ezek minden méasik rajtszamhoz relativ primek. Tehat, ha
az egyik kategoériaban legaldbb 3 db van ezen rajtszamok koziil, akkor ha ez a 3 versenyz§ végez a
dobogdn, akkor minden rajtszdm hozzajuk képest relativ prim lenne, tehat ilyen esetben nem lehetséges
a szétosztas. Nézziik a mésik esetet, amikor a két kategoridban 2 — 2 db van ebbdl a 4 rajtszambol.
Feltehetjiik szimmetria miatt, hogy az A kategériadban van a 11-es és a 13-as, mig a B kategoériaban a
17-es és a 19-es rajtszam. Az egyik kategéridban az egyik versenyzdnek viselnie kell a 7-es rajtszémot,
feltehetjiik, hogy az A kategoriaban. Ekkor viszont a B kategéridban a maradék 8 rajtszamnak mind
7-tel oszthatonak kell lennie, mert ha az A kategoériabdl a 11-es, 13-as és a 7-es rajtszamu versenyzs,
és a B kategorabol a 17-es és a 19-es rajtszamu versenyzG végez a dobogon, akkor a B kategoria 3.
dobogobsanak 7-tel oszthato rajtszdmunak kell lennie minden esetben, ezért a B kategériaban a maradék
8 rajtszamanak mind 7-tel oszthatonak kell lennie. Viszont ennyi 7-tel oszthatoé rajtszam nincsen, csak
a 14 és a 21. Igy biztos lesz a B kategoridban 7-tel nem oszthato rajtszam, tehat itt nem tudja a
feltételeknek megfelelGen kiosztani a szervezd a rajtszamokat a versenyzSknek.
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E2. Az elfek egy varosaban egy szociologus szeretné feltérképezni a lakosok ismeretségi halozatat.
Személyiségi jogok miatt viszont a halézatra nem ir neveket. Azt tudja, hogy barmely harom A, B, C
lakosra igaz, hogy ha A és B nem ismeri egymast, valamint B és C' sem ismeri egymaést, akkor A és C sem
ismeri egymast. Tovabbéa azt is tudja, hogy ha két lakos ismeri egymast, akkor ugyanannyi ismerdsiik van.
Milyen lakosszamok esetén paratlan a lehetséges halézatok szama?

Az ismeretség kélcsonds. Két hdldzatot azonosnak tekintink, ha pusztdn a hdldzatok ismeretében lehetséges,
hogy pontosan ugyanazok a lakospdrok ismerik eqgymdst. Példdul az dbran ldthato két hdlozatot azonosnak
tekintjiik.

Kempf Alex és Takdcs Tamds feladata

Megoldas: Gondoljunk egy ismeretségi halozatra, mint egy grafra, aminek a cstcsai a lakosoknak felel-
nek meg, és két cstics pontosan akkor van osszekotve, ha a hozzajuk tartozo lakosok ismerik egymast.
Vegyiink egy grafot, ami teljesiti a feladat feltételeit, és ebben egy v csiicsot. Legyen v fokszama k és
legyenek a szomszédainak halmaza az A csicshalmaz, a maradék cstucsok halmaza pedig B.

Ha vesziink egy a € A és b € B csticsot, akkor ezek 6ssze vannak kétve. Ugyanis ha nem lennének,
akkor a és b nincsenek Osszekotve, b és v sincsenek Gsszekotve, azaz a és v sem lehetne 6sszekotve, ami
nem lehetséges.

Tehat minden A-beli cstics 6ssze van kotve minden B-beli csticesal. Mivel v-vel dssze vannak kotve
az A-beli cstucsokkal, igy azok foka is k, és a B-beliek pedig az A-beliekkel vannak Gsszekotve, igy a
fokuk szintén k. De a B-belieknek k szomszédjuk mar adott (az A cstucshalmaz), igy t6bb szomszédjuk
nincs. Tehat v és B egyiittesen egy tires grafot feszit ki.

Ezt tetsz6leges v-re elmondhatjuk, igy minden csics a vele nem szomszédos cstucsokkal egyiitt egy
iires részgrafot alkot, mig az dsszes tobbi csiicesal pedig Gssze vannak kotve. Azaz a graf komplementere
diszjunkt teljes grafok uni6ja. Mivel minden cstcs foka k, igy a teljes grafok méretei megegyeznek, és
igy n-nek osztoi.

Tovabba meggondolhatd, hogy n tetszbleges m osztojara - darab teljes m-csiicst teljes graf unioja-
nak komplementere megfelel a feltételeknek. Azaz annyi n-csticst tarantulagraf van, ahény osztéja n-
nek. Ez pedig pontosan akkor paratlan, ha n primtényezds felbontasdban minden prim paros kitevivel
szerepel, azaz ha n négyzetszam.
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E3. Egy szabalyos n-szdg felosztdsa alatt n — 3 paronként nem metsz6 4t16 behtizasat értjiik. Egy felosztast nevezziink
trikkésnek, ha az igy keletkez6 n — 2 haromszog koziil pontosan ketts egyenld szari. Mely n > 4 egészekre létezik egy

anan Berci eevarg s Bhn R

Megoldas: ElGszor belatjuk, hogy paros n-re 1étezik triikkos felosztas. Legyenek a szabalyos n-szog
csicsai ay, . . . ay, amik ebben a sorrendben kovetik egymast a sokszoget korbejarva. Vélasszuk ki az n-
szoglink a; csicsét, és huzzuk be a ré illeszkedd n — 3 atlot. Ez persze egy felosztasat adja az n-szognek.
Megmutatjuk, hogy ez egy triikkkos felosztas.

Azonnal latszik, hogy az a1-bdl az-ba mend 4tl6 meghatarozza az ajasas egyenls szart haromszoget,
és hasonléan az a,_1-be meng atlé meghatarozza az a,_1a,a1 egyenls szart haromszoget, igy mar van
kettd egyenld szari haromszoge a felosztéasnak. Vegyiik észre, hogy minden mas haromszognek pontosan
egy olyan oldala van, ami a sokszognek is oldala, a mésik két oldala pedig a sokszog egy-egy atldja.
Mivel minden atlé hosszabb, mint a sokszog egy oldala, igy egy ilyen haromszog csak akkor lehet
egyenlé szart, ha a két atlo, amik az oldalai, egyenlé hossztiak. Legyen a haromszog hirom csticsa
ai,aj,a;+1. Az aja; és ara;jq1 atlok csak akkor lehetnek egyenlS hossziak, ha a; az ai-t6l az egyik
irdnyban a k-adik cstcs, aj 1 pedig a mésik irdnyban a k-adik csiics valamilyen k& pozitiv egész szamra.
Viszont ekkor a sokszog oldalainak szama 2k+1, hiszen a;a;41-en kiviil minden oldalt pontosan egyszer
szamoltunk. De n paros, 2k + 1 pedig paratlan, tehét ez nem lehet, azaz pontosan két egyenld szara
haromszog lesz a felosztésban, igy egy triikkkos felosztést kaptunk tetszéleges n paros szam esetén.

Most belatjuk, hogy paratlan n-re nem létezik triikkkos felosztas. ElGszor belatjuk a koévetkezs
segédallitast: Egy konvex n-szig tetszéleges felosztésa tartalmaz legalabb kettd olyan haromszoget,
amiknek két oldala is az eredeti sokszog oldala, ha n > 4. A bizonyitas n szerinti teljes indukcioval
torténik. Nyilvanvald, hogy n = 4-re igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy minden k < n-re igaz az allitas,
azaz minden konvex k-szog tetszGleges felosztasaban van két ilyen haromszog. Most lassuk be, hogy
ekkor n-re is igaz. Vegylik az n-szog egy tetszéleges atlojat. Ez két részre osztja a sokszoget, amik
k1 és ko cstcst konvex sokszogek, ahol k1, ks < n. Ha k1 = 3, akkor ez a rész maga egy haromszog,
aminek két oldala az eredeti n-szogiink oldala. Ha k1 > 4, akkor alkalmazhatjuk erre a konvex ki-
szogre az indukciot, igy tudjuk, hogy barmilyen felosztésa esetén van két olyan haromszog, aminek két
oldala is a kq-szog oldala. Mivel a kq-szogiink oldalai az eredeti n-szog oldalai, kivéve az atlot amit
behuztunk, ezért a két haromszog kozil az egyik az n-szog oldalai koziil is tartalmaz kett6t (hiszen az
atlot csak egy haromszog tartalmazhatja). Ugyanezt elmondhatjuk az atlé mésik oldalan kapott ko-
szogre, {gy mutattunk az a4t16 mindkét oldaldn egy-egy ilyen haromszoget. Ezzel belattuk a segédallitast
minden olyan felosztasra, ami tartalmazza ezt az atlot, de mivel az atlot tetszélegesen valasztottuk, ez
az indoklas barmelyik atlora elmondhato, igy igaz a segédallitas. Készen allunk a feladat allitasdnak
bizonyitasara. (Egyszerd skatulya-elv alapjan is bizonyithattunk volna, hiszen n — 2 haromszog van és
n oldala a sokszognek, viszont nincs olyan haromszog, aminek mindharom oldala a sokszogrsl van.)

Vegyiink egy szabélyos n-szoget, ahol n > 5 paratlan, és ennek egy felosztasat. Tudjuk, hogy ebben
van két olyan haromszog a;—1a;a; 1 és aj_1a;aj41, amik az n-szog két oldalat tartalmazzak, igy egyenls
szartak, s6t egybevagoak is, igy az a;—1a;41 és aj_1aj41 4tlok egyenls hossziak.

l.eset Ha a két haromszognek van kozos cstcsa, tegyiik fel a;—1 = aj41, azaz i — 1 = j + 1. Ekkor
mivel paratlan sok oldala van a sokszognek, ezért a sokszognek paratlan sok oldala van az a;41-bdl a
sokszog élein a;j_1-be mend a;-t nem tartalmazo tton. Ekkor a felosztasunk egy felosztasa lesz annak
a sokszognek, amit a; és a; levigasaval kapunk az a;_1a;41 és aj_1a;41 4tlok mentén. Vegyiik észre,
hogy ebben az (n — 2)-szogben minden oldal az eredeti n-szog oldala kivéve a;_ja;;1-et és aj_1aj41-
et. A segédallitasunk miatt ebben a sokszogben is lesz olyan haromszog, ami két oldalt tartalmaz, igy
ahhoz, hogy ne kapjunk tjabb egyenls szari haromszoget, muszaj az egyik haromszognek tartalmaznia
a;—1a;+1-et, a masiknak pedig a;_ja;j;1-et. Ekkor ismét két olyan haromszoget kapunk, amiknek van
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kozos csticsuk, és az el6z8 gondolatmenet ismét alkalmazhato, most mér egy (n — 4)-szogre, és igy
tovabb egészen addig, amig egy haromszoget kapunk. Ennek a haromszognek két oldala az eredeti
sokszog atloja, rdadasul egyenlé hossziak, igy kaptunk egy ajabb egyenld szart haromszoget. Ezzel
belattuk, hogy a felosztasban van legalabb 3 egyenld szart haromszog, igy nem lehet tritkkos.

2.eset Ha a kezdetben kapott a;_1a;a,11 és aj_1a;ja;41 haromszogeknek nincs kozos cstcsa, akkor a
sokszog azon oldalai, amiket egyik hdromszog sem tartalmaz, két diszjunkt utat hataroznak meg. Mind-
két ut az egyik haromszog egyik csticsat koti Ossze a masik egy cstcsaval, az egyik a;—1-et a;;1-gyel, a
mésik a;y1-et aj_1-gyel. Mivel a sokszognek paratlan sok oldala van, ezen utak hossza kiilonb6z6 par-
itdst. Az el6z6 esethez hasonléan a felosztasunknak az a;—1ai41 és aj_1a;j41 atlok behtizasaval kapott
(n — 2)-szognek egy olyan felosztasat kell adnia, amiben a két olyan haromszog, ami két oldalt tartal-
maz, tartalmazza ezt a két atlot, amik mentén elvigtuk az m-szoget, kiilonben nem lehetne triikkos.
Tovabbra is igaz, hogy az (n — 2)-sz0gnek minden oldala az eredeti sokszog oldala, kivéve a két atlot,
amik mentén vagva megkaptuk a sokszoget. Ezeknek az atloknak a hossza viszont egymaéssal mege-
gyezik. Ebben az esetben tobb lehetGségiink is lehet arra, hogy hogy mi lesz a két hdromszog, amiket
kapunk, de mindenképp igaz marad ez a tulajdonsig. S6t, az is igaz marad, hogy a két itnak, amiket
a haromszogek meghataroznak a sokszog oldalain, kiillonb6z6 a paritasa, és ahogy egyre kisebb sok-
szogeket néziink, ezen utak koziil legalabb az egyik mindig révidebb lesz. Igy ezt a gondolatmenetet
ismételjiik, és a kiilonb6z6 paritdsok miatt egyszer eljutunk az 1. esetnek megfelels allapotba, amirsl
pedig mar tudjuk, hogy nem adhat triikkos felosztast. Ezzel belattuk, hogy paratlan n > 5 esetén nem
lehet triikkkos felosztasa a szabalyos n-szognek.

2. Megoldas:

Vazolunk egy masik alternativ megoldast is. Feltehetjiik, hogy nincs harom olyan hiromszog a
felosztasban, amiknek két-két oldala az a szabélyos n-szogben is oldal. Ekkor viszont egyszerd leszam-
lalas alapjan tetszéleges felosztasbeli haromszognek valamelyik oldala az a szabalyos n-szdgnek is
oldala. Ekkor viszont az egyik, szomszédos oldalparra illeszkedd egyenls széri haromszogbdl a mésik
felé 1épkedve a hasznalt atlokon at, a hasznalt atlok hosszai egy ideig monoton nének egyesével, majd
monoton csokkennek egyesével (a valtast nem szamitva). Mivel kezdetben a két kis a4tl6 azonos hosszu
volt, {gy pontosan akkor lesz a monotonitas valtdsakor azonos hossziisagu két atld, ha n paros.
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E4. Legyen ABC egy haromszog, tovabba legyen D és E két pont a BC egyenesen 1gy, hogy a négy pont sorrendje
D, B, C, E. Jeldlje X az ABC és ADFE haromszogek koréirt koreinek A-tol kiilonb6z8 metszéspontjat. A B-n atmend,
AD-vel parhuzamos egyenes az AC' egyenest F-ben, mig a C-n atmend, AFE-vel parhuzamos egyenes az AB egyenest
G-ben metszi el. Hasonl6an, a B-n dtmend, X D-vel parhuzamos egyenes az XC' egyenest H-ban, mig a C-n atmeng,
X E-vel parhuzamos egyenes az X B egyenest I-ben metszi el. Bizonyitsatok be, hogy az F', G, H, I pontok egy egyenesen
vannak!

Hegediis Dani feladata

Megoldas: Szinezziik meg az abrat jobb atlathatosag érdekében. Ezentul az X pontot A’-vel fogjuk
jelolni. Legyen AB és DA’ metszéspontja J, AE és A'C metszéspontja K.

El6szor belatjuk, hogy GI és FH parhuzamosak AA’-vel. GI és FH definicioja szimetrikus, igy
elég ezt GI-re bizonyitani.

Megmutatjuk, hogy az AA'E és GIC haromszogek kozéppontosan hasonlok. Ehhez tekintsiik azt
a B kozéppontu hasonlosagot, amely E-t C-be viszi. Ha eszerint A képe X, akkor XCB< = AEB<,
tovabba X az AB egyenesen van, tehat X = G. Hasonléan A’ képe I, tehat AA’E haromszogé GIC,
igy AA’ és GI parhuzamos. (Ennek egy masik bizonyitasa a Desargues-tétel alkalmazasa az AA'E és
GIC haromszogekre.

Megkaptuk tehat, hogy GI||F H, tehat elég megmutatni, hogy GH is parhuzamos AA’-vel. Ismert,
és egyszerii szogszamolassal bizonyithato, hogy ha DAA'E és BAA'C harnégyszogek ugy, hogy DBCE
egy egyenesre esik, akkor DA’B< = CAE<. Ebbél, és AA’C' B hurnégyszogségébsl

BGC< = JAK< = BAC<+ CAE< = BA'C<x+ DA'Ba = JA K< = BHC«

tehat BGHC hurnégyszog. Mivel AA’C'B is hurnégyszog, ebbsl BGH< = 180° — BCH< = BAA'«,
igy AA'||GH, ezzel az allitast belattuk.
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E5. A D.UR.ER. szerepjatékot n jatékos jatssza egy kor alaki asztal koriil. A meséls szerepét a kovetkezSképpen sor-
soljak ki. Kezdetben a legid§sebb jatékosnal van egy szabalyos dobdkocka. Egy 1épés soran akinél éppen van a dobdkocka,
az dob, és ha a dobés eredménye d, akkor a kockat d-szer eggyel balra adjak. Ezt a lépést a jatékosok k-szor ismétlik meg
egymas utan. Akinél a folyamat végén van a kocka, az lesz a meséls. Hatarozzatok meg n Osszes olyan értékét, amihez
létezik k, melyre a fenti sorsolasi modszer igazsagos!

Egy sorsoldsi mddszer akkor igazsdagos, ha minden jdtékos ugyanakkora eséllyel lesz meséld.

Moricz Beni feladata

Megoldas:

Ha n jatékoshoz létezik olyan k szdm, hogy k lépés utan mindenki ugyanakkora eséllyel lesz a
meséls, vagyis a dobott k szam Osszegének n-es maradéka ugyanakkora eséllyel lesz a 0,1,...,n — 1
mindegyike, akkor nevezziik k-t jol sorsolo szdmnak n-hez. ElGszor belatjuk, hogy ha egy szdm jol
sorsold egy adott n-hez, akkor minden néla nagyobb pozitiv egész is az lesz. Vegytiik észre, hogy ebben
az esetben az utolsd dobéas % eséllyel ad az 0sszeg maradékdhoz 1,2,...,6-ot. Ha az utols6 dobas nélkiil
minden maradékot ugyanakkora eséllyel kaptunk meg, azaz ugyanannyi dobassorozat tartozott minden
maradékhoz, akkor az utols6 dobas csak meghatszorozza a megfelel§ dobassorozatok szamét minden
maradék esetén. Igy tényleg ha egy szam jol sorsolo egy adott m-hez, akkor minden nala nagyobb
pozitiv egész is az lesz.

Ha egy m szamhoz létezik jol sorsol6 szam k,,, akkor m minden a osztdjihoz is megfelels lesz ez.
Az m = ab esetben minden m-es maradékot felirhatunk ca + d alakban 0 < ¢ < b és ezeket egyenld
eséllyel kapjuk meg k,, dobas esetén. Igy minden a-s maradékot is ugyanakkora eséllyel kapunk meg,
mégpedig b-szer akkora eséllyel, mint m esetén, hiszen minden ca + d alaki maradék a-s maradéka d.

Ekkor k dobas utan dsszesen 6* kiilonboz6 dobéassorozat johetett létre. Ahhoz, hogy minden n-es
maradékot egyenld eséllyel kaphassunk meg, n|6* sziikséges. Igy n primtényezi kozt csak 2-esek és
3-asok lehetnek. Vegyiik észre, hogy 1 dobas jol sorsol 1, 2, 3 és 6 ember esetén, igy ezekhez létezik
megfelels k. (S6t, minden pozitiv egész jol sorsol ezekre.)

Végiil belatjuk, hogy n = 4 és n = 9 esetén nem létezik jol sorsold szam, azaz semmilyen t6bb-
szorosiikhoz sem. Indirekten tegyiik fel, hogy létezik hozzajuk jol sorsold szam. Egyik esetben sem sorsol
jol 1 dobés, igy feltehetjiik, hogy 7 > 1 dobas még nem sorsol jol, de j + 1 mér igen. Az n = 4 esetben
legyen j; az olyan j dobasbdl allo sorozatok szama, amire az Osszeg maradéka i (ahol i = 0,1,2,3 és a
miiveletek modulo 4 értenddk). Ekkor tudjuk, hogy (5 + 1); = ji + jit1 + 2Ji+2 + 2Ji+3 és ez minden
i-re egyenld kell, hogy legyen. Azaz 0 = (5 + 1);41 — (j + 1); = Ji — jive, 18y jo = j2 és j1 = j3 kellett,
hogy teljesiiljon. De j dobéas jol sorsol 2-re, azaz jy + jo = j1 + j3, vagyis jo = j2 = j1 = j3, tehét méar
j > 1 dobas is jol kellett, hogy sorsoljon n = 4-re, ami ellentmondas.

Nagyon hasonléan n = 9 esetén is felirhatjuk (j 4+ 1); értékét, itt mar ¢ = 0,1, ...,8 és modulo 9
szamolunk. (j+1); = ji—1 + ji—2 + ji—3 + Ji—a + Ji—5 + Ji—6 €és ez minden i-re egyenld értéket kell, hogy
felvegyen. Azaz 0 = (j + 1)i+1 — (j + 1); = ji — ji—¢ minden i-re. Ebb6l jo = js = jg, j1 = ja = j7 és
J2 = Jjs = js. De j > 1 dobas jol sorsol 3-ra, azaz jo + js + j¢ = j1 + ja + j7 = j2 + js + Js, vagyis
minden j; is egyenld kellett, hogy legyen. Tehat mér j dobas is jol kellett, hogy sorsoljon n = 9-re, ami
ellentmondés.

Vagyis megkaptuk, hogy n-et nem oszthatja se a 4, se a 9, igy az 1, 2, 3 és 6-on kiviil nincs mésik
megfelel§ n. Tehéat csak n = 1,2, 3,6 esetén létezik k pozitiv egész, amire a sorsolas igazsagos.

2. Megoldas:

A kivancsi olvasénak alternativ megoldasként vazolunk egy, a fentinél triikkdsebb, de nehezebb
elméletet igényld megoldast is. Ennek tudésa nem elvaras a versenyen, de hasznos triikk hasonl6é prob-
lémék esetében.

Az %(x + 22 + 23 + 2% + 2% + 2%) polinom k-adik hatvinyra emelésével egy olyan polinomot
kapunk, amiben x* egyiitthat6ja pont annyi, amekkora eséllyel a dobasok dsszege i. Fz azt jelenti, hogy
akkor jo egy sorsoléds, ha a kitevSket n-es maradék szerint csoportokba rendezve minden csoportban
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az egylitthatok Osszege ugyanannyi. Ekkor egy e, n-edik primitiv egységgyokot behelyettesitve ebbe a
polinomba, €]} = 1-et hasznalva

k
1 1
(6(sn +e2 43 tehted +sf;)> = —(en +e2 4. +eM).

A jobb oldalt szorzatté alakitva, ha e, # 1

1 2 3 4 5 6 ! e — 1
—(en+te, +e, +e,+e,+¢e,)] =—¢n =0.
6 en — 1
Ez azt jelenti, hogy
1 2 3 4 5 6 1 Eg—l
O:6(6n+5n+6n+5n+6n+5n):égnen_la

vagyis € — 1 = 0, tehat az n-edik primitiv egységgyok hatodik egységgydk is, vagyis e, # 1 esetén
csak n = 2, 3, 6-ra lehet megoldéas és ilyenkor k = 1 dobas tényleg megfelels. Az €, = 1 esetet még meg
kell kiilon nézniink, mivel a szamolas soran feltettiik, hogy e, # 1. Ekkor n = 1 és minden k igazsagos
sorsolést ad. Tehat csak n = 1,2, 3,6 esetén létezik k pozitiv egész, amire a sorsolés igazsigos.
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