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E+1. Tyrion és Kisujj egy jatékot jatszanak, melynek kezdetén adott 2026 iires ldda 0-t6l 2025-ig sorszamozva.
Minden koérben a soron kovetkezd jatékos kivédlaszt egy i sorszdmu, szdmot még nem tartalmazé ladat, majd a masik
jatékos valaszt egy a; egész szamot és beleteszi a ladaba. A két jatékos felvaltva valaszt 1adat, elészor Tyrion. A jatéknak
akkor van vége, amikor mar minden ladaba keriilt szdm. Ha az a2025m2025 + a2024x2024 + ...+ a1z + ap = 0 egyenletnek
megoldasa az 5202, akkor Tyrion nyer, kiilénben Kisujj. Kinek van nyerd stratégiaja?

A jatékosok a jaték sordn végig ismerik a ldddk tartalmdt.

Varga Boldi feladata

Megoldas: Tyrionnak van nyerd stratégiaja. Az utolsé korben Tyrion fog a megmaradé iires ladaba
egy egész szamot irni. Legyen ez a ldda a k sorszami. Ha ide nullat irva a bal oldalon 1évé polinom
értéke 5202-ben oszthato 5202F-nal, akkor Tyrion véalaszthatja ai-t ugy, hogy —ay, - 5202F éppen ez az
érték legyen, tehat az 5202 gyoke legyen az egyenletnek.

Igy Tyrionnak elég azt garantalnia minden lépésben, hogy ha a legnagyobb sorszami iires doboz a
k sorszamu, akkor ha a jelenlegi 1épésben még iires dobozokba 0-t irunk, és az igy kapott egyenletbe x
helyére 5202-t, akkor a bal oldal oszthato 5202*-nal.

Ez kezdetben teljesiil, mert a kiindulasi polinom helyettesitési értéke 0.

Ha egy adott korben Kisujj valaszt ladat, és Tyrion szamot, akkor Tyrion irjon 0-t a kijelolt
ladaba. Ha eddig teljesiilt a fenti tulajdonsag, akkor ezutén is fog, hiszen a legnagyobb sorszami iires
lada sorszama nem ndéhetett, és a bal oldal értéke a 0-k befrasa utan nem valtozott.

Ha Tyrionnak kell 1adat valasztania, akkor vélassza a legnagyobb sorszamu iires ladat. Legyen ez
a k-adik. Ekkor attél fiiggetleniil, hogy Kisujj melyik szamot vélasztja, a legnagyobb sorszamu iires
lada sorszama csokken. Ez a 1épés el6tt k volt, tehat ezt a ladat figyelmen kiviil hagyva a kérdéses
Osszeg oszthato 5202-nal. Ez aj - 5202F-nal valtozik a lépés soran, tehat tovabbra is oszthato lesz
5202%-nal, azaz minden kisebb hatvanyéval is, igy Tyrion ebben az esetben is garantalni tudja a fenti
tulajdonsagot, tehat valéban neki van nyerd stratégiaja.
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E+42. Legyen ABC egy haromszog, tovabba legyen D és E két pont a BC' egyenesen tgy, hogy a négy pont sorrendje
D, B, C, E. Jeldlje X az ABC és ADFE haromszogek koréirt koreinek A-tol kiilonb6z8 metszéspontjat. A B-n atmend,
AD-vel parhuzamos egyenes az AC' egyenest F-ben, mig a C-n atmend, AFE-vel parhuzamos egyenes az AB egyenest
G-ben metszi el. Hasonl6an, a B-n dtmend, X D-vel parhuzamos egyenes az XC' egyenest H-ban, mig a C-n atmeng,
X E-vel parhuzamos egyenes az X B egyenest I-ben metszi el. Bizonyitsatok be, hogy az F', G, H, I pontok egy egyenesen
vannak!

Hegediis Dani feladata

Megoldas: Szinezziik meg az abrat jobb atlathatosag érdekében. Ezentul az X pontot A’-vel fogjuk
jelolni. Legyen AB és DA’ metszéspontja J, AE és A'C metszéspontja K.

El6szor belatjuk, hogy GI és FH parhuzamosak AA’-vel. GI és FH definicioja szimetrikus, igy
elég ezt GI-re bizonyitani.

Megmutatjuk, hogy az AA'E és GIC haromszogek kozéppontosan hasonlok. Ehhez tekintsiik azt
a B kozéppontu hasonlosagot, amely E-t C-be viszi. Ha eszerint A képe X, akkor XCB< = AEB<,
tovabba X az AB egyenesen van, tehat X = G. Hasonléan A’ képe I, tehat AA’E haromszogé GIC,
igy AA’ és GI parhuzamos. (Ennek egy masik bizonyitasa a Desargues-tétel alkalmazasa az AA'E és
GIC haromszogekre.

Megkaptuk tehat, hogy GI||F H, tehat elég megmutatni, hogy GH is parhuzamos AA’-vel. Ismert,
és egyszerii szogszamolassal bizonyithato, hogy ha DAA'E és BAA'C harnégyszogek ugy, hogy DBCE
egy egyenesre esik, akkor DA’B< = CAE<. Ebbél, és AA’C' B hurnégyszogségébsl

BGC< = JAK< = BAC<+ CAE< = BA'C<x+ DA'Ba = JA K< = BHC«

tehat BGHC hurnégyszog. Mivel AA’C'B is hurnégyszog, ebbsl BGH< = 180° — BCH< = BAA'«,
igy AA'||GH, ezzel az allitast belattuk.
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E+3. Egy goblin megette az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, melyre teljesiil, hogy az n-nél kisebb, n-hez relativ
prim pozitiv egészek négyzetsszege oszthaté n-nel. Bizonyitsatok be, hogy létezik 2025 egyméast kdvets pozitiv egész,
melyek mindegyikét megette a goblin!

Beke Csongor feladata

Megoldas: Legyen f(n) az n-hez relativ prim, nala kisebb szamok négyzetosszege. ElGszor vizsgaljuk
azt az esetet, amikor n = p* valamely p primszamra és k € N-re. Ekkor

pk_l pk—l_l
O =7 - > i)’
i=1 j=1
DRt 1) (M —)pr(2p T - 1)
- 6 —p 6
k
=E (0 - D@ -1 - 0" - Dp@t - 1)

Lathato, hogy a zarojelben 1év6 kifejezés 1 maradékot ad p-vel osztva, ezért v,(f(pF)) = k — v, (6),
ahol vp(a) az a szam primtényezss felbontasdban p kitevSje. Azaz, ha p # 2,3, akkor pF-t megette a
goblin, ha p = 2,3, akkor pedig nem, viszont ebben az esetben is p*~!|f(p¥).

Legyen n = p* - M, ahol p nem osztja M-et. Ekkor a kinai maradéktétel miatt barmely p*-nal
kisebb, p*-hoz relativ prim i-re és M-nél kisebb, M-hez relativ prim j-re pontosan egy olyan p* - M-nél
kisebb, p¥ - M-hez relativ prim £ szam létezik, amire £ =4 (mod p¥) és £ = j (mod M). Tehat minden
ilyen i szamhoz pontosan ¢(M) olyan 0 < £ < p¥ - M szam van, ami p* - M-hez relativ prim, és £ =i
(mod p*), ahol ¢(M) az M-nél kisebb, M-hez relativ prim pozitiv egészek szama. Ezért

F@"- M) =¢(M) - f(p*) (mod p*).

Egy altalanos n = [[;*, pf" szamot tehat akkor evett meg a goblin, ha minden i-re ¢(n/ pf - f (pf )
oszthato pfi—nel. Ha p; # 2, 3, akkor a masodik tag oszthato pfi—nel, ezért az egész kifejezés is. Ha p; < 3,
akkor a korabbiak miatt az kell, hogy p; osztoja legyen gb(n/pfi)—nek. Ismert, hogy ¢(ab) = ¢(a)p(b), ha
a és b relativ primek, tehat az el6z6hoz az kell, hogy valamilyen p; # p;-re p; | ¢(p§j ) = pfjfl(pj - 1),
tehat p; | p; — 1. Ez p; = 2 esetében akkor teljesiil, ha n-nek van még egy primosztoja, p; = 3 esetében
pedig akkor, ha van 3k 4 1 alakd primosztéja.

Osszességében a goblin az olyan n-cket nem ette meg, amik vagy kettShatvanyok, vagy amik os-
zthatdak 3-mal, de nem oszthatoak 3k + 1 alakt primmel. Tehat tobbek kozott megette az Gsszes olyan
szamot, ami oszthaté 3k 4+ 1 alakd primmel.

Ezt hasznalva most talalunk 2025 egymast kivets szamot, amiket megevett a goblin. Ismert, hogy
van végtelen sok 3k+1 alaki primszam, legyen ezek koziil néhény p1, po, . . . , pagos. A kinai maradéktétel
szerint van olyan n egész, amire n +i = 0 (mod p;) minden i-re, hiszen a p; szdmok paronként relativ
primek. Erre az n-re az n+1,n+2, ..., n+2025 szdmok mindegyike oszthaté 3k41 alakt primszdmmal,
tehat ezeket mind megette a goblin.
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E+44. Legyen p egy rogzitett primszam. A sik egy véges nemiires H ponthalmazéit nevezziik p-fantasztikusnak, ha
tudunk ugy pozitiv egészeket irni H pontjaira, hogy az alabbi hdrom feltétel mindegyike teljesiiljon.

e Nincs H Osszes pontja egy egyenesen.
e Létezik olyan H-beli pont, amin p-vel nem oszthatd szam van.

e Ha egy egyenes legaldbb két H-beli pontot tartalmaz, akkor a rajta fekvd pontokra irt szamok &sszege oszthato
p-vel.

Hatéarozzatok meg p fliggvényében a p-fantasztikus ponthalmazok lehets legkisebb elemszamat!
A H-beli pontokra pontosan egy szdmot frunk, a tobbi pontra nem irunk szimot.

Beke Csongor feladata

Megoldas: A lehetd legkisebb ilyen ponthalmaz p + 1 méretd.

Elgszor mutatunk egy p 4+ 1 mérett, p-fantasztikus ponthalmazt.

Legyen H az p pont egy egyenesen, valamint egy pont, ami nincs rajta ezen az egyenesen. Ha az
egyenesen 1évé pontokra 1l-et, a p 4+ 1-edik pontra pedig p — 1-et irunk, akkor az olyan egyeneseken,
amin ez a pont rajta van, 1 + (p — 1) = 0 (mod p) lesz a pontokra irt szamok Osszege, ezeken kiviil
pedig csak az az egyenes van, amin az 0sszes tobbi pont rajta van, ezen p-1 = 0 (mod p) az Osszeg,
tehat H tényleg p-fantasztikus.

Ratériink annak a bizonyitaséara, hogy egy legfeljebb p méreti H halmaz nem lehet p-fantasztikus.
Tegyiik fel indirekten, hogy H egy n < p méreti p-fantasztikus halmaz, és f: H — Z egy szamozéas,
ami teljesiti a feltételeket. A p = 2 eset kdnnyt, igy mostantdl feltessziik, hogy p > 3.

El6szor megmutatjuk, hogy a pontokra irt 6sszes szam Osszege oszthato p-vel. Legyen s a pontokra
irt szdmok Osszege, L azon egyenesek halmaza, amik tartalmaznak legalabb két H-beli pontot, és
minden ¢ € L-re legyen c(¢) a pontok szama f-en. Ekkor

=3 [<c<e> Y e - S

el Pel pPeH

FP) Y (e(t) — 1)] =Y f(P)(n—1)=s(n—1) (modp)

l:Pel pPeH

Mivel 2 < n < p, leoszthatunk n — 1-gyel modulo p, tehét p | s.

Tekintsiink egy tetszGleges P € H pontot, és az ezen atmend L-beli egyeneseket. Minden ilyen
egyenes mentén a pontokra irt szamok Osszege oszthatd p-vel, és ezeknek az Gsszegeknek az Gsszege
s+ (k—1)f(P), ha k egyenes megy a4t P-n. De nincs minden pont egy egyenesen, tehat 2 < k <p—1,
igy pt k— 1. Mivel p | s, ebbdl p | f(P) kovetkezik. P tetszsleges volt, igy minden ponton P-vel
oszthatd szam van, ami ellentmondas, tehat valoban nincs p 4+ 1-nél kevesebb ponta p-fantasztikus
halmaz.

2. Megoldas: Csak azt a részt bizonyitjuk, hogy a pontok szama legaldbb p + 1. A Sylvester-Gallai
tétel miatt van olyan egyenes, amin pontosan két H-beli pont van, legyenek ezek A és B. Legyenek
a rajuk irt szamok p-es maradéka rendre 1 és —1. (Ez feltehetd, hiszen kiilonben a rajuk irt szam
(mod p) inverzével szorozhatunk mindent, és nem valtozik az allitas.)

Egy A-n 4tmend, B-t nem tartalmazoé egyenesen a tobbi szam 6sszege —1, mig egy B-n atmend, A-t
nem tartalmazo egyenesen 1. Igy ha az A-n és B-n kiviili pontok sszegét tekintjiik, akkor kétféleképpen
leszamolva ez megegyezik az A-n atmend egyenesek (kivéve AB) szamanak (—1)-szeresével, és a B-n
atmend egyenesek (kivéve AB) szaméval. Azaz ahhoz, hogy ezek egyenlgk legyenek, van még legalabb
p darab egyenes, amik az A és B pontok koziil pontosan az egyiket tartalmazzak.

Ha vesziink egy P pontot H-bol, és azt a két egyenest, amik kozil az egyik dtmegy A-n és P-n,
mig a masik a&tmegy B-n és P-n, akkor az egyiken van még egy masik pont is, kiillonben ha a P-re irt
szam x, akkor 1 + 2 = —1 + & (mod p). Tehat van Osszesen legalabb 2 4+ p —1 = p+ 1 pont.
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E+5. Létezik-e olyan valés szamokbol allo korlatos ai,az, ... végtelen sorozat, amelyre |a; — a;j| > teljesiil

Ti—31 ]|
minden ¢ # j esetén?

Egy valds szdmokbdl dllo végtelen sorozatot korldtosnak neveziink, ha létezik hozzd egy M wvalds szdm, amelyre |a;| < M
teljesiil minden i esetén.

Varga Boldi feladata

Megoldas: Belatjuk, hogy az a,, = 3v/2 - {n - v/2} sorozat ilyen tulajdonsagi. Ehhez azt kell igazolni,

hogy tetsz6leges i > jre [3v2- {i-v2} —3v2- {jV2}| > ], amit atosztva elég, hogy

6 V3~ (G VB > s

A tortrészek kiilonbségének abszolut értéke vagy {iv2} — {jv2} = {(i — 7)v/2}, ha {iv2} > {jv/2},
vagy {jv2} —{iv2} =1—{(i - j)V2}.

A tovabbiakban jelolje ||z|| az x valos szam és a legkozelebbi egész eltérését, azaz ||z|| = min({z}, 1—
{:1:}) Ebbél vilagos, hogy [{i-v2} —{j7-v2}| > ||(i — 5)v/2|, igy elég megmutatni, hogy ||(i — j)v/2|| >
3 \[( 7 Ehhez az egyszertiség kedvéért jeloljiik a mindkét oldalon megjelend i — j valtozot k-val, és
legyen ¢ az (i—j)v/2-hoz legkdzelebbi egész szam. Ekkor tegyiik fel indirekt, hogy ||kv/2|| = |kv/2—£| <
3 fk Mindkeét oldalt kv/2 + ¢-lel megszorozva |2k% — (2| < kV2H - A al oldal egy nem nulla egész,

3kV2
tehat legalabb 1. Viszont a jobb oldalon kv/2 + £ < kv/2 + kv/2 + 1 < 3k/2, hiszen k > 1. Igy a jobb

oldal kisebb 1-nél, ami ellentmondas.
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