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1. feladat

Vizsgaljuk meg a gytiri egy kicsiny, az egyensuly bedlltakor z; hosszisagn szakaszat. Ennek

a szakasznak a feléhez egy
271'.171 . T

2-21R; 2R, (L)
kozépponti szog tartozik, ahol R; a gumi megnyult allapotdhoz tartozd sugara. Legyen F' a
vizsgéalt darabra az egyik oldalrdl haté er6. Mivel a gumi mar nem nyulik tovabb, és nem is
gyorsul, igy a masik oldalrdl is F' er6 hat a kis szakaszra. Ebbdl adéddéan a darabkara hato
ered6 eronek csak sugariranyi komponense van. Ez fogja biztositani a sziikséges centripetdlis
gyorsulast a korpalyan maradéshoz. Tehat felirhatjuk, hogy

90:

dm - w?R; = F,, (1.2)

ahol dm a kis darabka tomege, F, pedig az arra hato eredo eré nagysaga, melynek értékét az
oldalrél haté F' erck sugariranyu komponenseinek osszege adja:

F
F,=2Fsing ~2Fp= -1, (1.3)
Ry
A kis szakasz tomege felirhaté az alabbi modon:
miq
dm = ) 1.4
m 27TR1 ( )

Ekkor az (1.2), (1.3) és (1.4)-es egyenletek felhasznélasaval mar meghatérozhatjuk F' nagysdgat:

mw? Ry
2r

F= (1.5)

Most hatarozzuk meg a kis darabka rugoallandojat. Ehhez irjuk fel a Hook-torvényt a teljes
gumira, illetve a kiszemelt kis gumidarabra:

D.dx = Dds, (1.6)

ahol dzx és ds a kiszemelt darabka, illetve a teljes gumi megnytulasa; D, és D pedig rendre ezek
rugballanddja. Felhasznalva, hogy a gumiban ébredd erd csak a relativ megnytlastél figg (mely
alland6 a gumi mentén), felirhatjuk hogy

dx ds

DIIof = D27TRO

1.7
Zo 27TRO’ ( )

s sz

de_ ds (1.8)
o N 27TR0' .
Innen pedig
2 2
p, — p2h _ p2rih (1.9)
Zo T
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adodik, hiszen a gumi mindenhol egyenletesen nytlik meg, igy Ro/xg = Ryi/x1 (mivel a kis
darabhoz végig ugyanakkora kozépponti szog tartozik). Igy mar a kis szakasz eredeti hosszahoz
képest vett Ax = x1 — o megnytlasa kiszamithato:

F mw? Ry T mw?

A = — . p— .
T D, or  2nRD _ 4m2D

x1. (1.10)

Ebbdl a teljes gumi As megnytulasara felhasznalva, hogy a relativ megnytlas az egész gumi
mentén allando

mw? mw? Ry
As = .92 = 1.11
$= mp =5 (1.11)
adodik. Nyilvan
so = 27 Ry, (1.12)
valamint
So-'-AS =27 (R0+AR>, (113)

ahol sgp a gumi anyaganak eredeti hossza és AR a gumi sugaranak a valtozasa a nyujtatlan
allapothoz képest. Igy a sugar valtozasa

As  mw’R,
AR="—= . 1.14
i 27 472D ( )
Mivel az adott w-hoz tartoz6 sugar Ry = Ry + AR, igy
2
mw
AR = —— A 1.1
R 472D (RO + R) ) ( 5)
amit AR-re rendezve a 2
AR = %0 (1.16)

472D — mw?

Osszefiiggésre jutunk, amelyhez Ry-t hozzdadva megkapjuk az adott w-hoz tartozé sugarat

’R A D
Ri=Ry+- =™ _ °7 Rol. (1.17)

472D — mw? 4Ar2D — mw?

Megjegyzés: A feladatot az energiaminimum elvével is meg lehet oldani. Ehhez érdemes bevezetni
a J osszperdiiletet, mely a keresett staciondrius allapotban az w szogsebességhez és a gumi
alakjat leir6 R sugdrhoz tartozik (és az Osszes tObbi vizsgélt allapothoz, mivel egy virtudlis
sugarvaltozds okozta megnytlas soran a perdiilet megmarad):

J = mRiw(R,) = mR*w(R),

1 121

1 1 1
E(R) = -mv® + ~DAs* = ~mR°w(R)* + ~DAs(R)* = ~DAs(R)*.
(R) 5" + 5 DAs 2mR w(R)* + 5 s(R) 5 R +3 s(R)
Ezt kévetéen E(R) minimumét megkeresve (dF/dR = 0) majd felhasznélva, hogy ezen értéket
R = R; esetén veszi fel szintén az (1.17) eredményre jutunk. Ezeket kovetSen a d*E/d’R

derivaltat is kiszamithatjuk, ha az elrendezés stabilitasat szeretnénk megvizsgalni.
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2. feladat

El6szor szamoljuk ki a bolygd kozéppontja felett z magassagban a gravitacioés gyorsulas
nagysagat! Mivel a bolygd h magassaga sokkal kisebb a sugardnal, tekinthetjik azt egy vékony
korlemeznek. Vizsgaljuk meg, hogy egy m tomegi testre mekkora erdé hat! Vegyiink a kozép-
ponttél r tavolsagra egy dr szélességli korgytirtit, ennek 6ssztomege dM. A szimmetria miatt a
vizszintes er6komponens zérus. A z iranyu erd:

dF_Gm~dM z
TRt g

ahol a masodik tényez6 az erd és a fliggbleges tengely altal bezart szog koszinusza. A gytri
tomegét kifejezhetjiik a bolygd stirtiségét felhasznalva:

(2.1)

dM = oh [(r +dr)?m — r27r} ~ 2w ohrdr. (2.2)

Ezt behelyettesitve
2nrhomG z

N R oy

adodik. A teljes henger altal kifejtett erot integraldassal kaphatjuk meg:

dF, =

dr (2.3)

R r
Fz(z) = mgz(z) = 27TthGZ/0 W dr. (24)
Az integral kiszamolasa és egyenletrendezés utan:
1 R
9:(2) = 2mhoG=z [—] (2.5)
addédik, amibe a hatarokat behelyettesitve:
z

A kovetkezd 1épésben ki szeretnénk szamolni a gravitacioés gyorsulas sugariranyu komponensét
a bolygd kozéppontjan atmend fliggoleges z tengelyhez kozel. Ehhez ki kell hasznalnunk, hogy
a gravitacios mez6 forrasmentes a bolygén kiviil, tehat egy térfogat felszinein be- és kiaramld
fluxus nulla. Vegyiink egy vékony dz magassdgi, r sugart hengert zo > h/2 magassigban,
melynek tengelye egybeesik a bolygd tengelyével. Ekkor a kévetkezo Osszefliggést irhatjuk fel a
9:(z) és g.(r, z) komponensek kozt:

g:(20 + dz) - r*m + g,(r, 20) - 27rdz = g.(2) - r*m. (2.7)
Atrendezve az egyenletet:

—r?71 [g.(20 + d2) — g.(20)] = 277 - g, (7, 20) - d. (2.8)

3/11. oldal



kategoria

A &
Helyi fordul6 (2025. november 14.) v . ® Megoldokulcs

Ahogy dz-vel tartunk nulldhoz, bal oldalon megjelenik ¢, z szerinti derivaltja:

r dg,
gr(r,20) = —= - ) (2.9)
2 dz =z
Behelyettesitve a (2.6)-os egyenlet eredményét, és a derivalast elvégezve:
(r, 20) = = - 21hoG ! % (2.10)
g,(r,20) = = - 2mwho — . .
V2 JRE+ (R +2))
Innen rendezés utan: L OR2C
gr(r,20) =7 The (2.11)

(R? + 23)2
Mivel feltettiik, hogy a kerekasztal méretei joval kisebbek a Diiranusz méreteinél, a sérok moz-
gasanak leirasakor hasznalhat6 a zyp = h/2 Osszefiiggés. Lathat6, hogy a gyorsulds egyenesen
aranyos lesz a kitéréssel, és ellentétes iranyt azzal, hiszen a gravitacios er6 mindig vonzo.

Szamoljuk ki, hogy Lancelot mennyi idé alatt juttatja a korsot az asztal tuloldalara. A
kormozgas feltétele a kezdeti pillanatban, ha az asztal sugara r,:

9 ThoR*G
MWL Ty = mra(

R2 + h2/4)% 212

Mivel az er¢ a keriilet mentén végig alland6 nagysagi, igy valoban egyenletes kormozgast végez

a korso. A szogsebesség:
hoR2
oy — | TheG (2.13)
(R% + h?/4)2

Egy félkor megtételéhez sziikséges ido:

s _\IW(R2+h2/4)S | TR

t = — = ~ . 2.14
P hoR?*G hoG ( )
Most szamoljuk ki Artur esetén is a tuloldalra jutas idejét. A mozgasegyenlet ekkor:
hoR*G
a4 = —— Ty (2.15)

(R? 4 h?/4)?
Latszik, hogy a mozgasegyenlet egy harmonikus rezgémozgasra vezet a kovetkezd korfrekven-

ciaval:
h 2
wp = | ThelG (2.16)
(R? + h2/4)3

Eszrevehetd, hogy wi, = wa. Tovabba a keresett id6 Artir esetén szintén egy fél periddus

megtételéhez tartozik, igy:
T TR
th=—=1lL=\[—| 2.17
A WA L hQG ( )

Tehat Artur és Lancelot sorei azonos id6 alatt jutnak az asztal atellenes oldalara.
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3. feladat
(a)

Ahogy kirdzzuk a COo-t a palackbdl, folyamatosan n6 a gaztérben taldlhaté részecskék
széma, tehat a nyomas is, egészen addig, amig ki nem repiil a palackbdl a dugé. Vizsgaljuk azt
az allapotot, amikor a dugd mar majdnem elhagyta a palack szajat. A kirepiilés feltétele:

PaA > mg+ S+ piA, (3.1)
ahol p, a gaz nyomasa a kritikus helyzetben. Ezt kifejezve:

mg + S
pa= " 4 (3:2)

A kezdeti és a kritikus allapotokra felirhatjuk az egyetemes gaztorvényt:
poVb = noRT, (33)

pa‘/:at = TLaRT, (34)

ahol ng a kezdetben, n, pedig a kritikus pillanatban a gaztérben talalhaté gézmolekuldk (el6szor
levegd, utédna levegd és COq) anyagmennyisége. A (3.4)-es egyenletbdl p,-t kifejezve:

na BT
o = ) 3.5
p v (3.5)
Ezt behelyettesitve (3.2)-be:
n.RI'  mg+ S
= ) 3.6
V. 1 + Dx (3.6)
Innen n,-t kifejezve:
Vo (mg+ S
2 = : 3.7
"= RT ( AP “) (3.7)
A pezsgobol kiszabadult CO, anyagmennyisége:
Am
An = , 3.8
Meo, (3.8)

ahol Am a kiszabadult CO, tomege. Ez alapjan a kritikus pillanatban a gazmolekuldk anyag-
mennyisége:

Am
Na = Ng + Moo, (3.9)
A (3.3)-as egyenletbdl ng értékét beirva:
Vo A
= Do, 2W (3.10)

" T RT T Moo,
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Ezt visszairva (3.7)-be:

pOVO+ Am V, (mg—i—S
RT ~ Mco, RT A

A dugé kiszabaduldsa miatti térfogatvaltozas alapjan V,:

). o

V, = Vo + Ad. (3.12)

Ezt behelyettesitve (3.11)-be, atrendezéssel megkaphaté Am:

~ Mco, <VO + Ad

Am = BT ) (mg +8) + p(Vo + Ad) — pOVO> : (3.13)

Ezt felithatjuk nmg alakban is, ahol 7 a keresett ardny. Innen -t kifejezve:

- moRT A

Mco, (Vo+ Ad
== ( - (m9+5)+pk(%+Ad)—poVo> : (3.14)

(b)

Erdemes a problémét az iiveghez rogzitett koordindta-rendszerbdl vizsgélni. Ebben a rend-
szerben a levegore a forgas miatt centrifugalis eré hat, igy a légtomeg a dugd felé tolodik el.
Emiatt a forgastengelynél lecsokken, a dugénal pedig megné a nyomas. Vizsgaljuk meg el6szor,
hogy az tliveg aljatél z tavolsagra mekkora lesz a nyomas. Ehhez tekintsiink az iiveg aljatol x
tavolsdgra egy dz szélességli, A(x) feliletli leveg6darabot, ahol A(x) az tiveg keresztmetszete az
adott helyen. Mivel a szogsebességet lassan noveljiik, igy ez a levegddarab végig egyensulyban
lesz. A ré hato erdket felirva:

A(z) - p(x + dx) = A(x) - p(x) + dm - zw?, (3.15)

ahol dm jeloli a légdarab tomegét. Ezt kifejezhetjiik a stirtiségével és a térfogataval, mely ese-

tiinkben dV = A(x) - dz. Igy
A(x) - p(x +da) = A(x) - p(x) + 0A() - do - 2w (3.16)
Leosztva A(x)-szel, a nyomaskiillonbségeket egy oldalra rendezve, majd da-szel is osztva:

p(z + dz) — p(z)
dz

=0 1w (3.17)

Ahogy dz-szel nulldhoz tartunk, az egyenlet bal oldalan éppen a nyomas x szerinti derivaltja
jelenik meg:

d
£ = ow’x. (3.18)
Az egyetemes gaztorvénybol a levegd siirtisége:
pM
=—. 3.19
0=Fr (3.19)
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Ezt behelyettesitve (3.18)-ba:
dp WM
dz ~ RT
Ez egy szeparalhato differencial-egyenlet, melynek megoldasahoz a valtozdkat érdemes kiilon
oldalra rendezni:

P (3.20)

w?M
RT

Ezutan az egyenlet mindkét oldalat integraljuk, ehhez érdemes a valtozokat mashogy elnevezni
(pl. p, ), hogy a hatarokkal ne keverjiik éket:

1
—dp = xdx. (3.21)
p

P 1 z WM
—dp = zdz. 3.22
[ =[5 (3.22)
Hasznaljuk ki, hogy az iiveg forgastengely fel6li végénél a nyomas pq, és végezziik el az integra-
last: 20 f
p w 2
In|— | = : 3.23
" <p1> 2RT " (3.23)
Innen p(x) kifejezhetd:
M
p(z) =p1 - exp (C;RT‘#) . (3.24)
Figyelembe véve, hogy a dugora is hat centrifugdlis ero, felirhatjuk a kirepiilés feltételét:
WM _, dy o
“P1 — > . .
A-py exp<2RTL>+m(L+2>w > S+ prA (3.25)
Ismeretes, hogy ha x < 1, akkor hasznalhatjuk az alabbi kozelitést:
"~ 1+ (3.26)
Ezt, valamint a feladatban megadott kozelitést felhasznalva:
WM L? d
App (1 + ———— L+ - |w?> A. 2
p1<—|— 2RT>+m( +2>w > S+ (3.27)

Kiemelve w?-et:

L Ap M L2 +2m (L + ) RT
2RT

)zs+mM—m> (3.28)

Innen a kritikus szogsebesség:

w=V2RT - 5+ Alpe = p1) . (3.29)
ApyML2 +2m (L + ¢) RT

A forgastengelynél a levegd siirtisége:
piM
= , 3.30
“ =R (3.30)

Ezt behelyettesitve:

W= J 25+ 2A(pe = p1) (3.31)

N Ao L% +2m <L+ %) '
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4. feladat
(a)

Rogzitett atommag esetén a mozgas egyszeriibben leirhat6. Az alfa-részecske kezdetben
kozeledik a mag felé¢, am a Coulomb-taszitds miatt ezt lassulas és irdnyvaltoztatas kiséri. Egy
ponton sebessége merdleges lesz a vonzécentrumhoz huzott sugarra — ekkor lesz a két test
tavolsaga minimalis —, majd gyorsulva tavolodni kezd, és tavozik a végtelenbe.

A minimalis d,;, tavolsdg az energia- és perdiiletmegmaradas torvényei alapjan hatéroz-
haté meg. Kezdetben az alfa-részecskének lényegében csak mozgdasi energiaja van, a kérdéses
idopillanat elérésekor ez részben elektrosztatikus kolcsonhatasi energiava alakul:

1 2 1 2 kQq

. 4.1
dmin ( )

Itt v, a vizsgdlt idopillanatban elért minimalis sebesség. A perdiilet kiszamitasahoz felhasz-
nalhatjuk, hogy kezdetben a helyvektornak a sebességvektorra merdleges vetiilete éppen a b
impakt paraméter, a kérdéses pillanatban pedig a két vektor egymasra meréleges, ezaltal:

mub = MUrinAmin - (4.2)

A (4.2)-es képletbdl a vy, mennyiséget kifejezve, majd azt a (4.1)-es kifejezésbe behelyettesitve
az alabbi masodfoku egyenletre jutunk:

2kQq

mu?

) -

min

Ain — b* = 0. (4.3)

Ennek nemnegativ, azaz fizikai megoldasa megadja a keresett tavolsagot:

2
o = 24 +J (MQq) + 2. (4.4)

mu? mu?

(b)

Rogzitetlen atommag esetén a mozgés valamivel bonyolultabb. A Coulomb-taszitas hatasara
egyenes vonalu egyenletes mozgast végez. Egy adott pillanatban, mikor a testek tavolsaga éppen
d, a koztiik haté Coulomb-erd kifejezhetd, mint:

kQq

(4.5)

Erdemes attérni a tomegkozépponthoz rogzitett vontakoztatési rendszerbe, ahol az alfa-
részecske kezdeti sebességének nagysdga v = v — mv/(m + M) = Mv/(m + M), az impakt
paraméter pedig &’ = Mb/(m+ M). Ebben a rendszerben az F' er6 értelmezhet6 tgy is, mintha
egy a tomegkozéppontban allo Q' toltésii test fejtene ki vonzd hatdst az alfa-részecskére. A
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részecske tomegkozépponttdl vald tévolsaga d = Md/(m + M), igy a rd haté ekvivalens erd
nagysaga:
kQ'q  (m+M)*kQ'q

F = ST 7 (4.6)
Az (4.5) és (4.6) egyenletek Gsszevetésébdl a Q' toltés kifejezheto:
M?
/
= Q. 4.
@ (m + M)? ¢ (47)

Ezzel az egyszeriisitett képpel problémankat visszavezettiik az (a) feladatrészben térgyalt
esetre, csupan a Q — @', v = V', b = b és dpin — dl;, cseréket kell elvégezniink. Korabbi
Osszefiiggéseinket felhasznalva:

, M kQ'q kQ'q\” kQq kQq\ Mb )
d . = ——dpin = b2 =—"= —= ) 4.8
w4+ M mu'? + J <mv’2 + mu? * mu? + m+ M (4.8)

Bevezetve az m* = mM/(m + M) redukalt tomeget, a minimalis tavolsdg korabbi (4.4) képle-
tlinkhoz igen hasonlé alakot olt:

2
A — 4 +J (qu> 2. (4.9)
m

*,02 m*UQ

Jél 1athatd, hogy ez altaldban nagyobb, mint az (a) feladatrészben, 4m kozelitéleg visszakapjuk
ugyanazt az eredményt, amennyiben M > m. A Rutherford-kisérletben hasznalt aranyatom-
magok az alfa-részecskéknél csaknem Otvenszer nehezebbek, rdadasul egy kristalyracs részeként
ennél is nagyobb tehetetlenséggel rendelkeznek. Emiatt jo kozelitéssel érvényesnek tekintheto a
rogzitett atommag egyszertisito feltevése.

5. feladat

Az alabbiakban két lehetséges megoldasi modszert is ismertetiink, melyek koziil az els6 szim-
metriak és az elektromos fluxus definicioja segitségével, mig a masodik az erévonal-struktira
teljeskortt megismerése altal ad véalaszt a feladatban feltett kérdésre.

Els6 megoldas

A feladatban szerepl6 elrendezésben a szigetelopélca altal kifejtett elektromos erok megoszt-
jak a fémhenger konnyen mozgd toltéseit. Az egyensilyi elrendezésben a fém felileti toltéseinek
elektromos mezeje megegyezik egy, a henger tengelyétél x = R?/d tavolsdgra elhelyezett —n
vonaltoltés mezejével. A probléma kvazi-kétdimenzids, igy tekinthetjiik egyetlen sikmetszetét,
ahogy a feladat dbrajan is tettiik.

Jelolje O a fémhenger tengelyének, A a szigetelopalcanak, B pedig a tiikkortoltésnek a ve-
tiiletét; a keresett erévonal fémhengerbe valo befutasi pontja pedig legyen M. Ut6bbi helyének
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meghatarozasahoz kihasznaltuk, hogy az erévonalak a fémhengerbe mindig merélegesen 1épnek
be. Az emlitett jeloléseket az 5.1. abra foglalja Ossze. FEzen észrevehetjiik, hogy az AOM és
MOB derékszogli haromszogek egymashoz hasonlbak, hiszen a titkortoltés-modszer kovetkez-
tében a befogdk d/R és R/x ardnyai megegyeznek. Emiatt a nagyobb haromszog A csticsnél
1év6 hegyesszoge megegyezik a kisebb haromszog M csticsnal 1évo szogével; jelolje ezt o).

M

5.1. abra. Az elrendezés sikmetszete, egyes nevezetes pontjaival és szogeivel.

A Gauss-torvény értelmében a szigetel6palcabdl kilépd minden erévonal a fémhengerbe ér-
kezik, mikézben egymast nem metszik. Az erévonalak a palcabdl izotrop médon 1épnek ki, igy
annak ¢ hosszu szakaszan a vizsgalt gorbe és tiikorképe altal bezart elektromos fluxus:
20 ml  anl

—

5.1
2T £y TEQ (5-1)

A fémhengerbe beérkezé ugyanekkora fluxus pedig kiszamithaté a valodi és a tiikortoltés ja-
rulékainak Osszegeként. Ezek kiilon-kiilon szintén izotrop mezét hoznak 1étre, igy az 5.1. dbra
alapjan:

B S N3 T C 1)

5.2
2T €0 2 g 2meg (52

Az (5.1) és (5.2) egyenleteket Osszevetve a keresett szog kifejezhet, mint o = 7/2 + 249.
Felhaszndlva tovabbd, hogy az AOM haromszégében tgv = R/d, adédik a végeredmény:

o= g + 2arctg <'§> : (5.3)

Varakozasainknak megfeleléen a d > R hataresetet tekintve az o = m/2 eredmény adddik, azaz
ha a szigetelopalca messze van a fémhengertdl, akkor utébbi R sugara elhanyagolhatéva, és az
elrendezés szimmetrikussa valik.

Masodik megoldas

A tikortoltés-modszer lehetdséget ad az erévonalak alakjanak pontos meghatarozasara is.
Megmutathatd, hogy az n és —n vonaltoltések potencialja logaritmikus tavolsagfiiggéssel rendel-
kezik. Igy a valodi- és tiikortoltések egy adott ekvipotencialis feliiletének vetiilete azon pontok
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mértani helye a sikon, amelynek az A és B pontoktdl vett tavolsagaranya allandé. Ezek az
ugynevezett Apolloniusz-korok. Az ezen korokre merdleges gorbesereg, amely megegyezik az
elrendezés erGvonalaival, szintén korokbdl all.

Feladatunk tehat innentél geometriai: egy olyan kort keresiink, amely tartalmazza az A,
B és M pontokat, és utobbi helyen érint6je merdleges az O kozépponti, R sugaru korre. Ezt
szemlélteti az 5.2. abra. Itt jol lathatd, hogy az AB szakasz F felezbpontja, és az erGvonal,
mint koriv K kozéppontja éppen R tavolsagra fekszik egymastél. Emiatt az AF K haromszog
A csticsndl 16v6 hegyesszogére, amelyet jelolje ¢, teljesiil a tgp = 2R/(d — R?/d) ésszefiiggés.

5.2. abra. A kor alaku erévonalakra vonatkozé geometriai probléma képe.

Felhaszndlva, hogy a keresett szog a = /2 + ¢, egyb6l megkapjuk a végeredményt:

s 2Rd

Ez a végeredmény konnyen Osszhangba hozhat6 az (5.3) egyenlettel, példaul a kétszeres szogek
tangensére vonatkoz6 trigonometriai azonossag segitségével:

2Rd 2R/d 2tg

YT PR T 1- (R 1-t0 7 (5:5)

Megjegyzés

A feladatban felhasznalt fizikai Osszefiiggések mélyebb megértéséhez (kilonos tekintettel
a tikortoltések modszerére és a kvazi-kétdimenzios elektromagneses problémakra) hasznosak
lehetnek a XVII. Diirer Verseny F+ kategéridajanak helyi 4. és donto 5. feladatai, a 2016-os
Eotvos-verseny 3. feladata, vagy pedig Richard Feynman Mai fizika konyvsorozatdnak 5. és 6.
kotetei.
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