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1. feladat

Mivel a feladat szerint ,hosszi id6 utan” a ko allandé nagysagu sebességgel halad a lej-
t6 sikjaval parhuzamosan, feltételezhetjiik, hogy a lava aramlasa mar allandoésult, és csak a
lejto irdnyaval parhuzamos sebességkomponenssel rendelkezik. Tehat minden folyadékdarabka,
valamint a ko is egyenes vonala egyenletes mozgast végez, a rd haté erdk ereddje zérus.

A lejto irdanyaval parhuzamosan felirva a kére a dinamika alapegyenletét:

mgsina = Fy, (1.1)

ahol F} a k6 aljara hatdé, folyadéktol szarmazé eré (mely egy, a ,tapadasi surléddshoz” hason-
16 jellengii eréként is elképzelhetd, hiszen a fels6 réteg és a ké egytitt mozognak); a feladat
nehézsége ennek meghatarozasaban rejlik.

Az utmutatasban leirt otletet alkalmazva bontsuk a lavat vékony rétegekre a lejté sikjaval
parhuzamosan és vizsgaljuk egy-egy ilyen kicsiny vastagsagu réteg mozgasat!

1.1. abra. A lava kicsiny rétegekre bontasa.

Legyen az egyenl$ vastagsagi rétegek szama N, ekkor egy réteg vastagsiga Ay = h/N.
Jelolje az i-edik kicsiny réteg lejtével parhuzamos sebességét u;. Ekkor az i-edik folyadékréteg
tetején (pozitiv y) fellépd nyirderd:

— Uj—1

u.
F = A2 1.2
AR, (1.2)

Mivel a folyadék is allanddsult allapotban van, minden kis rétegnek egyensulyban kell lennie.
Az i-edik rétegre felirva az erGegyenstilyt a lejtével parhuzamosan:

F;, 1 — F;, = 0AAygsina = F;,=F;,_1 — oAAygsina. (1.3)

A fenti egyenlet egy rekurziv képletet ad az egyes hatarfeliileteken fellép6 nyirderére, ezt meg-
oldva Fj-re a kovetkezo Osszefliggés adodik:

F, = Fy —i0AAygsin a, (1.4)
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ahol Fj a talajrol atadodo erd. Felhasznélva (1.1)-et, az N-edik erére a kovetkezd egyenlet irhatd
fel:

Fy = Fy=mgsina = Fy — NoAAygsin a. (1.5)
Kihasznalva, hogy AyN = h:
mgsina = Fy — pAhgsina, (1.6)
azaz a talajrol atadodoé ero:
Fy = mgsina + pAhgsin a. (1.7)

A legfels6 réteg (azaz a k) allandésult sebességét a kicsiny folyadékrétegek kozott bekovet-
kezo ,,sebességugrasok” Osszege adja:

U= Z(Ul - Ui_1)7 (18)

amely az (1.2) egyenlet alapjan:

U= iv;iZFl (1.9)
Behelyettesitve (1.4)-et Z
—z g: Fy —ioAAygsina) , (1.10)
majd felbontva az 0sszegzést az allando tagokat kihozva:
U= iZ (NFO—QAAygsinaiz) . (1.11)
i=1

A megmaradt 0sszegzés éppen a pozitiv egész szamok Osszege 1-t6l N-ig, melyre hasznalhatjuk
a jol ismert N (N + 1)/2 Osszegképletet:

U= Ay (NFO — 0AAygsin aw> . (1.12)
uA 2

Ismét felhasznalva, hogy AyN = h:

h N+1
U= A (FO — pAhgsin o 2]—; > . (1.13)
Behelyettesitve (1.7)-et és csoportositva a tagokat:
U_mghsina+hzggsina (1 N—i—l) _mghsina+hQQgsinaN—1 (1.14)
 uA 1 oON ) A 1 2N '

A diszkrét modellink az N — oo esetben adja vissza a folytonos folyadékot. Ekkor az N-t
tartalmazé tort hatarértéke 1/2, azaz a kapott osszefiiggés:

mghsina  h?pgsina
+
pA 2p
A fenti kifejezésben mar csak a keresett dinamikai viszkozitas az ismeretlen, erre rendezve:
hsina (mg n ogh
U A 2 )7

U= (1.15)

(1.16)

M:
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2. feladat

El6szor belatjuk, hogy — a gomb esetével analog médon — ha egy tomor ellipszoidot hasonld
ellipszoidok altal hatarolt héjakra bontunk, egy belso pont csak a belso héjak gravitacios hatasat
érzi. Tekintstiink egy tetszéleges P pontot az iireges, vékony héj belsejében, és vegytink két
ellentétes iranyu, kis A térszogli kupot. A kiapok a héjbol AA; és AA, felilletdarabokat
metszenek ki r; és 7y tdvolsdgokban. A térszog definicidja alapjan AA; = r?AQ. Mivel a
héjat hatarold feliiletek hasonléak és koncentrikusak, geometriai tétel, hogy a héj vastagsaga
latéiranyban mérve a két oldalon megegyezik (AB = C'D a 2.1. abran). A kivagott tomegek
aranya tehat csak a tavolsdgok négyzetével ardnyos (Am ~ r?), ami éppen kiejti a gravitacios
er6 1/r%-es csokkenését. Igy a két szemkozti felilletelem vonzasa semlegesiti egymast.

2.1. dbra. A geometriai tétel illusztracidja a targyalt elrendezésben.

A P pontban az 6sszes rajta kiviil esé héj gravitaciés hatdasa nulla, mivel az el6z6 érvelés
tetszoleges iranyra alkalmazhato. Azaz a P pont térerdsségét kizardlag a ponton atmenod, az
eredetivel hasonld belso ellipszoid hatarozza meg. Tehat egy tetszoleges r helyvektorral jelle-
mezheto pontban a gravitacios térerdsség:

r—x
g(r) =—-Go v Tz dv, (2.1)
ahol x a térfogati integral valtozoja.

Végezziink el egy \-szorosara torténé nagyitast a teljes rendszeren. Ezzel egy hasonld, de mas
méretii ellipszoidot kapunk. A poziciévektorok v’ = A\r, ' = Az és a térfogatelem dV’' = \3dV
transzformécidja utdn az integralbél A kiemelhets. Ekkor arra jutunk, hogy g(Ar) = Ag(r),
vagyis a térerosség linearisan fiigg a helyvektortol.

Felhasznélva a galaxis lapossagat, jo kozelitéssel minden mozgéas a galaxis sikjaban torté-
nik. Ekkor a gravitaciés eré galaktikus sikba es6 komponense biztositja az anyag centripetalis
gyorsulasat, igy:

mg(r) = mw?r. (2.2)

Mivel a gravitacios térerdsség linearis, kovetkezik, hogy a galaxis merev testként forog, allandé
w szogsebességgel:
v(r) = wr. (2.3)
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A mozgasi energia kiszamitasahoz sziikségiink van a rendszer tehetetlenségi nyomatékara és a
kinematikai adatokra. A tomegkdzépponti (vrk) és a kertileti (vyer) sebességek a mért adatokbdl:
VA + VB _ Ua—Up

UK = ———, Uger = WR = 2.4
= Ay, _ 24)
A forgasi ellipszoid z forgastengelyére vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka megegyezik egy R
sugaru, M tomegli homogén gémbével, mivel a z irdnyu lapitds nem valtoztatja meg a to-
megelemek forgastengelytél mért tdvolsagat, tehat © = 2M R?/5. A teljes mozgasi energia a

tomegkozéppont haladasabol és az akoriil torténd forgasbol adédik dssze:

1 1
Ekin = *M’U%K + 5@&02

2
1 vA+vB>2 1 (2 2) <?}A—?}B)2
=-M|—— —(=MR* )| ——— ) . 2.5
2 < 2 + 2\5 2R (2:5)
Egyszertisités utan a végeredmény:
M M
Eyn = 2 (va + vp)’ + o5 (v — vp)?|. (2.6)

Megjegyzés

Hogy teljesebb képet kapjunk, az aldbbiakban ki-
térink a feladat dtmutatdasaban megadott és a meg-
oldés soran felhasznalt geometriai tétel bizonyitasara.
Tekintstik ehhez a 2.2. abrén lathato affin transzformé-
ciot, amely két koncentrikus kort az esetiinkben vizsgalt
koncentrikus ellipszisekbe visz at.

Metssziik el az eredeti kort egy tetszoleges P bel-
s6 ponton athaladdé egyenessel, ekkor a metszéspontok
rendre A, B, C' és D. Legyen tovabba az A pontnak az
affinitas irdnyaban B-vel egy magassagba vetitett képe
A,. Hasonlbéan definidlhatjuk a D, pontot is. A fenti
pontok képei az affin transzformécié utéan A’, B’, C’,
D' Al és D

A kér szelire konnyen lathaté, hogy AB = CD, to-
vabba A, B =CD, és A, A= D,D. Az affinitas iranya-
val parhuzamos szakaszok hossza a transzformécié ha-
tasara A-szorosara csokken, mig a merdleges szakaszok
hossza valtozatlan. Igy A,B = CD, = A_B’ = C'D!,
illetve NAA, A = AL A" és ADD, = D'D’.. Mindezekbdl
a Pitagorasz-tétel felhasznalasaval konnyedén adédik a
kivant végeredmény: A'B’ = C'D'. 2.2. 4bra. A felhaszndlt geometriai té-

tel bizonyitasa egy affin transzforma-
ci6 segitségével.
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3. feladat

A feladatban kozolt leirds alapjan a kavitacié jelenségének szempontjabdl kritikus szakasz a
besziikiilt keresztmetszet. Itt ugyanis a kontinuitas torvénye alapjan az aramlési sebesség hirte-
len novekszik, ez pedig a Bernoulli-torvény értelmében a nyomés hirtelen csokkenését eredmé-
nyezi, ami éppen a kavitacio kivalto oka. Elsoként tehat hatdrozzuk meg a kavitacidhoz tartozo
kritikus géznyomas értékét!

A besziikiilt keresztmetszetben az aramlasi sebesség (kontinuitds alapjan, 6sszenyomhatat-
lan folyadékot feltételezve):

A
A()U[) = ?Oul — up = dug. (31)
Bernoulli-torvényét felirva egy a sziikiilet elotti és a sziikiiletbeli pontra:
1 1 1
Po + 59“3 =pi+t 59“% = P1=Dpo+ 59(“(2) —uj), (3.2)

majd a (3.1) egyenletet felhasznalva a szlikiiletbeli nyomas:

p1 = po — 120uf = 42 kPa. (3.3)

Kavitacié abban az esetben torténik, ha a telitett géznyomas eléri a fentiekben kiszamolt nyo-
masértéket, azaz pr., = po = 42kPa. A mellékelt telitett géznyomas—hdémérséklet grafikon
alapjan az ehhez tartozé hémérséklet: Ti ~ 76 °C.

Mivel a feladatban kozolt abra alapjan a filitoelem éppen a kritikus keresztmetszet el6tt
helyezkedik el, ezért a kavitacio jelensége akkor lépne fel, mikor az els6, fiitoelembdl kilépd
folyadékdarabka homérséklete eléri Ty értékét. Tehat a teljes folyadéknak nem kell Ty,
hémérsékletre melegednie!

Hatarozzuk meg, hogy a flitéelemen athaladva mennyivel novekszik a viz hémérséklete!
Ehhez elscként irjuk fel a tervezett paraméterek mellett kialakuld a tomegaramot:

D2
m=p Zﬁuo. (3.4)
Ezt felhaszndlva a homérséklet-novekedés:
P 4P
ATlf = — = =0,81°C, (3.5)

ey megougDE
tehat a teljes viztomegnek ennyivel kisebb homérsékletet kell elérnie a kritikushoz képest, hogy
a kavitaci6 kialakulhasson. A sziikséges hokozlés:
Q = cemAT = eym(Tiir — ATy — Tp). (3.6)

Ez alapjan a melegités idétartama a megadott fiitGteljesitményt felhasznélva:

Q o Cvm(Tkrit - Ajjf - TO)

=== 3.7
- > , (37)
a numerikus értékeket behelyettesitve:

[t = 5767 s ~ 96 min|. (3.8)
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4. feladat

A legkulsé (dbrén is lathat6) feketedoboz ellenallasat jelolje R3. Vegyiik észre, hogy a teljes
rendszer mindossze annyiban kiilonbozik ennek a doboznak a belsejétdl, hogy ez utébbiban
minden ellenallas a-szorosa az eredeti aramkor ellenallasértékeinek. Tehat mig az eredeti rend-
szer i. szintjén a bal fels6 ellenallas o’ ~' Ry, addig a doboz 4. szintjén ugyanez az ellenéllds o’ R;.
A Kirchhoff- és Ohm-térvények linearitdsa miatt ez azt jelenti, hogy

Rg = OéRe, (41)

ahol R, a teljes rendszer eredd ellenallasat jelenti a C' és D pontok kozott. A felsé agban sorosan
kapcsolodik Ry és R3, mig az als6 agban R és az ismeretlen . Ennek megfelelden a felsd, illetve
alsé ag eredo ellenallasa:

Ry = Ry + Rs, (4.2)
Ra = R2 + x. (43)

Az A és B pontok ekvipotencialisak, vagyis a két pont kozotti fesziiltség zérus. Ez azt jelenti,
hogy a felso és alsd agban azonos ardnyban oszlik meg a fesziiltség. Ezért a fesziiltségosztasra
az alabbi Osszefliggés irhato fel:

Ry R
—_— = 4.4
R R (4.4)
A definicidkat behelyettesitve:
Ry _ Ry (4.5)
Rl + Rg RQ +x ' .
Az egyenletet x-re rendezve:
Ry
= —R;s. 4.6
x R (4.6)
A teljes aramkor eredo ellenallasa a két 4g parhuzamos kapcsolasabol adédik:
RiR,
Re= ——. 4.7
Ri + R, ( )
A (4.5) Osszefiiggés szerint
Ry
R, = —Ry, 4.8
R (4.8)
amit behelyettesitve (4.7)-be, egyszerisités utan:
Ry
Re=—"FR 4.9
Ri+Ry 49
adddik, amibe (4.2)-t és (4.1)-et helyettesitve:
Ry
Ry =a———F(R1 + R3). 4.10
3= Ry + R2< 1 3) ( )
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Az egyenletet R3-ra megoldva:

OéRlRQ
Ry = . 4.11
s Rl + Rz(l — Oz) ( )
Ebb6l, valamint a (4.6) 6sszefuiggésbol a keresett z ellenallas:
aR3
= . 4.12
o R1 + Rg(l — CY) ( )

5. feladat

1. megoldas

A feladat megoldasahoz azt kell megérteni, hogyha egy test végigmegy egy pélyan, és egy
masik kétszer olyan gyorsan megy végig ugyanazon a palyan, akkor az utébbi sebessége kétszer,
gyorsulasa négyszer akkora lesz, mint az elobbié.

Ehhez el6szor nézziik meg, hogy mi torténne, ha ugyanabba az iranyba lénénk ki kiilon a
részecskéket, de a masodikat az elsénél kétszer nagyobb sebességgel. Irjuk fel a mozgasegyenle-

teket: 0 10
.. q .. q
=k—= = k——=7s. 5.1
Tegyiik fel, hogy az elsé egyenlet megoldasa 7. Vegyiik észre, hogy ekkor az ro(t) = 71 (2t) hoz-
zarendeléssel megadott 7, fiiggvény megoldasa lesz a masodik egyenletnek. Ennek igazolasdhoz

el6szor vizsgaljuk meg a gyorsulasok viszonyat a derivalas lancszabélya szerint:

P'o(t) = 471 (2t). (5.2)
Az elso, ri-re vonatkozd mozgasegyenletet behelyettesitve:
. . Qq 4Qq
m’l’g(t) = 4m1°1(2t) = 4]?77“1(275) = 7’]”2@). (53)
1 (2)° [r2()[?

Ebbél tehat 14thatd, hogy a fent definidlt 7, valéban kielégiti a masodik mozgasegyenletet. Igy
ha az egyik részecske végigmegy valamilyen tetszoleges palyan, akkor elviekben a masik test is
végig tud menni ugyanazon palyan, kétszer olyan gyorsan.

De mi hatarozza meg, hogy milyen palyan mozog a test? A kezdofeltételek! Tegyiik fel, hogy
az elsé test kezdéfeltételei r1(0) = r1(t = 0) és 1(0) = 71(t = 0). Ekkor észrevehetjiik, hogy
ro(t) = r1(2t) illeszthetd a masodik test kezdéfeltételeihez, mivel:

TQ(O) = ’l"l(O), T'Q(O) = 2?"1(0) (54)

Tehat a két test valéban ugyanazon a palyan fog mozogni, csak a masodik kétszer olyan gyorsan,
mint az elso.

Innen mar csak azt kell végiggondolni, hogy min valtoztat az, hogy a masodik testet az
ellenkezd iranyba 16jiik ki. Csak annyit, hogy ugyanazon palyan az ellenkez6 iranyba fog haladni.
A fentiek alapjan tehat a megtett utak ardanya 1 : 2, és a testek akkor talalkoznak, amikor a
kettejiikk altal megtett it Osszege kiadja a teljes palyat. Ez a palya egyharmadandl lesz, azaz
T'/3 idével az inditas utan.
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2. megoldas

A megoldas elsé 1épéseként hasznaljuk ki, hogy egy tetszdleges g > 0 toltés palyaja egy
rogzitett (Q < 0 toltés koriil olyan ellipszis, melynek a fél nagytegelye és a ¢ toltés teljes Ei
energidja kozti osszefliggés:

kQq
E, = . 5.5
t= 5, (5.5)
Ezt felhasznalva a feladat g toltésére:
1 o, kQq _ kQq
50 + o 20, (5.6)
mig a masik kis toltésre:
1 4kQq  4kQq
—m(2up)? = : 5.7
Qm( UO) + To 2a4q ( )

Az (5.6) és (5.7) egyenleteket 6sszehasonlitva latszik, hogy utébbiban egy néggyel valé egysze-
risités utan a, = a4, adddik, azaz a két mozgo toltés palydjanak fél nagytengelye ugyanakkora.
Mivel a kiindulaskor a két toltés egy pontbdl indul ellentétes iranyt sebességgel, igy a palyajuk
érintGje egyezik és tudjuk, hogy a palydk fékuszpontja és fél nagytengelye is ugyanaz. Ebbdl
kovetkezik, hogy a két test egy palyadn mozog!, ahogy az 5.1. 4bran lathaté.

~~~~~~~
”

________

5.1. abra. A toltések kiinduld elrendezése és palydja.

Az energiamegmaradas egyenletét a palya tetszOleges pontjara felirhatjuk. Az (5.6) és (5.7)
kozti 4-es szorzo miatt egy adott pontban a 4q toltés mindig kétszer akkora sebességgel halad,
mint a g toltésii test haladna azon pontban. Ezéltal a 4q toltés periédusideje T/2. (Ez Kepler
III. torvényének megfelels alkalmazdséval is adédik.)

IBéar az 4llitds nem teljesen trivialis, réviden beldthaté annak ismeretében, hogy egy ellipszis adott pontjabél
két fokuszahoz huzott vezéregyenesek szogfelezdje merdleges az ellipszis érintéjére. Konkrétabban, mivel a @
toltés helye, mint fékuszpont és a fél nagytengely adott, az egyetlen szabadsagi fokunk a masik fékuszpont
helyzete. Ennek kiilonb6z6 megvalasztisai esetén a fent emlitett szogfelezé més és mdas irdnyd, igy az arra
meréleges érintSk is. Osszességében tehat egyediil akkor eshet egybe a két palya érintdje, ha azok mésodik
fokuszai, és igy a teljes ellipszisek is azonosak.
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Osszefoglalva, a két toltés ugyanazon palyan halad ellentétes irdnyban, és az egyik teriileti
sebessége minden pillanatban dupldja a masikénak, tehat a toltések azon pontban taldlkoznak
Gjra, ahol 1:2 ardnyban suroltédk az ellipszis teriiletét. Ide pedig T'/3 id6 elteltével jutnak el az
indulastél mérten.
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