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E1. Bizonyitsatok be, hogy a 7-nek minden n > 1 egész szamra van olyan tobbszorose, amelyben a szamjegyek Gsszege
pontosan n.
Hegediis Dani feladata

Megoldas:

Az 1001 = 7 x 143 egy héttel oszthatd szam, ami szamjegyeinek Osszege ketts. Ha egy héttel
oszthaté szdmot megszorzunk egy pozitiv egésszel, akkor tovabbra is héttel oszthaté marad, illetve
héttel oszthatod szamok Gsszege is héttel oszthato. Igy példaul héttel oszthato 10010000 = 1001 x 1000
és emiatt 10010000 + 1001 = 10011001 is az. Igy ha egyméas mogé irjuk az 1001-et valahanyszor,
akkor is héttel oszthaté szdmot kapunk. Ezzel minden péros szdmra taldlunk olyan héttel oszthato
szamot, aminek annyi a szamjegyosszege. A 21 héttel oszthato, szamjegyosszege harom. Ha az el6bb
megtalalt paros szamjegyosszegi szdmokhoz 21-et adunk, ami szintén oszthato héttel, akkor a kapott
héttel oszthatd szam 1001 helyett 1022-re végzddik, igy 3-mal nétt a szimjegyek 6sszege. Ezzel minden
haromnél nagyobb paratlan szamra is talaltunk megfelels héttel oszthatoé szamot, azaz belattuk a
feladat allitasat.



XIX. Durer
Verseny

kategoria

. &
Dont6 (2026. februar 6-8.) A # Kifejtés megoldokulcs

E2. Az ABCD rombuszban az oldalak hossza 1 hobbitlab, illetve BCD< = 150°. Legyen az AC és BD atlok
metszéspontja F, tovabba a BC' oldal felez6pontja F'. Legyen az F-b&l AB-re éllitott merdleges talppontja G. Mekkora
az F'G szakasz hossza?

Hegediis Dani feladata

Megoldas: Mivel E az atlok metszéspontja, ezért E felezi az AC szakaszt. Tudjuk tovabba, hogy F
felezi BC-t. Igy EF kozépvonal az ABC haromszogben, igy EF parhuzamos AB-vel. Tudjuk tovabba,
hogy EG merdleges AB-re, igy EF-re is. Vagyis az EGF haromszogben E-nél derékszog van. Igy a fela-
datban kérdezett GF szakasz hosszat kiszamolhatjuk a Pitagorasz-tétel segitségével. Ehhez sziikségiink
van a két befogo, vagyis az EF és EG szakaszok hosszara.

Lattuk mar, hogy E'F kozépvonal ABC-ben, vagyis % = % = % Viszont AB a rombusz egy
oldala, vagyis AB = 1, amibdl azt kapjuk, hogy FF = %

Legyen H a C-bdl az AB szakaszra allitott meréleges talppontja. Tudjuk, hogy BC D< = 150°,
amibdl kovetkezik, hogy ABC< = HBC< = 30°. Ekkor viszont BCH egy szabalyos haromszog fele
(agynevezett félszabdlyos hdromszdg), mert BHC< = 90°. Egy ilyen haromszogrdl ismert, hogy az
atfogd a rovidebb befogo kétszerese, vagyis esetiinkben BC' = 2-C'H, de tudjuk, hogy BC' = 1, mert ez
a rombusz egy oldala, igy CH = % Tudjuk, hogy CH és EG is merSleges AB-re, ezért parhuzamosak
egymassal. Ebbdl kovetkezik a parhuzamos szel6 szakaszok tétele miatt, hogy gg = ﬁ—g = %, amibdsl
kapjuk, hogy EG = 1.

Végiil csak az maradt hatra, hogy a Pitagorasz-tételt alkalmazzuk az EGF haromszogre: EG? +

EF? = FG2, amibe behelyettesitve FG = 1/(1)? + (1) = /3 + & = ¥5 hobbitlab.
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E3. Gabor vendéglsjében csak kétféle ételt tudnak késziteni, f6tt grifftojast és grillezett sarkanyhiust. Sajnos a vendégls
konyhéja kicsi, ezért minden nap pontosan az egyik ételbdl készitenek. Gabor ugy szeretné meghatarozni jovére az akcios
napokat és az ételek sorrendjét, hogy az akcids napokon is felvaltva legyen a két étel és a nem akcidés napokon is. A
beszallitonak az egzotikus alapanyagok miatt mar most le kell adni az egész jové évre, hogy melyik nap melyikbdl
vigyenek majd a vendéglébe. Hanyféleképp tud Gébor rendelést leadni a beszallitonak, hogy megvaldsithassa a tervét
jovére, egy 365 napos évben?

Gabor vendégldje az év minden napjan kinyit. Két megrendelést akkor tekintink kilonbozonek, ha van olyan nap, amelyre
mdsféle alapanyagokat kér. A, két ételt kiilonbozd alapanyagokbol készitik.

Kowvdcs Benedek és Frakndi Adam feladata

Megoldas: Nevezziik blokkoknak az olyan, egymas utéani napokbél all6 sorozatokat, melyeken ugyanaz
az étel késziil.

El6szor is vegyiik észre, hogy nem lehet olyan blokk, ami 3 vagy annal t6bb napbél all. Ekkor
ugyanis a skatulyaelv miatt ezen napok kozott lenne legalabb két akciés nap vagy legaldbb két nem
akciés nap ugyanazzal az étellel, igy valamelyik tipusi napon sériilne az ételek valtakozasa.

Tehat minden blokk egy- vagy kétnapos (a tovabbiakban roviden: l-es vagy 2-es). Vegyiik észre
azt is, hogy két 2-es blokk koz6tt mindig paros sok 1-es blokknak kell lennie (beleértve természetesen
azt az esetet is, amikor nincs 1-es blokk koztiik, azaz a két 2-es blokk kozvetleniil egymés melletti).
Ezt indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy az x-edik és x 4 1-edik napok, illetve az y-odik és
y + 1-edik napok alkotnak 2-es blokkot, ahol y > = + 1, és a két blokk kozotti napok (z + 2., z+ 3., ...,
y—1.) pedig 1-es blokkok, melyekbdl paratlan sok van. Ekkor a két 2-es blokk kozt paros sok ételvaltas
van, azaz az ., £ + 1., y. és y + 1. napokon ugyanaz az étel késziil (mondjuk grifftojas). Vilagos, hogy
az x. és x + 1. napok koziil is pontosan az egyik akcids, és az y. és y + 1. napok koziil is. Azonban az
akciés napokon felvéaltva kell lennie az ételeknek, igy az = + 2., ..., y — 1. napok kozott paratlan sokszor
kell akcios napnak lennie. Ugyanez viszont elmondhaté a nem akciés napokra is, vagyis az « + 2., ...,
y — 1. napok kozott a nem akcios napok szama is paratlan. Osszesen igy az x + 2., ..., y — 1. napok
péros sokan vannak, ami ellentmondés.

Most belatjuk, hogy a fenti feltétel elégséges is. Azaz ha a 2-es blokkok kozott mindenhol péaros
sok 1-es van, akkor az akciés napok kijelolhetSk a feltételeknek megfelelGen. Egy lehetséges kijelolés
a kovetkez6: a 2-es blokkok els6 napja akciés legyen, a masodik pedig nem. Ezeken kiviil pedig az
Osszes 1-es blokk legyen akciés. Ekkor barmely két szomszédos 2-es blokkban kiilonbo6zé az étel, igy a
nem akcios napokon felvaltva lesznek az ételek. Mivel minden blokkban egy akciés nap van, az akcios
napokon is valtakoznak az ételek.

Egy megrendelést beazonosit az alabbi két informacio, melyek egymastol fiiggetleniil valaszthatok
meg;:

e az els napi étel,
e valamint az, hogy az 1-es és 2-es blokkok milyen sorrendben kovetik egymast.

Vilagos, hogy az els6 napi étel kétféle lehet. Most hatarozzuk meg, hogy hényféle lehet a blokkok
sorrendje. Lehet minden blokk 1-es, ez 1 eset. Most szamoljuk meg azokat az eseteket, amikor van
2-es blokk. Mivel a blokkok szerkezete olyan, hogy barmely két 2-es blokk kozott paros sok 1-es van,
ezért a 2-es blokkok kezdénapjai vagy mind paratlan, vagy mind paros sorsziami napon vannak. Utobbi
esetben az ételsorozatok felirhatok az elgbbi esetbdl kapott ételsorozatok tiikorképeként (mivel az év
napjainak szdma paratlan), igy e szimmetria miatt elegendé az el6bbi esettel foglalkoznunk.

Az évben az 1., 3., 5., ..., 363. sorszamu napok koziil mindegyik vagy kezdénapja egy 2-es blokknak,
vagy nem. Utobbi esetben az adott nap és az azt kovet nap is 1-es blokk, igy ez a 364/2 = 182
informacié meghatarozza a blokksorrendet, és mindegyikiik kiilon-kiilon megvalaszthato. Igy a blokkok
sorrendje 2'82-féle lehet, de azt az esetet mar az elején szamoltuk, amikor nincs 2-es blokk. Igy 2182 — 1
blokksorrendiink van; a tiikros esetekkel, valamint a csupa 1-es esettel egyiitt 2- (2182 —1)+1 = 2183 1,
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Osszességében tehat (az elsé napi étel szabad megvalasztasat is figyelembe véve) a lehetséges
megrendelések szama 2 - (2183 — 1) = 2184 _ 2,
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E4. Egy f:7Z%t — Z* fiiggvényt vardzslatosnak neveziink, ha minden n-re az n pozitiv osztéin felvett fiiggvényértékek
Osszege kettShatvany. Hatarozzatok meg a legkisebb olyan k pozitiv egészet, amelyre 1étezik olyan f varazslatos fiiggvény,
hogy az f(1), f(2),..., f(2026) szamok mindegyike legfeljebb k.

A 77 a pozitiv egész szamok halmazdt jeloli. Az n pozitiv osztdi kézé beleértjik az 1-et és az m-et is. Azon szdmokat
tekintjik kettGhatvanyoknak, amik a 2 nemmnegativ egész kitevds hatvdnyai.

Varga Boldi feladata

Megoldas: A legkisebb ilyen szam az 512.

Elgszér megmutatjuk, hogy ennél kevesebb nem lehet. Legyen f¥(n) az n pozitiv osztoin felvett
fliggvényértékek Osszege.

Ekkor fT(1) < f(2) < ... < f1(1024) kiilénb6z6 kettShatvanyok, tehat fT(1024) > 1024, és
fH(512) < f7(1024). Ebbol £(1024) = f+(1024) — f(512) > 1 f+(1024) > 512.

Mar csak adnunk kell egy konstrukciot, amire ez lesz a valasz. Irjuk fel n > l-et p{"'p5?.. Rk
alakban, ahol a p;-k paronként kiilonb6z6 primszamok, valamint «; € ZT minden 1 < i < k-ra. Ezt
hasznalva legyen f(n) = 2¢1+e2+Fa% =k Valamint legyen f(1) = 1.

Ha n < 2026, akkor ay + ag + ... +ap < 10, és n > l-re k > 1, tehat f(n) < 512. Igy mar csak
azt kell belatni, hogy fT(n) kett6hatvany lesz minden n-re.

Ezt n killonb6z6 primtényezinek szamara vonatkozé indukciéval bizonyitjuk. Ha n = p®, akkor
ffn)=f)+ fp)+...+ f(p) =1+20 421 + ...+ 2971 = 2% ami kettShatvany.

Most tegyiik fel, hogy n-nek van legalabb két kiilonb6z6 primosztoja. Ekkor 1éteznek egymashoz
relativ prim a és b pozitiv egészek, melyekre ab = n, és a-nak és b-nek is kevesebb primosztdja van,
mint n-nek. Példaul a fenti primtényezs felbontést hasznalva a = pi*, b = 2 jo vélasztés.

Vegyiik észre, hogy ha a és b relativ primek, akkor f(ab) = f(a)f(b), valamint ha a osztoi
ai,az,...,a; és b osztéi by, by, ..., by, akkor ab osztéi felirhatok a;b; alakban, ahol 1 < ¢ < [ és
1 < j < m, hiszen ezek mind osztjik ab-t és kiilonbozsk. Ebbsl f(n) = f(a1by) + f(aibe) + ... +
flarbm) + flagbi) + ... + f(azbm) + ... + fabi) + ...+ flabm) = f(a1)f(b1) + f(ar) f(b2) + ... +
F(@0) f(bm) + F(@2) FB1) + .+ F(a2)f(bm) + -+ F(@) [ (1) + -+ f(a2) f(bm) = (f(ar) + f(as) +
e @) (Fb1) + F(B2) + o+ FO)) = £ (@) B).

Az indukci6 szerint f+(a) és f7(b) is kettShatvany, tehét a szorzatuk, f+(n) is az, igy kész vagyunk.

Megjegyzés: a megolddsban kapott konstrukcio ugyanaz, mint az, amit ugy kapunk, hogy minden
n-re névekvd sorrendben f(n)-t bedllitjuk a legkisebb olyan értékre, amire f+(n) kettéhatvdny.
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E5. Sauron a végtelen egységnégyzetracsbol kitorolt néhany, akar végtelen sok racspontot ugy, hogy barmely két
kitordlt pont euklideszi tavolsaga legalabb d, ahol d egy rogzitett pozitiv szam. Ezutan Gandalf be szeretné jarni a meg-
maradt racspontokat a‘récsvonalak mentén agy, hogy mindig csak szomszédos megmaradt racspontra 1ép és mindegyiken
pontosan egyszer jar. Eszrevették, hogy Gandalf akdrhonnan is indulna, nem tudja a kivint médon bejarni a megmaradt
racspontokat. Hatarozzatok meg d Osszes lehetséges értékét, amelyre ez teljesiilhet.

Két megmaradt rdacspont akkor szomszédos, ha a tdvolsiguk 1.

Tarjin Berci és Varga Boldi feladata

Megoldas: Belatjuk, hogy d tetszdSleges lehet.

Minden péaros d tavolsagra konstrualunk egy olyan rédcsponthalmazt, amelyre igaz, hogy barmely
két racspont tavolsaga legalabb d, de a megmaradé racspontokat Gandalf nem tudja bejarni a kivant
modon.

Zarja ki Sauron azokat az (a,b) racspontokat, melyekre d|a és d|b.

Szinezziik ki sakktablaszertien a négyzetracsot fekete-fehérre. Mivel d péros, az Gsszes kizart pont
egyszind.

Tegyiik fel indirekten, hogy Gandalf be tudja jarni a megmaradt racspontokat.

A bejaras egy szakasza alatt olyan récspontokat értiink, melyeket Gandalf egymas utan jart be.
Minden szakaszon a fehér és fekete mezdk felvaltva vannak, tehat a szamuk kiilonbsége legfeljebb 1.

Tekintsiink tetszéleges n € ZT-ra egy dn x dn-es négyzetet, amiben nincs benne Gandalf kiin-
dulépontja. Ebben a bejart mez6k Gandalf utjan néhany diszjunkt szakaszra bomlanak, amiknek a
két-két végpontja a négyzet oldalain van, tehat legfeljebb 2(dn—1) ilyen szakasz van. Ebbél a négyzeten
beliil 1év6 megmaradt pontokon a fekete és fehér mezdk szamanak kiilonbsége legfeljebb 2(dn — 1).

A négyzet Ssszes pontjan ez a kiilonbség legfeljebb 1, a kizart pontokon pedig n?, tehat 2(dn—1) >
n? — 1.

Elég nagy n-re azonban n? — 1 > 2dn — 2, ami ellentmondas, tehat Gandalf valéban nem tudja
bejarni a megmaradt pontokat.
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E6. Jaték: A jatékvezets szétoszt egy kor mentén 6 mezdre Osszesen legfeljebb 30, de péaros szamu korongot. Két

jatékos felvaltva 1ép, egy lépésben a soron kovetkezd jatékos kivéalaszt két szomszédos vagy masodszomszédos mezdt,
melyek egyike sem iires, és elvesz roluk 1-1 korongot. Az a jatékos veszit, aki nem tud lépni.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdatékban! Ti donthetitek el a kezdddllds ismeretében, hogy a

kezdd vagy a mdsodik jdtékos borébe szeretnétek bujni.
Megoldas: Vegyiik észre, hogy barmelyik két kiilonb6z8 mez6rél tudunk elvenni korongot, kivéve két
szemkoztib6l. Tehat a jatéknak csak tgy lehet vége, ha egyaltaldn nem marad korong a palyan, vagy
ha csak két szemkozti mez6n marad korong. Valamint figyeljiilk meg azt is, hogy minden 1épés utan
paros sok korong marad.

Nevezziik nyerd, illetve vesztd allapotnak azokat, amelyekbdl a soron kévetkezs jatékos nyerni tud,
illetve nem tud nyerni.

Allitas: Egy allapot akkor és csak akkor veszt$, ha barmelyik két szemkozti mezét vessziik is,
azokon Osszesen paros sok korong van.

Ez kénnyen lathatoan teljesiil a végallapotokra (hiszen mint minden allapotban, azokban is paros
sok korong van). Minden lépésben a szemkozti mez6parok harom osszege koziil kettét csokkentiink
eggyel-eggyel. Ha a fenti allitas szerinti veszt6 dllapotban vagyunk, akkor barmit is 1épiink, egy mez&péaron
péros lesz az Osszeg, mig a masik két mez&péaron paratlan, igy a kapott allasra viszont mér nem lesz
igaz az allitas, onnan az ellenfeliink nyerni tud. Ha viszont nyerg allapotban vagyunk, akkor — mivel
az Osszes korong darabszama paros, és nem mindhérom Osszeg paros — az egyik Osszeg paros lesz, a
mésik ketté paratlan. Ekkor a két paratlan 6sszegli mez&péarnak valasszuk ki egy-egy olyan mezdjét,
amin van korong, és ezekrdl vegyiink el egy-egy korongot. Ez megtehets, hiszen a két kivilasztott mezé
kiilonb6z8 mezéparhoz tartozik, tehat nem lehetnek szemkoztiek. Ezzel az ellenfélnek olyan allapotot
hagyunk, melyben mindharom Osszeg paros, és igy az allitasunk szerint ez veszts allapot.

Igy a fenti allitas alapjan a kezdsallasnal el tudjuk donteni, hogy a kezds vagy a masodik jatékos
bérébe szeretnénk-e bijni, és a stratégidank az, hogy minden lépésben mindharom Osszeget pérosra
allitjuk.



