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E-+1. Egy f:7Z" — ZT fiiggvényt vardzslatosnak neveziink, ha minden n-re Zd‘n f(d) kettShatvany. Hatarozzatok
meg a legkisebb olyan k pozitiv egészet, amelyre létezik olyan f varazslatos fiiggvény, hogy az f(1), f(2),..., f(2026)
szamok mindegyike legfeljebb k.

A ZT a pozitiv egész szamok halmazdt jelsli. Azon szdmokat tekintjik kettéhatvdnyoknak, amik a 2 nemnegativ egész
kitevds hatvdnyai.

Varga Boldizsdr feladata

Megoldas: A legkisebb ilyen szam az 512.

1. megoldas:

El6szor megmutatjuk, hogy ennél kevesebb nem lehet. Legyen f*(n) = din f(d).

Ekkor fT(1) < f(2) < ... < f1(1024) kiilonb6z6 kettShatvanyok, tehat f7(1024) > 1024, és
fT(512) < f7(1024). Ebbol £(1024) = f+(1024) — fT(512) > 1 f+(1024) > 512.

Mar csak adnunk kell egy konstrukciot, amire ez lesz a valasz. Irjuk fel n-et Hle p;* alakban, ahol
a p;-k paronként kiilonb6zé primszémok, valamint o; € Z™ minden 1 < i < k-ra. Ezt hasznalva legyen
f(n) — gaitag+t..fap—k

Ha n < 2026, akkor ay + ag + ... + oy < 10, és n > l-re k > 1, tehat f(n) < 512. Igy mar csak
azt kell belatni, hogy > dn f(d) kettohatvény lesz minden n-re.

Ezt n kiillonb6z6 primtényezdinek szémara vonatkozo indukciéval bizonyitjuk. Ha n = p®, akkor
S F(d) =200 F(0') = 1+ 2001, 271 = 2%, ami kettGhatvany.

Most tegyiik fel, hogy n-nek van legalabb két kiilonb6zé primosztdja. Ekkor 1éteznek egyméshoz
relativ prim a és b pozitiv egészek, melyekre ab = n, és a-nak és b-nek is kevesebb primosztdja van,
mint n-nek. (Példaul a fenti primtényezds felbontast hasznalva a = pi*, b = 2 j6 valasztas.)

Vegyiik észre, hogy ha a és b relativ primek, akkor f(ab) = f(a)f(b), valamint ha ¢ | a és d | b,
akkor c és d is relativ primek. Ebbsl f(n) = Dela 2o fled) = 320 2oqp f(O)f(d) = fra)fr(),
hiszen n osztéi pontosan azok a szamok, amik elGallnak a és b egy-egy osztdjanak a szorzataként, és
ezek a szorzatok mind kiilénbo6zsk.

Az indukci6 szerint fT(a) és f1(b) is kettShatvany, tehat a szorzatuk, f(n) is az, igy kész vagyunk.
2. megoldas:

Az als6 becslést az els6 megoldés szerint csinaljuk.

A felsé becsléshez elGszor definialjuk fT(n)-t a kivetkezéképpen: ha n = Hle pyt, akkor fT(n) =
a1t ta

Erre igaz, hogy fT(n) kett6hatvany, tehat csak az kell, hogy van olyan f fiiggvény, ami mindenhol
egy pozitiv egész, és ezt az fT-t adja.

Ehhez hasznaljuk a Mobius-féle inverzios képletet, ami szerint

n 0, ha 3k : k?|d,
Fn) =" u(d) f*(g), p(d) = |

dn (—=1)%, ha d egyenls k kiilonbozd prim szorzatéaval.

Ebbdsl

s =S (3) = S (Vo oy (B st ot mos
dn 0 i=0

1=

ahol s = ay + ...+ ai, ami egy nemnegativ egész, tehit kész vagyunk.
Megjegyzés: mindkét megolddsban kapott konstrukcio ugyanaz, mint az, amit gy kapunk, hogy min-
den n-re novekvd sorrendben f(n)-t bedllitjuk a legkisebb olyan értékre, amire f¥(n) kettéhatvdny.
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E-+2. Sauron a végtelen egységnégyzetracsbol kitorolt néhany, akar végtelen sok racspontot gy, hogy barmely két
kitordlt pont euklideszi tavolsaga legalabb d, ahol d egy rogzitett pozitiv szam. Ezutan Gandalf be szeretné jarni a meg-
maradt racspontokat a‘récsvonalak mentén agy, hogy mindig csak szomszédos megmaradt racspontra 1ép és mindegyiken
pontosan egyszer jar. Eszrevették, hogy Gandalf akdrhonnan is indulna, nem tudja a kivint médon bejarni a megmaradt
racspontokat. Hatarozzatok meg d Osszes lehetséges értékét, amelyre ez teljesiilhet.

Két megmaradt rdacspont akkor szomszédos, ha a tdvolsiguk 1.

Tarjin Berci és Varga Boldi feladata

Megoldas: Belatjuk, hogy d tetszdSleges lehet.

Minden péaros d tavolsagra konstrualunk egy olyan rédcsponthalmazt, amelyre igaz, hogy barmely
két racspont tavolsaga legalabb d, de a megmaradé racspontokat Gandalf nem tudja bejarni a kivant
modon.

Zarja ki Sauron azokat az (a,b) racspontokat, melyekre d|a és d|b.

Szinezziik ki sakktablaszertien a négyzetracsot fekete-fehérre. Mivel d péros, az Gsszes kizart pont
egyszind.

Tegyiik fel indirekten, hogy Gandalf be tudja jarni a megmaradt racspontokat.

A bejaras egy szakasza alatt olyan récspontokat értiink, melyeket Gandalf egymas utan jart be.
Minden szakaszon a fehér és fekete mezdk felvaltva vannak, tehat a szamuk kiilonbsége legfeljebb 1.

Tekintsiink tetszéleges n € ZT-ra egy dn x dn-es négyzetet, amiben nincs benne Gandalf kiin-
dulépontja. Ebben a bejart mez6k Gandalf utjan néhany diszjunkt szakaszra bomlanak, amiknek a
két-két végpontja a négyzet oldalain van, tehat legfeljebb 2(dn—1) ilyen szakasz van. Ebbél a négyzeten
beliil 1év6 megmaradt pontokon a fekete és fehér mezdk szamanak kiilonbsége legfeljebb 2(dn — 1).

A négyzet Ssszes pontjan ez a kiilonbség legfeljebb 1, a kizart pontokon pedig n?, tehat 2(dn—1) >
n? — 1.

Elég nagy n-re azonban n? — 1 > 2dn — 2, ami ellentmondas, tehat Gandalf valéban nem tudja
bejarni a megmaradt pontokat.
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E+3. Az ABC haromszdg magassagpontja legyen H, a BC oldal felez6pontja M. Legyen D olyan pont a BC
egyenesen, amelyre DH 1 AM, valamint M tiikorképe B-re legyen E. Tovabba tegyiik fel, hogy BE Thalész-korének és
AH D koréirt korének 1étezik két metszéspontja, legyenek ezek X és Y. Bizonyitsatok be, hogy X, Y és M egy egyenesre
esnek.
Molndr-Szabo Vilmos feladata
Megoldas: Legyen w a BC' szakasz Thalész-kore, ennek M a kozéppontja és rajta van T és R, amik
rendre a B-bdl és C-bél indulé magassagok talppontjai. Legyen TR és BC metszéspontja D', errél
belatjuk, hogy D-vel megegyezik. A BCT R hurnégyszogben 3-féleképpen lehet atlok metszéspontjat
venni, ezek A, H és D', tehat a Brocard-tétel szerint A polarisa w-ra nézve D'H, ami igy merSleges
AM-re, és hasonléan D’ polarisa AH. Mivel D'H 1 AM é DH 1 AM, igy D' = D. Méasrészt
AH 1 DM és DH 1 AM, tehat M az AHD haromszog magassagpontja. Igy M tiikorképe az AH
egyenesre az nem mas mint BC egyenes és az AH D mésodik metszéspontja (vagy D, ha érinti BC-t),
legyen ez a pont M', az AH magassag talppontja P.

D polarisa w-ra AP, tehat D inverze w-ra P, igy

MP-MD = MB?
Megszorozva mindkét oldalt kettGvel
MM'-MD=ME-MB

azaz az M'-nek ugyanaz az (AHDM') korre és BE Thalész-korére vonatkozo hatvanya, tehat M rajta
van a hatvanyvonalukon, ami az XY egyenes.
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E-+4. Egy graf cstcsait megszamozzuk a kovetkezdképpen: minden csiicsra egy olyan pozitiv egészet irunk, ami
legfeljebb a csucs fokszama. Egy véges, egyszerii, Osszefiiggs grafot szépnek neveziink, ha minden ilyen szamozéas mellett
létezik a grafban olyan séta, amelynek a kezds- és végpontja tetszdéleges, valamint minden csicsban pontosan annyiszor
jar, mint a cstucson lévs szam. Legkevesebb hany éle lehet egy n > 1 cstcsu szép grafnak?

Egy grdfséta sordn a csicsokat és az éleket t6bbszor is érinthetjiik.

Németh Marci feladata

Megoldas: Egy ilyen gréafnak legkevesebb

E(k—1)+1 ha n =2k
e(n) =19 ,
k*+1 han=2k+1

éle lehet.

Elszor megmutatjuk, hogy ez elérhetd. Lathato, hogy e(n) éppen az élek szama abban az n cstcs
grafban, melyben a cstcsok két minél egyenlébb osztalyba vannak osztva, melyek osztalyon beliil egy
teljes klikket alkotnak, és a két klikk Gssze van kotve egy éllel. Altalanosabban igazoljuk, hogy ha egy
n+ 1 és egy m + 1 csicsu klikket 6sszekotiink egy éllel, a kapott G = A U B graf szép lesz.

Legyenek a csicsok A = {ag,ai,...,an} és B = {bg,b1,...,bn}, ahol az A, illetve B altal feszitett
részgrafok teljesek, valamint van még egy él ag és by kozott. Legyen az x csucs fokszama d(x), a rairt
értek 1 < f(z) < d(z).

Elgszor készitiink egy listat, melyben az a; (1 < i < n) értékek szerepelnek, mindegyik pontosan
f(a;)-szer, és két szomszédos cstucs nem ugyanaz. Ehhez valasszuk ki azt az i-t, melyre f(a;) maximaélis,
és frjuk le a;-t f(a;)-szer egymas utan. Most tetsz6leges sorrendben sztrjunk kézbe aj (i # j) értékeket,
a;-t legfeljebb f(a;)-szer, hogy egy olyan listat kapjunk, melyben felvaltva jon a; és mas cstcs.

Ezt meg lehet tenni, hiszen f(a;) < d(a;) =n és f(a;) > 1, illetve éppen n — 1 darab j index van,
melyre 7 # j, tehat példaul hasznélhatjuk az Gsszes ilyen indexet egyszer. Ha maradt a; érték, melyet
nem hasznaltunk f(a;)-szer, akkor ezeket tetszdleges sorrendben sztrjuk be két olyan érték kozé, amik
koziil egyik sem a;. Ezt meg lehet tenni: a listank legalabb 2f(a;) — 1 hosszt, tehat 2f(a;) helyre lehet
besztrni, és egy lépésben legfeljebb 2(f(a;) —1) < 2(f(a;) —1) helyre nem lehet besztrni, tehat készen
vagyunk.

Most szurjuk be ag-t f(ag)-szor az elkésziilt lista végére, illetve a listaban szerepld szdmok kozé
agy, hogy semelyik két szomszédos szam kozé nem szurjuk be kétszer. Ezt meg lehet tenni, hiszen a
lista hossza legalabb n, és f(ag) < d(ag) = n+ 1. Szimmetrikusan készitsiik el ezt a listat a B grafra is,
ugy, hogy az bg-lal kezd6djon. Végiil irjuk egymés utédn a két listat. Ez egy, a feltételeknek megfelels
séta lesz G csicsain.

Most ratériink az alsé korlat bizonyitéséra.

Vegylik észre, hogy ha egy csticsra a fokszdma van {rva, és minden szomszédjara 1, akkor az csak
ugy lehet, ha a séta egyik végpontja. Ugyanis ha nem végpont lenne, akkor minden alkalommal, mikor
a csucsra lépiink, eléz6 1épésben az egyik szomszédjan voltunk, és ezenkiviil még az egyik szomszédjan
jartunk az utols6 érintése uténi 1épésben is, tehat Gsszesen legaldbb eggyel tobbszor, mint a foka.
Viszont a szomszédain Gsszesen annyiszor jartunk, mint ami a foka, ez ellentmondas. Ebbdl latszik,
hogy G-ben nincs 3 nagysagu fiiggetlen ponthalmaz, mert akkor ezekre a fokszamukat, minden masra
1-et irva azt kapnénk, hogy ezek mind végpontjai a sétanak, ami ellentmondas.

Igy a Turan (vagy Mantel) tétel komplementere miatt legaldbb annyi éle van, mint annak a grafnak,
melyben két, nagyjabol egyenls nagysagi klikk van, és az optimum csak erre a grafra teljesiil. Mivel
G-nek trivialisan Osszefiiggének kell lennie, a konstrukcionk optimalis.



XIX. Durer
Verseny

kategoria

&
Dont6 (2026. februar 6-8.) # Kifejtés megoldokulcs

T %

E+5. Legyen P(z) egy olyan polinom, melynek minden egyiitthatéja nemnegativ valés szam, tovabba P(0) = 0.
Tegyiik fel, hogy ha 0 < z < 1, akkor P(—2025z) > —2025P(z). Legyenek x1,...,x2026 olyan valos szamok, melyek
Osszege nemnegativ. Bizonyitsatok be, hogy ha minden x;-re teljesiil, hogy —2025 < z; < 1, akkor

p (961 +... +962026) < P(x1)+ ...+ P(z2026)
2026 - 2026

Bdn-Szabs Aron feladata

Megoldas: Tegyiik fel, hogy az z1, x2, ...,z szdmok negativak, az x41, Txr2, - - . , T2026 Szdmok pedig
nemnegativak. Ha az 6sszes szam nemnegativ, akkor k = 0.
Mivel minden 1 <4 < k-ra —2025 < x; < 0, igy 0 < —555= < 1. Legyen y; = —555:. Ekkor az

Y1, ...,y szamokra alkalmazhat6 a megadott egyenlétlenség: P(z;) > —2025P(y;). Osszeadva:
P(x1) + P(x2) + ...+ P(xg) > —2025 (P(y1) + P(y2) + ... + P(yx))
Azonban vegyiik észre, hogy
P(y1) + P(y2) + ...+ Ply) < P(yr +y2 + - + k),

ami azért igaz, mert ha a jobb oldalt kibontjuk polinomként, akkor a bal oldal minden tagja szerepelni
fog a jobb oldalon is, illetve még nemnegativ egyiitthatés tagok, melyekbe a pozitiv y;-k polinomjai
vannak beirva, tehat ezek sszege biztosan nemnegativ. Igy

P(IL‘l) 4+ ...+ P(ZL‘QOQG) > —2025((P(y1) 4+ ...+ P(yk)) + P(l‘k+1) 4+ ...+ P(l’2026) >
> —2025P(y1 + y2 + .. + yk)+(k — 1)P(0) + P(xk+1) + - .. + P(z2026)

hasznalva, hogy P(0) = 0. Azonban a P(z) polinom a nemnegativ valéosokon konvex, mert masodik
derivéltja is egy nemnegativ egyiitthatés polinom, ami nemnegativ val6sokon nemnegativ értéket vesz
fel. Ezért a Jensen-egyenlGtlenséget alkalmazva

(k —1)P(0) + P(xpr1) + P(zpso) + ... + P(wag36) > 2025P (x’““ ks e :”2026> .

2025

Mostantol az egyszertiség kedvéért legyen X = Ik+1+$k;022§"'+x2026 ésY =y +y2+ ... + yr. Ekkor
vildgos, hogy elég belatnunk, hogy
2025P(X) — 2025P(Y) S 2025 X — 2025Y
2026 - 2026 ’
hiszen 2025X — 2025Y = x1 + 2 + ... + x2026. Ehhez el&szor az kell, hogy
2025P(X) — 2025P(Y) _ 2025
2026 ~ 2026

ugyanis P(X —Y) + P(Y) < P(X), megint alkalmazva, hogy P(a) + P(b) < P(a + b) tetsz6leges a, b
nemnegativ szamokra, ahogy fent bizonyitottuk. Tovabba

D px-v)> P (2025()( - Y)>,

P(X -Y),

2026 2026
mert mindkett6t X — Y > 0 polinomjaként felirva a bal oldalon minden tag szorzdja % lesz, mig
a jobb oldalon az i-edfokd tag szorzodja (%)Z, ami kisebb vagy egyenls lesz ¢ > 1 esetén. Azonban

P(0) = 0, vagyis P konstans tagja 0, tehat a bal oldalon az 6sszes tag szorzoja legalabb akkora, mint
a jobb oldalon, és mivel minden tag nemnegativ, ez elegendd. Az utolsoként kapott két egyenltlenség
egymas utan flizése pedig pont az, amit meg szerettiink volna kapni.
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E-+6. Jaték: A jaték kezdetén a jatékvezets felir nyolc pozitiv egész szamot az elsé szintre, és megad egy k pozitiv
egész szamot, ami nem nagyobb a nyolc szam 0Osszegénél. Egy 1épésben a soron kévetkezd jatékos letorol két szamot
ugyanarrol a szintrél és az Osszegiiket az eggyel nagyobb sorszamu szintre irja. Az a jatékos nyer, aki elészor ir olyan
szamot, ami legaldbb k.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el a nyolc szdm és k ismeretében, hogy
a kezdd vagy a mdsodik jdatékos borébe szeretnétek bujni.

Imolay Andris feladata

Megoldas: Legyenek a szamok az els6 szinten: a1 > as > -+ > ag. A masodik, harmadik és negyedik
szinten 1év6 szamok szintenként a leiras sorrendjében: by, b, b3, by, c1, co és d.

A masodik jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégiaja, ha ay +as + a7 +ag < k és ag + a4 +
as +ag > k.

Tegyiik fel, hogy valamelyik feltétel nem teljesiil. Megmutatjuk, hogy az elsének van nyers stratégiaja.

Az els6 jatékos az elsd lépésben irja a by = a1 + ao-t. Ha ezzel nem nyer, akkor ezutan a mésodik
jatékos ir egy by > a7 + ag szamot. Ezzel 6 nem tud nyerni, mivel b < by. Kévetkezs 1épésben az els6
jatékos a ¢ = by + by > a1 + a9 + a7 + ag-t irja. Ha ez legaldbb k, akkor nyer az els§ jatékos. Ha ez
kisebb, mint k, akkor a feltevésbdl tudjuk, hogy az as + a4 + a5 + ag < k. A kdvetkez§ hdrom lépésben
a legnagyobb elGallithatd szam a co = b3 + by < as + a4 + a5 + ag < k, igy az els6 jatékos fog nyerni a
d=c1+ co > k-val.

Most mutassuk meg, hogy a méasodik jatékos tud nyerni, ha mindkét feltétel teljesiil. Mivel a1 +ag <
k, ezért csak a cq1, co és d szamokkal lehet nyerni.

Az elss jatékos elGszor ir egy bi-et, majd a méasodik jatékos az als6 szinten megmaradé két legkisebb
szamot Osszeadva ir egy bo-t. Ezutén az els§ jatékos készit egy ¢1 = b1 + bo < ay1 +as + a7 +ag < k
szamot, vagy egy bs-t. Ha bs-at ir, akkor a mésodik jatékos késziti el a ¢; = by + by < k szémot.
Igy a kovetkezd szam, amivel lehet nyerni, az ¢ lesz. Lathato, hogy a ¢y pontosan a 6. lépésben tud
létrejonni, igy a masodik jatékos fogja leirni. Mivel nem lesz benne a7 és ag, mivel azok b; vagy ba-be
keriiltek, igy co = b3 4+ by > a3 + a4 + a5 + ag > k, vagyis a masodik jatékos fog nyerni.



