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D1. Drakula 6sszeadta a csupa paros szamjegyeket tartalmazé 2026-nal nem nagyobb pozitiv egész szamokat. Milyen
szamjegyre végzodik ez az Osszeg?

Megoldas: Az els6 pozitiv egész, ami csupa paros szamjegybdl all, a 2. Ha egy csupa paros szamjegyt
szam abcd alaki (a,b, c,d értéke 0 is lehet), akkor ha 2020-nal kisebb, akkor abc0, abc2, abc4, abc6 és
abc8 is szerepel a felsorolasban. Ezen 6t szam Osszege O-ra végzodik, tehat csak a 2020-nal nem kisebb
szamok fontosak nekiink. Fzekre a 2020 + 2022 4 2024 + 2026 Osszeg utols6é szamjegye 2, igy ez a
végosszeg utolsd szamjegye is.

D2. Az abran lathato kalapban hany cm? a narancsszind rész teriilete, ha egy kis négyzet teriilete 4 cm??

Megoldas:

Szimmetria miatt a harom kék hiromszog teriilete egyenls. Tovabba a /\
szimmetriabol az is kovetkezik, hogy egy ilyen kis haromszog magassa-

ga egy kis négyzet oldala, az alapja pedig a fele, tehat a teriilete egy
kis négyzet teriiletének egynegyede, 1 cm?. A z5ld haromszog egy kis
négyzet fele, tehat 2 cm? teriilett. Osszesen 2-4 cm? +1-2 cm? +3-1
cm? = 13 cm? teriiletii a narancsszini rész. !

D3. Hany olyan kétjegyt pozitiv egész szam van, amely megegyezik a szamjegyei Osszegének és a szamjegyei szorzatanak
Osszegével?

A kétjegyil pozitiv egész szamok a 9-nél nagyobb és 100-ndl kisebb egészek.
Megoldas: Legyen a keresett kétjegyt szam els6 szédmjegye a és a masodik szamjegye b, teh4dt maga
a szam ab = 10a + b. Ekkor a szamjegyck Osszege a + b, a szamjegyek szorzata pedig a - b. Ebbél az
alabbi egyenl6séget kapjuk: 10a + b = a + b 4+ a - b. Levonva mondkét oldalbdl a + b-t, azt kapjuk
hogy 9a = a - b. Leoszthatunk a-val, mert a biztosan nem 0, igy b = 9. Arra jutottunk, hogy b = 9,
a viszont barmi lehet, mindenképpen teljesiteni fogja az egyenletet. Azaz a keresett kétjegyd szamok:
19,29, 39,49,59,67,89,99, ami 9 darab szam.

Alternativan, minden fix tizes helyiértékre legfeljebb egy megoldas lehet, hiszen az egyes helyi érték
valtoztatasakor szamjegyek Osszege annyival né, amennyi a szamjegyek szorzata.

D4. Aronnak van egy bangladesi és egy német zaszléja, melyek téglalap alaktiak, és mindketts révidebbik oldalanak
hossza 48 cm. Németorszig zaszlajanak oldalaranya 2 : 3, Bangladesé pedig 3 : 5. Banglades zaszldja egy zold alapon
piros kérlap. Aron az asztalan egymésra helyezte ezt a két zaszlot gy, hogy a rovidebb oldalaik illeszkedtek egymaésra.
Meglepddve vette észre, hogy a bangladesi zaszlon 1évE kor kdzéppontja pont a német zaszlé kdzéppontjara keriilt. Hany
centiméterrel van elcstusztatva Banglades zaszlajan a kor kézéppontja a zaszlé kézéppontjahoz képest?
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Megoldas: Aron német zaszlojanak oldalaranya 2 : 3, rovidebb oldala 48 centiméter hosszi, igy
hosszabb oldala 48 x % = 72 centiméter hosszi. Hasonldéan a bangladesi zaszlojanak a révidebb oldala
szintén 48 centimét‘er hosszt, oldalainak arédnya 3 : 5, ezért enneck a hosszabb oldala 48 x g = 80
centiméter hosszt. Igy a német zasz16 kozéppontja a révidebb oldalaktél pontosan 72 : 2 = 36 centi-
méterre van. Tudjuk, hogy a bangladesi zaszl6 piros korének kozéppontja pont erre a pontra esik ré,
azaz ez is 36 centiméterre van a rovidebb oldaltol. Mig a bangladesi zaszl6 kdzéppontja a révidebb
oldalatol 80 : 2 = 40 centiméterre van, hiszen ennek 80 centiméter a szélessége, tehat a bangladesi kor
40 — 36 = 4 centiméterrel van eltolva a zészlé kdzéppontjahoz képest.

D5. Gandalf vendégiil latja Radagastot. Gandalfnak harom kancsé 20 fokos tedja van. Gandalf a harom kancsé teat
ugy szeretné felszolgalni, hogy mindharom 80 fokra van melegitve. Gandalf egy id6ben két kancsé teat tud egyszerre
melegiteni. Ha egy kancso teat éppen melegit, akkor annak a hémérséklete percenként 3 fokot emelkedik, ha pedig nem
melegiti, akkor percenként 1 fokot csokken. Legalabb hény percre van sziiksége Gandalfnak ahhoz, hogy a harom kancso
egyszerre legyen legalabb 80 fokos?

Egy kancsd tea tetszdleges hémeérsékletre lehiilhet vagy felmelegedhet.

Megoldas: Nézziik meg, hogy egy perc alatt a harom kancsé h6mérsékletének 6sszege hogyan valtozik.
Két kancsét melegit, a harmadikat pedig nem, ez alapjan két kancsé tea hémérséklete 3 fokkal né egy
kancs6 teanak pedig 1 fokkal csokken. Osszeadva 3 +3 — 1 = 5, azaz 1 perc alatt 5-tel tudja Gandalf
novelni az Osszeget. Kezdetben a harom hé&mérséklet Osszege 3 - 20 = 60, a folyamat végén pedig
3-80 = 240. E két szam kiilonbsége 180, ez alapjan legalabb @ = 36 percet kell melegitéssel toltenie.
Lassuk be, hogy ez tényleg megvalosithato! Ha Gandalf ugyanannyi id6t fordit barmelyik kancséparra,
akkor ez torténik: 12 percig melegiti az els§ és masodik kancsét, 12 percig az es és harmadik kancsoét,
és 12 percig masodikat és harmadikat. Ekkor minden kancsé tedra igaz, hogy 24 percig melegedett és
12 percig htlt, tehat a mostani hémérsékletiik 20 +24 -3 — 12 = 20+ 72 — 12 = 80. Legalabb 36 percre
van sziiksége Gandalfnak.

D6. Hany olyan perc van egy nap folyaman, amikor a digitalis 6ran négy egymast kovets szamjegy latszik?

Az ora éjfélkor 23:59-r6l 00:00-ra vdlt. Példdul a 21:08 ilyen perc, de a 09:12 nem az.

Megoldas: Az els6 szamjegy csak a 0,1, 2 szamok valamelyike lehet, mivel egy nap 24 6ra van. Igy a
négy egymést kovets szamjegy vagy a 0,1,2,3 vagy az 1,2, 3,4 vagy pedig a 2,3,4,5 lehet csak. Ha
a 0,1,2,3 szamok &allnak az 6ran, akkor az els6 szamjegy nem lehet harmas, viszont mas megkdtés
nincsen, mivel a mésodik szamjegy tetszGleges lehet a 0,1, 2, 3 koziil, akidrmi is all az elsg helyen és a
percek mindkeét helyén barmelyik szamjegy allhat. Igy ez 3-3-2-1 = 18 lehetéség. Ha az 6ran az 1,2, 3,4
szamjegyek szerepelnek, akkor az els§ helyen csak az 1,2 valamelyike allhat. 1 esetén a mogotte allo
szamjegyekre ismét nincs mas megkotés az el6bbiekhez hasonléan, igy ez 3 -2 -1 = 6 eset, mig ha 2
all eldl, akkor mogotte 4 nem allhat, mivel 24-gyel mar nem kezdédik éra. Ekkor mogotte is csak két
szamjegy allhat, azaz ez 2-2-1 = 4 eset. Végiil ha az éran a 2, 3,4, 5 szdmjegyek allnak, akkor az elsé
szamjegy csak 2 lehet, mogotte pedig csak a 3 allhat. Igy ez két lehetGség: 23 : 45 és 23 : 54. Osszesen
18 4+ 6 + 4 + 2 = 30 perc van egy nap folyamén, ami teljesiti a feladat feltételeit.

D7. Zsuzsi és Zsofi a kinai nagy falon sétaltak. Zsuzsi kivancsi volt, hogy mi Zsofi hazszama, ezért megkérdezte téle.
Zso6fi nem arulta el, de azért azt elmondta, hogy a hézszamnak pontosan hat pozitiv oszt6ja van, amik koziil az egyik
a szdmjegyeinek Osszege, tovabba Zsofi utcajaban a hazak 1-t6l 60-ig vannak szdmozva. Hany olyan szdm van, amely a
fenti informéciok alapjan lehetne Zsofi hazszama?
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Megoldas: Mivel 6 = 2 - 3, ezért pontosan 6 osztdja tgy lehet egy szdmnak, hogy a primtényezss
felbontasaban vagy egyetlen prim szerepel 6t6dik hatvanyon vagy két prim szerepel, az egyik elsd,
a masik masodik hatvanyon (ekkor lesz 2 -3 = 6 osztd). Az el6bbi esetben a hazszam p° alak,
ahol p egy prim. Ha p > 3, akkor p° > 3% = 243, de csak 60-ig vannak az utcdban szamozva a
hazak. Igy csak a p = 2 eset meriilhet fel. Ekkor a hazszam 2° = 32 lenne, viszont ezt nem osztja
a3+ 2 =05, ami a szamjegyeinek Gsszege. Igy ilyen alakt szambol nincs megfelels. Utobbi esetben
pedig a héazszam ¢ - r alakd, ahol ¢ és r kiilonbozé primek. Ha ¢ > 7, akkor ¢ -r > 72 -2 =
98, igy ez sem lehetséges, mert nagyobb lenne 60-nal. Tehat ¢ csak 23,5 valamelyike lehet. Mivel
¢® - r < 60-nak teljesiilnie kell, ezért ha ¢ = 2, akkor r < % = 15, ha ¢ = 3, akkor r < % < T és
ha ¢ = 5, akkor r < % < 3 és minden esetben tudjuk, hogy r # ¢ is prim. Tehat a kivetkezd esetek
maradtak {q,r} értékére: {2,3},{2,5},{2,7},{2,11},{2,13},{3,2},{3,5}, {5, 2}. Azaz a hazszam lehet
12,20, 28,44, 52, 18,45, 50. Ezek koziil a 28 nem oszthatoé 2 + 8 = 10-zel, a 44 nem oszthaté 4 + 4 = 8-
cal és az 52 nem oszthatdé 5 4+ 2 = 7-tel, de a tobbi szamra teljesiil, hogy oszthatdak a szamjegyeik
Osszegével. 5-féle lehet Zsofi hdzszama, mégpedig a 12,20, 18,45, 50 szamok valamelyike.

D8. Piton professzor 10 didkot szeretne parokba, allitani ahhoz, hogy a parbajozéast gyakoroljak. Hanyféleképpen teheti
ezt meg?

Két pdrbadllitast akkor tekintiink kiilonbozonek, ha valakinek mds a pdrja az egyikben, mint a mdsikban.

Megoldas: Az els§ parbajozé part (120) = 45-féleképpen valaszthatja ki Piton professzor. A megmaradd
8 diakbol a méasodik parbajozé part (g) = 28-féleképpen valaszthatja ki. Hasonloképpen a harmadik
part (g) = 15-féleképpen, a negyedik part (;L) = 6-féleképpen. Ekkor méar csak 2 didk maradt ki,
6k egymassal alkotnak pért. Viszont most minden lehet&séget tobbszor szamoltunk, mert a végss
beosztasban a parok kivalasztasanak sorrendje nem szamit. Ot elemet 5! = 120-féleképpen lehet sorba
allitani, ez alapjan minden lehet&séget 120-szor szamoltunk. Ezért a korabban kapott értéket osszuk

10 8 6 4 2
le 120-szal. Tehat a megoldés (2)(2)22,)(2)(2) = 45'251;'2105'6'1 = 945.

D9. A Nemzetkozi Matematikai Diskolimpian mindkét nap 3 feladat szerepel. A feladatok négy témakorre vannak
bontva: algebra, geometria, szdmelmélet és kombinatorika. A szervezdk el6zetesen minden témakorbdl kivalasztanak 3
konnyti, 3 kézepes és 2 nehéz feladatot. Ezekbdl a feladatokbol allitja Ossze a zsiiri a feladatsort agy, hogy teljesiiljenek
a kovetkezd feltételek:

e Az 1. és 4. kdnnyd, a 2. és 5. kozepes, a 3. és 6. nehéz legyen.

o Az l-es, 2-es, 4-es és 5-0s feladatok kozott mind a négy témakor szerepeljen.

e Egyik nap sem lehet két azonos témakord feladat.
Hanyféle feladatsort allithat Gssze a zstri, ha 1. feladatnak egy algebra feladatot fognak kitizni?
Az elsé napon az 1., 2. és 8., a mdsodikon pedig a 4., 5. és 6. feladatok szerepelnek.
Megoldas: Az 1-es, 2-es, 4-es és 5-06s feladatok kozt mind a négy témakor egyszer szerepel és az 1-es
feladat algebra, igy a maradék harom feladathoz a maradék harom témat 3! = 6-féleképpen tudjuk
kivalasztani. Az elsé és a negyedik feladatok konnytiek, a masodik és 6t6dik feladatok kdzepesek, melyek
koziil mind 3-3 szerepel az el6zetes feladatok koziil. Mivel ezek a feladatok kiilonb6z6 témakorokbdl
vannak, ezért egyméstol fiiggetleniil valaszthatd ki, hogy a harom lehet&ség koziil melyik legyen az
adott feladat. Igy ezeket a feladatokat 3% = 81-féleképpen valaszthatjuk ki. Még hatra van a 3-as és
a 6-os feladat. Ezek téméja nem egyezhet az adott napi feladatsor korabbi feladatainak témaéajéval,
igy mindkettdre két-két témalehetSség van (és ezek kiillonbozdek is lesznek sziikségszertien a korabbi
4 feladat témaja miatt). Mindkét feladat a nehéz feladatok koziil valo és mivel témajuk kiilonbozik,
ezért egymastol fiiggetleniil két-két lehet&ség van kivalasztani a konkrét feladatot az el6zetes nehezek
koziil. Igy a 3-as és 6-o0s feladatokra tovabbi 2* = 16 lehetdség van. A felsorolt kivalasztasok egymastol
fiiggetlenek, igy az esetek Osszeszorzodnak, azaz 6 -3* - 2% = 6-81-16 = 6° = 7776-féle feladatsort
allithat Ossze a zsfiri.
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D10. Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, hogy melyik két oldalnal van nyitva Juliska kényve. A
kérdései alapjan kideriilt szamara, hogy a két nyitott oldal szama kozott volt palindromszam, négyzetszam, csupa paros
szamjegybdl allo szam és Otos szamjegyet tartalmazoé szam is, valamint az egyik szdm legaldbb 10. Legfeljebb mennyi
lehet Juliska konyvében a legnagyobb oldalszam, ha ennek ismeretében Jancsi ki tudja talalni Juliska valaszaiboél, hogy
hanyadik oldalaknal van nyitva?

Juliska kényvének az oldalai 1-t6l n-ig vannak szamozva és Jancsi tudja n értékét, viszont azt nem tudja, hogy a kényv bal
vagy jobb oldalai vannak pdros szamokkal szamozva. Azon szamokat nevezzik palindromszimoknak, amelyek szamjegyeit
forditott sorrendben leirva visszakapjuk ugyanazt a szdmot.

Megoldas: A legkisebb lehetséges szampar a 9-10, de ezek nem tartalmaznak 5-6s szamjegyet, igy nem
lehet itt nyitva a kényv. A kétjegyi palindromszamok a 11-gyel oszthatd szamok 99-ig, de ezek koziil
csak a 44,55 és 66 melletti szamokban szerepel 5-0s szamjegy, de ezek egyike sem négyzetszam. Igy
legalabb haromjegyt mindkét oldalszam. Nézziik meg a 100 és 399 kozti palindromszamokat. Ezek 1al,

2b2 és 3c3 alaktak, igy a mellettiik all6 szamok 1a0, 1a2, 2b1,2b3 és 3¢2, 3c4 alaktiak. Ezek kozt csak
akkor szerepel 5-0s szdmjegy, ha a, b, c = 5. Viszont ekkor a kdzépsd szdmjegy paratlan mindkét oldalon,
igy ezek a lehet&ségek is kiestek. Azaz az oldalszamok kozt van legalabb 400 nagysigu. Nézziik meg
innentdl kezdve a négyzetszamokat: 202 = 400, 212 = 441,222 = 484,23% = 529, 24% = 576, 25 = 625.
A 400, 441 mellett nincsenek 5-6s jegyet tartalmazéd szamok, mig az 5-ssel kezd6dd szamok biztosan
nem csupa paros jegytek, igy a 484 és a 625 maradt lehetGségnek. A 484-485 és a 625-626 szdmok
valoban teljesitik a feltételeket, igy Juliska konyve legfeljebb 625 oldalas lehet, hogy egyértelmi legyen
Jancsi szaméra az oldalszam. Legfeljebb 625 oldalas Juliska konyve.

D11. Adott egy O kdzéppontu egységsugari k kor és egy e érintSje. Legyen f egy olyan egyenes, ami merdleges e-re
és k-t két kiilonb6z6 pontban metszi. Legyenek f-nek az e-vel, illetve k-val valo metszéspontjai rendre F, A és B, ebben
a sorrendben elhelyezkedve f-en. Legyen az e és BO egyenesek metszéspontja I. Legyen g az I-b6l k-hoz huzott e-t6l
kiilénbo6z6 érintd, az érintési pontja legyen J. Tudjuk, hogy g merdleges e-re. Legyen tovabba a BI és az AJ egyenesek
metszéspontja H, valamint legyen az AH szakasz hossza z. Mennyi (z® — 4)%?

Megoldas: Legyen K az e érintési pontja k-val. Mivel az I-b&l huzott két érint6 meréleges egymasra,
ezért KIJO egy négyzet, hiszen K és J csucsandl is derékszog van, hiszen azok érintési pontok.
Legyen L az OJ és EB egyenesek metszéspontja. Mivel OI a K1JO négyzet egy atloja, ezért I0J < =
BOL< = 45°. Viszont, mivel O a kor kézéppontja, és AB egy hiir, ezért LO felezi a BO A<-t, valamint
L felezi BA-t. Ebb6l BOA = 90°, amibdl kapjuk, hogy |BA| = /2. Viszont mivel L felezi BA-t

ezért |AL| = |BL| = |OL| = ¥2. Ebbél kapjuk, hogy |JL| = 1+ ¥2. Ekkor Pithagorasz tételbol

A= J(8) + (1) = vaiva = V3 (Vo r )

Vegylik észre, hogy IJ és BA parhuzamosak, amibdl kévetkezik, hogy HIJ és HBA haromszogek
|AH| _ |BA| _
=T — T —

hasonloak egymassal, és a hasonlosagot felirva kapjuk, hogy \{i Ekvivalens azzal, hogy

A
l\IZJ|| = 1;(/5, vagyis |[AH| = /v2- (V2 + 1)1;([

\/Z A gy0kon beliili tort szamlalojat és nevezGjét is megszorozva v/2—1-el, \/j \/ﬁ

(a:2 —4)2 =8
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D12. A félvér taborban 12 istallé van, melyek egy 3 x 4-es négyzetracs négyzeteiként helyezkednek el. Kheirén, a tabor
vezetGje azt a feladatot adta Annabeth Chase-nek, hogy ossza fel a 12 istallo rendberakéasat Percy, Grover és Thalia kozott
gy, hogy mindharman 4 istallét rakjanak rendbe. Hanyféle beosztast készithetett Annabeth, ha mindhdrman 6sszefiiggs
teriileteket kaptak?

Két beosztast akkor tekintink kilonbozének, ha volt olyan istdllo, ahova mdst osztott be.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a 12 istallobdl a négy koziil amelyek a sarkokban helyezkednek el, a
szemkoztiek takaritdsara kiillonbozd taborozokat kellett beosztani, hiszen a szemkozti sarkokban 1évé
két istallohoz nincs két olyan istallo, mellyel 6k egybefiiggs teriiletet alkotnédnak. Mivel a beosztasok-
ban a harom taborozé koziil barmely ugyanigy hozzarendelhetd tetszéleges 4 istallobol allo osszefiiggd
teriilethez, igy a keresett beosztasok szama megegyezik a 3 X 4-es négyzetridcs harom egyenl§ terii-
letii Osszefliggd részre osztasanak szamanak hatszorosaval, hiszen egy olyan felosztédshoz 6 beosztas
rendelheté aszerint, hogy az egyes részekhez mely taborozét rendeljiik.

Szamoljuk hat meg az ilyen felosztasok szamét. Jeloljiik A-val a bal fels§ mezét tartalmazo teriiletet,
B-vel a jobb als6é mez6t tartalmazé teriiletet, és C-vel az egyiket sem tartalmazot. Ekkor a bal also
és jobb felsé nem lehet azonos a fentebbiek miatt, igy a négy sarkot a harom rész a kdvetkezSképp
tartalmazhatja:

A B A C A A

A B A B B B
Elss eset Masodik eset Harmadik eset

A C A A A B

B B C B C B
Negyedik eset Otodik eset Hatodik eset
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Ha egy sornak a bal és a jobb oldali mezGje azonos részbe keriil, annak a sornak teljes egészében
az adott résznek kell lennie, kiillénben nem keriilhetne a két széls6 mez6 onnan egy négy mezGbdl allo
Osszefiiggs teriiletre. Igy a harmadik eset csak 1 féleképpen, akkor lehetséges, ha a sorok alkotjak az

egyes teriileteket.
A négyes és 0tos esetek kozéppontos szimmetria miatt ugyanannyi le-

hetséges felosztast adnak. A négyes esetet megnézve az als6 sort beirva| A C
lathatjuk, hogy a fennmarad6 2 x 4-es négyzetracson 1jbol a szemkozti
sarkoknak kiilénb6z§ teriiletbe kell esniiik, azonban B-k mar nem lehet-| A C
nek, igy konnyen lathato, hogy harom lehet&ség van a fennmaradoé részt
megfelels A és C teriiletekre osztani. Igy a négyes és 6tos eset esetén| B B B B

Osszesen 6 lehetséges felbontéas van.
A kettes és hatos eset szintén a kézéppontos szimmetria miatt ugyanannyi lehetséges felosztast ad.

A kettes esetnél kénnyd meggondolni, hogy ha az elsé oszlop kdzépsé mezGje nem A lenne, akkor az
a teriilet nem tartalmazhatna a két baloldali sarkot tigy, hogy négy mezé6t tartalmazzon és Gsszefiiggs
legyen, igy azt tartalmaznia kell. Ekkor harom részesetre bomlik az eset aszerint, hogy mely mez6
tartozik még az A teriilethez, azonban az alsé és a fels6 sorban 16vG részesetek a vizszintes tiikkortengelyre
val6é szimmetria miatt Gjfent azonos szamu felosztast adnak. Legyen az az els§ részeset, ahol A az
els oszlop mellett a masodik oszlop legfelsé mez§jét tartalmazza. Ekkor ezen részesetre a lehetséges
felosztasok szamat kétszerezni fogjuk és a fels§ helyett a maéasodik oszlop alsé mezdjét tartalmazod
részesetet nem szamoljuk.

Az els6 részesetben az alsé sorban balrol a masodik mezé a jobb felsGvel | A A C
nem lehet egy Osszefliggs 4 mez6t tartalmazo teriileten, igy az csak B
lehet, és fentebbiekhez hasonléan az igy beirt két B kozotti mezs is| A
a B teriilet része. Igy konnyen lathaté, hogy az elsé részesetre kettd
lehetséges felbontas van. A B

A mésodik részesetben az el6z8 indoklashoz hasonléan a masodik oszlop-| A C
ban a fenti mezének C-nek, a lentinek pedig B-nek kell lennie, és ugyan-
igy a harmadik oszlopban is. Igy a masodik részesetben két lehetséges| A A
felbontas van. Tehat a kettes és hatos esetek Osszesen 2-(2-2+2) = 12
lehetséges felbontast adnak. A B

Az elst esetben a fentiekhez hasonléan a kozépss sor bal és jobb szélsé mez6je rendre A és B. Ekkor
konnyd latni, hogy a kozépss sor két kozépss mezGje csak C lehet, igy 4 lehetséges felosztas van az elsd
esetben.

Osszesen tehat 23 olyan felosztasa van a 3 x 4-es négyzetracsnak, mely harom osszefiiggs, 4-4 mez6t
tartalmazo részre osztas. A kérdezett szam ennek a hatszorosa, igy a valasz 138.

D13. Toltsétek ki a tablazat mezsit az 1,2,3,4,5,6 szamjegyekkel tgy, hogy minden sorban és oszlopban minden
szamjegy pontosan egyszer szerepeljen, és a tablazaton kiviilre irt szamok azt mutassdk, hogy mi a legnagyobb szam,
ami el6all az adott sorban/oszlopban két szomszédos mezSben allo szam Osszegeként. Mi a tablazat sarkaiba keriil négy
szam szorzata?



kategoria

Megoldas:

A harmadik sor mellett a 7 &ll, azaz ott barmely két egymés melletti
szam Osszege legfeljebb 7. Tehét a 6 mellett csak az 1 allhat, tehat a 6 a
sor egyik szélén all. Mivel a jobb oldali (balrél hatodik) oszlopban mar
van 6-os, igy a harmadik sorban a 6 csak a bal szélre keriilhet, és az 1-es
kozvetlen mellé.

Mivel ebben a sorban a szomszédosak 0sszege legfeljebb 7, igy az 5 mellé
csak az 1 és a 2 keriilhet. Mivel a balrél harmadik oszlopban méar van
5-0s, igy a harmadik sorban nem keriilhet az 5 az 1 mellé. Tehat az 5-nek
csak egy szomszédja lehet, azaz a jobb széls§ mezébe keriil, mellé pedig
a 2.

Ekkor a harmadik sorbol mar csak a 3 és a 4 hidnyzik. Mivel a balroél
harmadik oszlopban két szomszédos szam 6sszege legfeljebb 8, igy az eb-
ben az oszlopban 16v6 5-6s folott nem allhat a 4, csak a 3. Igy kitoltottiik
a harmadik sort.

10

ot

—_

Tudjuk, hogy a mésodik oszlopban van két szomszédos szém, melyek

9118 9 10 Osszege 11, ez csak Ugy lehet, ha a 6 és az 5 egymés melletti mez&ben
5 van. Mivel a 6 alatti mez6 mar foglalt, igy az 5 a masodik oszlop legfels
100 |6 5| 1| mez6jében van.
71011 2 | 5| Mivel minden oszlopban pontosan egy 6-os van, igy a (fentrél) negyedik
6 sorban a 6-os vagy a negyedik, vagy az 6todik helyen all. Ha a negyedik
3 116 helyen &llna, akkor a negyedik oszlopban egymas alé keriilne egy 4-es és
egy 6-os, ami ellentmond azzal hogy ebben az oszlopban a szomszédos
mez&ben a szamok Osszege legfeljebb 9. Tehat a 6 az 6todik helyen all.

A maésodik sorban a 4 csak az els§ vagy a harmadik helyre keriilhet. Ha
az els6 helyen lenne, akkor az els oszlopban egymaés mellett lenne a 4 és
a 6, ami nem felel meg annak a feltételnek, hogy nincs két szomszédos,
aminek az Osszege nagyobb 9-nél. Tehat a 4 a masodik sor harmadik

helyére keriil. 9118 9 10
Ekkor a harmadik oszlopban a 6 csak a fentrél els6 vagy a hatodik he- 5116

lyen allhat, hiszen minden mas sorban mar van hatos. Mivel ebben az 10} |6 |4 511
oszlopban a szomszédos mezdkben a szamok Osszege legfeljebb 8, igy a 716 113141215
hatos nem keriilhet az els§ helyre a 4-gyel szomszédos mezére. Tehat a 5 6

6 a legalso (hatodik) helyre keriil. Ekkor ki tudjuk tolteni a harmadik 319 116
oszlopot: itt két lires mez6 van, amikre az 1 és 2 szidmokat irjuk. Mivel a 6

fentrsl 6t6dik sorban mar van 1, igy oda keriil a 2 és az legfels§ mez&be

az 1.
Hogy minden szamjegy minden sorban és oszlopban csak egyszer szere-
peljen, az utolsé 6 az elsd sor negyedik helyén van.

7/i0
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9118 9 10 Ekkor mér csak két szam hidnyzik az 6todik sorbdl, a 4 és az 5. Mivel
516 a negyedik oszlopban mar van 4-es, igy az 6tddik sor negyedik helyére
1002{6 43| 5| 1| keriil az 5 és az els6 helyére a 4.
7161113141251 A negyedik oszlopban van két szomszédos szam, melyek 6sszege 9. Mivel
5 6 a 4, 5 és 6 koziil semelyik kettd nem szomszédos, ezért ez csak akkor
41312151116 fordulhat els, ha a 3 a 6 mellé keriil: a masodik sor negyedik helyére.
6 Ekkor a masodik sorb6l mar csak a 2 hidnyzik, az els helyrél.
Az els§ oszlopban harom {ires mez6 van. Az 5 csak a legals6 helyre 9118 9 10
keriilhet, a tobbi sorban mar van 5-6s. A maradék két helybdl az 1 csak 3|5 1]6
a fentrs] negyedik helyen lehet, mert az elsé sorban mar van 1. Igy a bal 10021614/ 3/5/1
felsG sarokba a 3 keriil. 716111341215
Ekkor mér ki tudjuk tolteni a negyedik oszlopot: onnan az 1 és a 2 1 51216
hidnyzik. Az 1 csak a legalsé mezSben lehet, mert a mésik {ires mezd 41312151116
sordban (a negyedik sorban) mar van 1. 5 611

A maésodik oszlopban két {ires mez8 van, ahonnan a 2 és 4 szamok hi-
anyoznak. A 2 csak a legalsdé mezébe keriilhet, mert a negyedik sorban
mar van 2. Igy a méasodik oszlopba a 4 a negyedik sorba keriil.

A negyedik sor utolsé mezdGjébe a 3 keriil, hisz mar csak ez hianyzik
a sorbol. Az utolsoé oszlopban van két szomszédos szam melyek Ossze-
ge 10, azaz a hidnyz6 4-es a 6 szomszédjaba a bal als6 sarokba keriil.
Ekkor egy szdm hidnyzik az utolsd oszlopbdl: egy 2 a legfels6 mez&bdl.
Ekkor mar csak a legfelsd és legalsd sorbél hianyzik egy-egy szam, amik
egyértelmten kitolthetSk az dbra szerint.

A tablazat sarkaiba a 2, 5, 4 és 3 szamok keriilnek. Ezek szorzata 120.
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D14. Egy szabalyos kilencszog 6sszes oldalanak és atlojanak az egyenesét berajzoltuk. Hany szabalyos haromszoget
hataroznak meg ezek az egyenesek?
Megoldas: Mivel 9 paratlan, ezért a kilencszog minden atloja parhuzamos valamelyik oldallal. Igy
kategorizalhatjuk a szabalyos haromszogeket aszerint, hogy melyik oldalakkal parhuzamosak az ol-
dalai. Vilagos, hogy ha a harom atlo szabalyos haromszoget zar be, akkor a szabalyos 9-szog veliik
pérhuzamos oldalai is, ez pedig a forgasszimmetria miatt pontosan akkor teljesiil, ha minden harma-
dik oldalt valasztjuk ki, amit 3-féleképpen lehet megtenni, igy 3 kategoria lesz, és a szimmetria miatt
mindegyikben ugyanannyi eset.

Ekkor mindharom irdny esetén az azzal parhuzamos atlot 4-féleképpen lehet kivalasztani, ami
43 = 64 lehetség. Ebb6l azonban még le kell vonni azokat az eseteket, amikor a harom egyenes
nem hataroz meg szabalyos haromszoget, vagyis egy ponton mennek at. A megoldas végén szerepld
abrarol leolvashato, hogy a szabélyos kilencszog atlo/oldal egyenesei koziil azok, amelyek a megfelels
parhuzamosségi osztalyokban vannak, harom csak akkor mehet a4t egy ponton, ha ez a pont cstcsa a
kilencszognek. Igy csak azokat az eseteket kell nézni, amikor a harom egyenes egy csticsban talalkozik.
Ekkor a csucs, amiben taldlkoznak (ami mar egyértelmiien meghatarozza a harom &atlot) biztosan
végpontja valamelyik oldalnak, amivel parhuzamos a hiromszog valamelyik oldalegyenese, ellenkezd
esetben az egyik oldallal szemben lenne, de akkor nem mehetne at rajta ezen oldallal parhuzamos
egyenes. Ezen 6 cstcsban viszont mind taladlkozhat 3 4tlo, amik parhuzamosak a megadott iranyokkal,
ezért 6 elfajulé eset van, vagyis 64 — 6 = 58 esetben hataroznak meg szabélyos haromszoget. Igy az
Osszes lehet@ség szama: 3 - 58 = 174.
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]2315. Jelolje t(n) az n szam szamjegyeinek Osszegét. Hany jegyd a legkisebb olyan pozitiv egész n, amelyre ¢(2n) =
st(n)?

Megoldas: Ismert, hogy egy szam pontosan akkor oszthato 9-cel, ha a szamjegyeinek 6sszege is. Tehat
ahhoz, hogy %t(n) egész legyen, n-nek kilenccel oszthatonak kell lennie, azaz 2n is oszthatd 9-cel, tehat
t(2n) = 2t(n) is. Ha 3t(n) oszthato kilenccel, akkor ennek a fele, azaz $t(n) is (hiszen ugyanannyi 3-as
primtényezst tartalmaz), azaz t(n) oszthato 9 -9 = 81-gyel, azaz t(n) legalabb 81.

Vizsgéljuk meg, hogy hogy viszonyul egymashoz 2t(n) és t(2n) helyiértékenként. Amennyiben n
kettével vald szorzésa soran egy adott helyiértéken nem torténik tizesatlépés, abban az esetben x-bél
2x lesz, igy itt ugyanannyi adodik hozzé 2t(n)-hez és t(2n)-hez. Ha valamelyik helyiértéken tizesatlépés
van, akkor z-b6l 2x — 10 lesz, és hozzdadunk 1-et a kdvetkezs helyiértékhez, azaz minden tizesatlépés
(10+2z) —(1+x) = 9-cel csokkenti t(2n) értékét 2¢(n)-hez képest. Képlettel felirva t(2n) = 2t(n) —9-#,
ahol #; jeloli a tizesatlépések szamat n kettével vald szorzasa soran.

Egy helyiértéken pontosan akkor fog tizesatlépés torténni, ha ott legaldbb 5 szerepel, fiiggetleniil a
kisebb helyiértékektsl. Tegyiik fel, hogy ¢(n) = 81, ekkor ahhoz, hogy a feladat feltételei teljesiiljenek
t(2n)-nek % - 81 = 18-nak kell lennie, azaz % = 16 tizesétlépésnek kell torténnie a 2-vel vald
szorzas soran, azaz n legalabb 16 jegyd. A 16 jegyl szamok kozott mar talalhatd megfelels n, példaul
n = 5555555555555556 esetén 2n = 11111111111111112, amire ¢(n) = 81 és t(2n) = 18.

Ha t(n) # 81, akkor mivel ¢(n) oszthato 81-gyel, legalabb 162 értéke, tehat n legalabb 1%:2 =18
jegyd, ami mar tobb, mint 16, azaz a feladat kérdésére 16 a vélasz.

Die. Az abran lathato hét négyzetbe szeretnénk valamilyen sorrendben beirni az 1,2,...,7 szdmokat ugy, hogy
a feltiintetett egyenlGtlenségek mind igazak legyenek. Minden négyzetbe egy szamot irhatunk be és minden szamot
pontosan egyszer hasznalhatunk. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

< > < > < >

Megoldas: A T-es szam a 2., 4. vagy 6. helyre fog keriilni.
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Ha a 4. helyre keriil, akkor (g) = 20-féleképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik szam melyik oldalra
keriil. Mindkét oldalon a legnagyobb szam keriil kdzépre, a maradék két szamot pedig 2-2-féleképpen
lehet befrni, igy 0sszesen 20 - 2 - 2 = 80 lehet&ség van.

Ha a 2. helyre keriil, akkor téle balra 6-féle szam lehet. A maradék 5 szambol a legnagyobb 2-féle
helyre keriilhet. Az igy elvalasztott 1 mezére 4-féle szém keriilhet, a maradék harom szamot pedig az
el6z6hoz hasonlé modon 2-féleképpen lehet befejezni, igy Osszesen 6 -2 -4 - 2 = 96 lehet&ség van.

Ugyanennyi lehet&ség van akkor is, ha a 6. helyre keriil a 7-es, igy Osszesen 80 + 96 + 96 = 272
lehet&ség van.
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