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E1. Az abran lathat6 kalapban hany cm? a narancsszinti rész teriilete, ha egy kis négyzet teriilete 4 cm??

Megoldas:

Szimmetria miatt a harom kék haromszog teriilete egyenls. Tovabba a /\
szimmetriabol az is kovetkezik, hogy egy ilyen kis haromszog magassé-

ga egy kis négyzet oldala, az alapja pedig a fele, tehat a teriilete egy
kis négyzet teriileténck egynegyede, 1 cm?. A z6ld haromszog egy kis
négyzet fele, tehat 2 cm? teriiletd. Osszesen 2-4 cm?+1-2 cm?+3-1
cm? = 13 cm? teriiletii a narancsszini rész. !

E2. Hany olyan kétjegyt pozitiv egész szam van, amely megegyezik a szamjegyei Ssszegének és a szamjegyei szorzatanak
Osszegével?

A kétjegyt pozitiv egész szamok a 9-nél nagyobb és 100-ndl kisebb egészek.
Megoldas: Legyen a keresett kétjegyt szam els6 szédmjegye a és a méasodik szamjegye b, tehidt maga
a szam ab = 10a + b. Ekkor a szamjegyek Osszege a + b, a szamjegyek szorzata pedig a - b. Ebbdl az
alabbi egyenl@séget kapjuk: 10a + b = a + b 4+ a - b. Levonva mondkét oldalbdl a + b-t, azt kapjuk
hogy 9a = a - b. Leoszthatunk a-val, mert a biztosan nem 0, igy b = 9. Arra jutottunk, hogy b = 9,
a viszont barmi lehet, mindenképpen teljesiteni fogja az egyenletet. Azaz a keresett kétjegyd szdmok:
19,29, 39,49, 59,67,89,99, ami 9 darab szam.

Alternativan, minden fix tizes helyiértékre legfeljebb egy megoldas lehet, hiszen az egyes helyi érték
valtoztatasakor szamjegyek Osszege annyival né, amennyi a szamjegyek szorzata.

E3. Gandalf vendégiil 1atja Radagastot. Gandalfnak harom kancsé 20 fokos teaja van. Gandalf a hdrom kancsé teat
ugy szeretné felszolgalni, hogy mindharom 80 fokra van melegitve. Gandalf egy idében két kancsé teat tud egyszerre
melegiteni. Ha egy kancso teat éppen melegit, akkor annak a hémérséklete percenként 3 fokot emelkedik, ha pedig nem
melegiti, akkor percenként 1 fokot csokken. Legalabb hény percre van sziiksége Gandalfnak ahhoz, hogy a harom kancso
egyszerre legyen legalabb 80 fokos?

Egy kancsd tea tetszdleges hdmérsékletre lehilhet vagy felmelegedhet.

Megoldas: Nézziik meg, hogy egy perc alatt a harom kancsé hémérsékletének 6sszege hogyan valtozik.
Két kancsdt melegit, a harmadikat pedig nem, ez alapjan két kancsé tea hémérséklete 3 fokkal né egy
kancso teanak pedig 1 fokkal csokken. Osszeadva 3+ 3 — 1 = 5, azaz 1 perc alatt 5-tel tudja Gandalf
novelni az Osszeget. Kezdetben a harom hé&mérséklet Osszege 3 - 20 = 60, a folyamat végén pedig
3-80 = 240. E két szam kiilonbsége 180, ez alapjan legalabb % = 36 percet kell melegitéssel toltenie.
Lassuk be, hogy ez tényleg megvalosithaté! Ha Gandalf ugyanannyi id6t fordit barmelyik kancséparra,
akkor ez torténik: 12 percig melegiti az elsé és méasodik kancsét, 12 percig az es és harmadik kancsoét,
és 12 percig masodikat és harmadikat. Ekkor minden kancsé teara igaz, hogy 24 percig melegedett és
12 percig htlt, tehat a mostani hémérsékletiik 20 +24 -3 — 12 = 20+ 72 — 12 = 80. Legalabb 36 percre
van sziiksége Gandalfnak.
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EA4. Piton professzor 10 didkot szeretne parokba allitani ahhoz, hogy a parbajozést gyakoroljak. Hanyféleképpen teheti
ezt meg?

Két pdrbadllitdst akkor tekintiink kiilonbdzdnek, ha valakinek mds a pdrja az egyikben, mint a mdsikban.

Megoldas: Az els§ parbajozo part (120) = 45-féleképpen vélaszthatja ki Piton professzor. A megmaradd
8 didkbol a masodik parbajozé part (g) = 28-féleképpen valaszthatja ki. Hasonloképpen a harmadik
part (g) = 15-féleképpen, a negyedik part (3) = 6-féleképpen. Ekkor mar csak 2 didk maradt ki,
6k egymassal alkotnak part. Viszont most minden lehet&séget tobbszor szamoltunk, mert a végsé
beosztasban a parok kivalasztasanak sorrendje nem szamit. Ot elemet 5! = 120-féleképpen lehet sorba
allitani, ez alapjan minden lehet&séget 120-szor szamoltunk. Ezért a korabban kapott értéket osszuk

10\ (8Y.(6Y.(4Y).(2
le 120-szal. Tehat a megoldés (5)-() gj) (2) () = 45'2?2105'6'1 = 945.

E5. A Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian mindkét nap 3 feladat szerepel. A feladatok négy témakorre vannak
bontva: algebra, geometria, szamelmélet és kombinatorika. A szervezdk elGzetesen minden témakorbdl kivalasztanak 3
konnyti, 3 kdzepes és 2 nehéz feladatot. Ezekbdl a feladatokbol allitja Ossze a zsiiri a feladatsort agy, hogy teljesiiljenek
a kovetkezd feltételek:

e Az 1. és 4. konnyt, a 2. és 5. kozepes, a 3. és 6. nehéz legyen.

o Az l-es, 2-es, 4-es és 5-0s feladatok k6z6tt mind a négy témakdr szerepeljen.

e Egyik nap sem lehet két azonos témakord feladat.
Hanyféle feladatsort allithat Ossze a zstiri, ha 1. feladatnak egy algebra feladatot fognak kittizni?
Az elsé napon az 1., 2. és 8., a mdsodikon pedig a 4., 5. és 6. feladatok szerepelnek.
Megoldas: Az 1-es, 2-es, 4-es és 5-0s feladatok kozt mind a négy témakor egyszer szerepel és az 1-es
feladat algebra, igy a maradék harom feladathoz a maradék harom témat 3! = 6-féleképpen tudjuk
kivéalasztani. Az elsé és a negyedik feladatok konnytiek, a méasodik és 6t6dik feladatok kbzepesek, melyek
koziil mind 3-3 szerepel az el6zetes feladatok koziil. Mivel ezek a feladatok kiilonbozs témakorokbdl
vannak, ezért egyméstol fliggetleniil valaszthatd ki, hogy a harom lehetség koziil melyik legyen az
adott feladat. Igy ezeket a feladatokat 3* = 81-féleképpen valaszthatjuk ki. Még hatra van a 3-as és
a 6-os feladat. Ezek téméja nem egyezhet az adott napi feladatsor korabbi feladatainak témajéaval,
igy mindkettdre két-két témalehet&ség van (és ezek kiilonbozdek is lesznek sziikségszertien a korabbi
4 feladat témaja miatt). Mindkét feladat a nehéz feladatok koziil valo és mivel témajuk kiilonbozik,
ezért egymastol fliggetlentil két-két lehetSség van kivalasztani a konkrét feladatot az elézetes nehezek
koziil. Igy a 3-as és 6-o0s feladatokra tovabbi 2¢ = 16 lehetdség van. A felsorolt kivalasztasok egymastol
fiiggetlenek, igy az esetek Osszeszorzodnak, azaz 6 -3* - 2% = 6-81-16 = 6° = 7776-féle feladatsort
allithat Ossze a zsiri.

E6. Boti, a bébi bastya egy minden iranyban végtelen sakktablan él. Boti minden éjszaka alva jar, ami soran mindig
atmaszik egy oldalszomszédos mezdre, arra viszont nem emlékszik hogy melyikre. Minden délben megmondja neki a
sakk kiradlynGje, hogy az aktudlis mezGjének a négy oldalszomszédjan hanyszor jart eddig. Ezt a négy szamot mindig
véletlenszerd sorrendben mondja, tehat Boti nem tudja, hogy koziilik melyik szadm melyik mezére vonatkozik. Boti
boldog egy napon, ha biztosan tudja, hogy olyan mez6én van, ahol mar korabbi napon is volt. Leghamarabb hanyadik
napon lehet boldog Boti?

Boti eldszor az elsd és mdsodik nap kézti éjszakdn jdr alva, napkdzben nem wvdltoztat helyet és emlékszik arra, hogy a
korabbi napokon miket mondtak neks.

Megoldas: Boti, a bastya az els6 napon biztosan (0, 0, 0, 0)-t hall, a masodikon pedig biztosan (1,0, 0, 0)-
t. Aztan a harmadik napon akar visszamészott az eredeti mezore, akar nem, mindenképp (1,0,0,0)-t
hall. A negyedik napig az alabbi maszassorozatokat tehette (a szimmetria miatt feltehetjiik, hogy az
els§ éjszaka jobbra mészott és azt is, hogy az elsd alkalommal, amikor nem jobbra vagy balra ment,

akkor felfelé):
e Jobbra-jobbra-jobbra: Ennek a végén (1,0,0,0)-t hall és 4j mezén jar;
e Jobbra-jobbra-fel: Ennek a végén (1,0,0,0)-t hall és 1j mezdén jar;
e Jobbra-jobbra-balra: Ennek a végén (1,1,0,0)-t hall és nem jar j mezdn;
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Jobbra-fel-balra: Ennek a végén (1,1,0,0)-t hall és 4j mezdn jar;
Jobbra-fel-le: Ennek a végén (1,1,0,0)-t hall és nem jar 4j mezon;
Jobbra-fel-jobbra: Ennek a végén (1,0,0,0)-t hall és @j mezén jar;
Jobbra-fel-fel, Ennek a végén (1,0,0,0)-t hall és 4j mezdn jar;
Jobbra-balra-jobbra: Ennek a végén (2,0,0,0)-t hall és nem jar 4j mezdn;
Jobbra-balra-fel: Ennek a végén (2,0,0,0)-t hall és 4j mezdn jar;
Jobbra-balra-balra: Ennek a végén (2,0,0,0)-t hall és @j mezén jar.

Lathato tehat, hogy minden szamnégyes esetén van olyan lehet&ség, ahol 4j mezére 1ép a 4. napon,
ezért ekkor még nincs olyan hallott sorozat, ami a boldogsagot garantalna. Az 6tddik napon azonban
méar van: ha a 4. napon és az 5. napon is (1, 1,0, 0)-t mondott neki a sakk kirdlyngje, akkor az 5. napon
mindenképpen olyan mezén van, ahol korabban jart, hiszen ez (a korabban emlitett szimmetriatol elte-
kintve) a fenti esetszétvalasztasbol csak a harmadik, negyedik, és 6todik eset folytatasaként allhat eld,
és ezek koziil is csak a jobbra-fel-balra-le és a jobbra-fel-balra-jobbra lépéssorozatok esetén kovetkezhet
be, és mindkét esetben olyan mezén van, ahol mar jart korabban. Tehat a valasz 5.

E7. Beni rajzol egy 7 éli valahany cstcsu Osszefiiggd egyszert grafot. Az élekre rairja az 1,2,...,7 szamokat ugy,
hogy minden szamot egy élre ir és minden élre egy szam keriil. Ezutan Gergs rajzol egy masik grafot, melynek csiicsai
az 1,2, ..., 7 szamoknak felelnek meg, és akkor kot Gssze kettét, ha a hozzdjuk tartozoé éleknek Beni grafjaban van kozos
cstucsa. Hanyféle lehet ezek alapjan Gergd grafja, ha tudjuk, hogy nincs benne kor?
Két grdf kilonbozd, ha van két csiucsuk, melyek az egyikben dssze vannak kotve, a mdsikban pedig nem. Egy grdf akkor
egyszert, ha nem tartalmaz se t6bbszords élt, se hurokélt.
Megoldas: Gergs grafjaban nem lehet legalabb 3 foku csics. Tegyiik fel, hogy 1étezik egy legalabb 3
foku cstcs, legyen ez az 1, a szomszédai pedig 2,3 és 4 (és esetleg még méasok is). Ekkor Beni grafjaban
az l-es élnek az egyik végpontja kozos a 2-es él egyik végével, legyen ez u. Ugyanigy a 3-as éllel is
van kozoOs cstcsa az 1-es élnek, de ez nem lehet azonos az u csiiccsal, mert akkor a 2-es és 3-as élnek
is lenne kozos csicsa, tehat Gergd grafjaban lenne a 2 és a 3 kozt is él, de akkor az 1,2,3 cstcsok
kort alkotnanak, ami nem lehet. Tehat 1 masik végpontja, jeloljiik v-vel, kozos a 3-as éllel. Viszont
ugyanigy a 4-es élnek nem lehet kozos cstcsa a 2 és 3 élekkel, de az 1-sel igen, tehat egy harmadik
végpont kellene hozza, ami nem lehet.
Igy Gergs grafjaban minden fokszam 0, 1 vagy 2. Olyan cstics nem lehet, aminek 0 a foka, mert akkor
ahhoz az élhez nem csatlakozna maéasik él Beni grafjaban, de az & gréfja Osszefiiggs. Tehat Gergo
grafja csak utakbol és korokbdl allhat, de utobbiak a feladat feltétele miatt nincsenek. Azonban nem
allhat tobb Gtbol sem, mert akkor két kiilonboz6 Gt cstcsaihoz tartozoé élek kiillonbéz6 komponenseket
alkotnanak Beni grafjaban, vagyis az nem lenne 6sszefiiggs. Pl. ha az 1,2,3 és a 4,5,6, 7 két ut Gergs
grafjaban, akkor Beni grafjaban az 1 és 2 éleknek, és 2 és 3 éleknek lesz egy-egy kozos csicsa, és egy
harom éld utat alkotnak. Ugyanigy a 4,5, 6,7 élek is egy négy éld utat ad, de ennek a csiicsai eltérnek
az el6z6t6l, killonben Gergd grafjdban a megfelels csticsok kozt lenne él és a két ut Gsszeérne. Tehat
a 7 csucs Gergé grafjaban egyetlen utat alkot, ami 75' = 2520 féle lehet, hiszen az utat kdzéppontosan
tiikrézve ugyanazt a grafot kapjuk.

Megjegyzés: Hasonléan belathatd, hogy Beni grafjaban minden csiics foka legfeljebb 2, igy az is
egy ut (vagy kor, de akkor Gergéében is lenne kor), és ha Beni gréafja egy tt, akkor Gergsé is az.

utan a varazslo kék iivegeiben 1év6 oldatok koncentracidinak osszege? Valaszként a tort egyszertisitett alakjaban
a szamlal6 és a nevezd O6sszegét adjatok meg!

Az oldatok nem télthetdek dat mds tivegbe. Amikor a vardzsld ij oldatot vardzsol, a két felhaszndlt tiveg szine és tartalma
nem vdltozik.
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Megoldas: Nevezziik Osszkoncentraciénak a maximalizdlanddé mennyiséget, vagyis a kék iivegeiben
1évE oldatok koncentracidinak Osszegét, nevezziink optimalisnak egy konstrukciét amennyiben ott az
Osszkoncentracié maximalis. Elgszor lassuk be, hogy van olyan optimalis konstrukcié, amiben el6szor
n piros iivegbe vardzsol mindig az eredeti kék iiveges oldat és az aktudlisan legajabb piros oldat
segitségével (kezdetben az eredeti piros tiveges oldat segitségével), majd 15 — n-szer az eredeti kék és a
legtijabb piros segitségével kékeket varazsol. Ennek bizonyitdsdhoz vegyiink egy optimalis konstrukciot,
ha ezt modositjuk gy, hogy minden varazslasnal az eredeti kéket hasznaljuk a konstrukciéban szerepls
helyett akkor azzal nem ronthatunk a konstrukciénkon, hisz minden oldat koncentracioja legfeljebb 1.
Ezt tovabb modositjuk tgy, hogy elészor a pirosakat készitjiik el (ugyanabban a sorrendben, tehat
mindig amikor kéket csindlnank azt folyamatot félre tessziik és kés6bb végezziik el), ez megtehetd, hisz
varazslassal kapott kéket méar nem hasznélunk maésik oldat varazslasdhoz és persze ugyanaz lesz az
Osszkoncentracid, mivel csak a vardzslatok sorrendjén valtoztattunk. Feltehetd, hogy a piros oldatok
koziil az utoljara készitett oldat koncentraciéja nagyobb, mint a mar meglévs piros oldatoké, hiszen
ha nem igy lenne, akkor lenne egy korabbi oldat, aminek legalabb akkora a koncentraci6ja, és a most
készitett oldatunk helyett elkészithettiink volna abbdl is egy oldatot, aminek a koncentraciéja nagyobb
lenne, ezzel pedig a konstrukcié o6sszkoncentracidja nem csdkkenne. Ebbé&l azonnal kovetkezik, hogy a
piros oldatok koncentréaciéja az elkészitésiik sorrendje szerint monoton né. Ebbél persze az is kovetkezik,
hogy a legtujabb oldatot mindig a legutoébb varazsolt piros oldat segitségével készitjik el.

Ezek utan a maximalis 6sszkoncetracié megtalédlasahoz elég az ilyen konstrukcidkat vizsgalni, egy
ilyen konstrukcioban pedig a dsszkoncentracio= 1+ (15 —n)- (1 —27""!) = 16 — 2&% — N+ 557, hisz
(1—-27""1). Ha n-rél n+ 1-re valtoztatjuk a piros oldatok szamat, akkor az dsszkoncentracio valtozasa:
2531 — 2232 — 1+ 5355 — gagr, Vizsgaljuk ennek elGjelét, ehhez persze elég a 2"+2_szeresét vizsgalni:
30— 15— 272 4 n — 2n = 15 — (2"*2 4 n), ami n < 2-re pozitiv és egyébként negativ. Tehat a kék
Osszkoncentracié n = 2-ig szigortian né, utana pedig szigortian csdkken, tehat a keresett n = 2-re lesz

maximélis: 1+ 13 - % = %, azaz a megoldas 107.

E9. Adott egy O kézéppontt egységsugari k kor és egy e érintSje. Legyen f egy olyan egyenes, ami meréleges e-re
és k-t két kiilénb6z8 pontban metszi. Legyenek f-nek az e-vel, illetve k-val valé metszéspontjai rendre E, A és B, ebben
a sorrendben elhelyezkedve f-en. Legyen az e és BO egyenesek metszéspontja I. Legyen g az I-b6l k-hoz huzott e-t61
kiilonb6z6 érintd, az érintési pontja legyen J. Tudjuk, hogy g merdleges e-re. Legyen tovabba a BI és az AJ egyenesek
metszéspontja H, valamint legyen az AH szakasz hossza . Mennyi (2 — 4)2?

Megoldas: Legyen K az e érintési pontja k-val. Mivel az I-b&l htizott két érinté meréleges egymasra,
ezért KIJO egy négyzet, hiszen K és J cstucsandl is derékszog van, hiszen azok érintési pontok.
Legyen L az OJ és EB egyenesek metszéspontja. Mivel OI a KI1JO négyzet egy atloja, ezért IOJ<( =
BOL< = 45°. Viszont, mivel O a kor kbzéppontja, és AB egy hir, ezért LO felezi a BOA<-t, valamint
L felezi BA-t. Ebbsl BOA = 90°, amibél kapjuk, hogy |BA| = /2. Viszont mivel L felezi BA-t
ezért |AL| = |BL| = |OL| = 2. Ebbdl kapjuk, hogy |JL| = 1+ *2. Ekkor Pithagorasz tételbol

A= J(E) + (14+8) = varvE = VB (a1 )

Vegyiik észre, hogy I.J és BA parhuzamosak, amibdl kdvetkezik, hogy HIJ és HBA haromszogek
|AH| _ |BA| _ 2

[ I—— B —_—
HT| = TIJ] 1

hasonloak egymaéssal, és a hasonlosagot felirva kapjuk, hogy

%: 1J‘r/\§/§,vagyis |AH| = \/i.(\/i—kl)l}fﬁ'

=4/ Qfl A gyokon beliili tort szamlalojat és nevezdjét is megszorozva v/2—1-el, 4/ \3%?1 =/2v2- (V2 1) =
Va4 —2v2

(22 —4)? =8

. Ekvivalens azzal, hogy
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E10. Legyen a; = 3, és minden n > 1 esetén legyen ani1 = 3°". Az a1,as,. .., a2 szamok koziil hany végzédik 7-es

szamjegyre?
Megoldas: Elgszor vizsgaljuk meg, hogy a 3 hatvanyainak mi lehet az utolsé jegye:

e Ha k = 4m + 1, akkor 3* utolso jegye 3.

e Ha k = 4m + 2, akkor 3* utolso jegye 9.

e Ha k = 4m + 3, akkor 3* utolso jegye 7.

e Ha k = 4m, akkor 3* utolso jegye 1.

Az utolso jegy tehat a 4-es maradéktol fiigg, ezt is vizsgaljuk meg:

e Ha k pératlan (azaz 4-es maradéka 1, vagy 3), akkor 3% 4-es maradéka 3.

e Ha k péros (azaz 4-es maradéka 0, vagy 2), akkor 3% 4-es maradéka 1.

A sorozat els§ tagja a; = 3, ennek az utols6 jegye 3, négyes maradéka szintén 3. Teljes indukcioval
belatjuk, hogy n > 2 esetén a,, 7-es szamjegyre végzidik, és 4-es maradéka 3.

KezdGesetnek as = 3% = 27 helyes, nézziik az indukcios 1épést: Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re
ay, utolso jegye 7, a 4-es maradéka pedig 3, ekkor a,41 = 3" szintén 7-re fog végzddni és 4m+3 alaku
lesz, mivel a,, 4m—+3 alaku volt (azaz paratlan is).

Tehat k > 2 esetén ay 7-re fog végzédni, k = 1 esetén pedig 3-ra, tehat a sorozatnak 2025 olyan tagja
van, aminek az utolso jegye 7.

E11. Egy szabalyos kilencszog 6sszes oldalanak és atlojanak az egyenesét berajzoltuk. Hany szabalyos haromszoget
hataroznak meg ezek az egyenesek?

Megoldas: Mivel 9 paratlan, ezért a kilencszog minden &tloja parhuzamos valamelyik oldallal. Igy
kategorizalhatjuk a szabalyos haromszogeket aszerint, hogy melyik oldalakkal parhuzamosak az ol-
dalai. Vilagos, hogy ha a harom &tl6 szabélyos haromszoget zar be, akkor a szabélyos 9-szog veliik
parhuzamos oldalai is, ez pedig a forgasszimmetria miatt pontosan akkor teljesiil, ha minden harma-
dik oldalt valasztjuk ki, amit 3-féleképpen lehet megtenni, igy 3 kategoria lesz, és a szimmetria miatt
mindegyikben ugyanannyi eset.
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Ekkor mindharom irany esetén az azzal parhuzamos atlot 4-féleképpen lehet kivalasztani, ami
43 = 64 lehetéség. Ebb6l azonban még le kell vonni azokat az eseteket, amikor a hirom egyenes
nem hataroz meg szabalyos haromszoget, vagyis egy ponton mennek at. A megoldis végén szerepls
abrarol leolvashato, hogy a szabélyos kilencszog atlo/oldal egyenesei koziil azok, amelyek a megfelels
parhuzamosségi osztalyokban vannak, harom csak akkor mehet a4t egy ponton, ha ez a pont cstcsa a
kilencszognek. Igy csak azokat az eseteket kell nézni, amikor a harom egyenes egy csiicsban talalkozik.
Ekkor a csucs, amiben talalkoznak (ami mar egyértelmiien meghatérozza a harom &tlot) biztosan
végpontja valamelyik oldalnak, amivel parhuzamos a hiromszog valamelyik oldalegyenese, ellenkezd
esetben az egyik oldallal szemben lenne, de akkor nem mehetne at rajta ezen oldallal parhuzamos
egyenes. FEzen 6 csticsban viszont mind talalkozhat 3 atlo, amik parhuzamosak a megadott iranyokkal,
ezért 6 elfajulé eset van, vagyis 64 — 6 = 58 esetben hataroznak meg szabalyos haromszoget. Igy az
Osszes lehetdség szama: 3 - 58 = 174.

E12. Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, hogy melyik két oldalnél van nyitva Juliska kényve. A
kérdései alapjan kideriilt szamara, hogy a két nyitott oldal szdma k6zott volt palindromszam, hatvanyszam, csupa paros
szamjegybdl allo szam és 6tos szamjegyet tartalmazoé szam is, valamint az egyik szdm legaldbb 10. Legfeljebb mennyi
lehet Juliska konyvében a legnagyobb oldalszam, ha ennek ismeretében Jancsi ki tudja talalni Juliska valaszaibdl, hogy
hényadik oldalaknal van nyitva?

Juliska kényvének az oldalai 1-t6l n-ig vannak szdmozva €s Jancsi tudja n értékét, viszont azt nem tudja, hogy a kényv
bal vagy jobb oldalai vannak pdros szdmokkal szamozva. Azon szamokat nevezzik palindromszdmoknak, amelyek szdmje-
gyeit forditott sorrendben leirva visszakapjuk ugyanazt a szdmot, hatvdinyszdmoknak pedig azon pozitiv egészeket, melyek
elddllnak a® alakban, ahol a és b pozitiv egészek és b > 2.
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Megoldas: A legkisebb lehetséges szampér a 9-10, de ezek nem tartalmaznak 5-0s szamjegyet, igy
nem lehet itt nyitva a konyv. A kétjegyd palindromszamok a 11-gyel oszthaté szamok 99-ig, de ezek
koziil csak a 44,55 és 66 melletti szamokban szerepel 5-6s szamjegy, de ezek egyike sem hatvanyszam.
Igy legalabb haromjegyti mindkét oldalszam. Nézziik meg a 100 és 399 kozti palindrom szamokat. Ezek
Tal, 2b2 és 3c3 alaktiak, igy a mellettiik allo szamok 1a0, 1a2, 2b1,20b3 és 3c2, 3c4 alaktak. Ezek kozt
csak akkor szerepel 5-0s szamjegy, ha a,b,c = 5. Ekkor viszont a kozépss szdmjegy paratlan mindkét
oldalon, igy ezek a lehetGségek is kiestek. Azaz az oldalszamok kozt van legalabb 400 nagysagu. 500
és 598 kozti szam nem allhat egyik oldalon sem, mert 499-t6l 599-ig minden szam tartalmaz péaratlan
szamjegyet. Nézziik meg 400 és 499 kozott a hatvanyszamokat, valamint 599-t61 kezdve szintén. Az ilyen
négyzetszamok a 202 = 400, 212 = 441,222 = 484,252 = 625, de a 400, 441 mellett nincsenek 5-6s jegyet
tartalmazo szamok, igy koztiikk a 484 és a 625 maradt lehet&ségnek. A 484-485 és a 625-626 szamok
valoban teljesitik a feltételeket, igy Juliska konyve legfeljebb 625 oldalas lehet, hogy egyértelmi legyen
Jancsi szamara az oldalszam. Azaz elég a hatvanyszamokat 400-499 és 599-625-ig figyelni. Kébszamok
nem esnek ide (73 = 343,8% = 512,92 = 729), 6tédik hatvanyok szintén nem (3° = 243,4° = 1024),
hetedik és kilencedik hatvanyok sem (27 = 128,37 = 2187,2% = 512), mig a péarosadik hatvanyokat
mar a négyzetszamok soran végigvettiik. Legfeljebb 625 oldalas Juliska konyve, ekkor kitalalhato a két
oldalszam.

E13. Egy 12 {6s btinbanda egy kerek asztal koriil tart megbeszélést. Mindenki maga elé néz, vagy kolcsondsen beszélget
valamelyik szomszédjaval. Hanyféleképpen nézhet ki a megbeszélés?

Két megbeszélést akkor tekintiink kilonbozdnek, ha van két olyan ember, akik az egyik esetben beszélgetnek egymdssal, a
mdsikban nem.

Megoldas: ElGszor nézziink meg egy maésik feladatot: Egy hosszii sorban iil n blinéz6, akiket megsza-
moztunk 1-t6l n-ig. Mindenki vagy maga elé néz, vagy parban beszélget egy szomszédjaval. Hanyféle-
képpen lehet ezt megvaldsitani?

Ezen a feladaton beliil legyen A,, az olyan megoldasok szama, ahol az n. blin6z8 maga elé néz.
Tovabba legyen B,, az olyan megoldasok szama, ahol az n. btindz6 a szomszédjaval beszélget.
Indukciéval szeretnénk megtalalni A, és B, értékét. Kis értékekre konnyen lathato, hogy Ag = 1,
32:1,A3:2é533:1.

Ha n ember iil a sorban, és az n. blin6z6 maga elé néz, akkor a kordbbi n — 1 ember barmilyen
beosztasban beszélgethet, ezért A, = A1+ Bp_1.

Ha n ember iil a sorban, és az n. biin6z6 az n — 1. btin6zével beszélget, akkor az els§ n — 2 embert kell
beosztani valamilyen médon, tehat B, = A,,_o + B, _o.

A két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy A,, + B, = A1+ Bp_1+ Ap_o+ Bp_o.

As+ By =2 = F3, A3+ By = 3 = Fy, és a tovabbiakban A,, + B,, eldallitasara éppen a Fibonacci-
sorozat rekurzios Osszefliggését hasznaltuk, ez alapjan a tovabbiakban is a Fibonacci-sorozat értékeit
kapjuk, azaz A, + B, = Fp41.

Most térjlink 4t a kittizott korasztalos feladatra! Egy korasztalnal ha az 1. és az 12. biindz6 nem
egyméssal beszélgetnek, akkor ugyanannyi lehetéséget kapunk, mintha egy sorban iilnének, azaz Ao +
Bis = Fi3 lehetdséget.

Ha a korasztalnal az 1. és az 12. btindz6 egymaéssal beszélgetnek, akkor a maradék 10 embert kell
beosztani valamilyen modon, itt a lehetdségek szama A9 + Big = Fi1.
Tehét a korasztalnél az Osszes lehetSség szama Aio + Bio + A1g + B1g = Fig + F11 = 233 + 89 = 322.

E14. Toltsétek ki a tablazat mezdit az 1,2,3,4, 5,6 szamjegyekkel ugy, hogy minden sorban és oszlopban minden
szamjegy pontosan egyszer szerepeljen, és a tablazaton kiviilre irt szamok azt mutassdk, hogy mi a legnagyobb szam,
ami el6all az adott sorban/oszlopban két szomszédos mezsben allo szam Osszegeként. Mi a tablazat sarkaiba keriils négy
szam szorzata?

70
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7
3 116

Megoldas:

A harmadik sor mellett a 7 &ll, azaz ott barmely két egymés melletti
szam Osszege legfeljebb 7. Tehat a 6 mellett csak az 1 allhat, tehat a 6 a
sor egyik szélén all. Mivel a jobb oldali (balrél hatodik) oszlopban mar

van 6-os, igy a harmadik sorban a 6 csak a bal szélre kertilhet, és az 1-es 9118 9 10
kozvetlen mellé. 5

A maésodik sorban a 4 csak az els6 vagy a harmadik helyre keriilhet (a 6 100 1614 501
mellé), hogy legyen két szomszédos, melyek Osszege 10. Ha az els6 helyen 61

lenne, akkor az els6 oszlopban egymas mellett lenne a 4 és a 6, ami nem

felel meg annak a feltételnek, hogy nincs két szomszédos, aminek az

Osszege nagyobb 9-nél. Tehat a 4 a méasodik sor harmadik helyére kertil. 3 116

Tudjuk, hogy a mésodik oszlopban van két szomszédos szdm, melyek

Osszege 11, ez csak tgy lehet, ha a 6 és az 5 egymés melletti mezSben
van. Mivel a 6 alatti mez6 mar foglalt, igy az 5 a méasodik oszlop legfels

mezGjében van.
Mivel a harmadik sorban a szomszédosak Osszege legfeljebb 7, igy az

5 mellé csak az 1 és a 2 kertilhet. Ha az 5 a balrél harmadik oszlopba
keriilne, akkor egymés mellé keriilnének a 4-gyel, ezért lenne két szom-
szédos szam a harmadik oszlopban, melyek Gsszege nagyobb, mint 8. Igy
a harmadik sorban nem keriilhet az 5 az 1 mellé. Tehat az 5-nek csak

9118 9 10 egy szomszédja lehet, azaz a jobb széls§ mezébe keriil, mellé pedig a 2.

5 Ekkor a harmadik sorbdl mér csak a 3 és a 4 hianyzik. Mivel a balrol

10 164 5| 1| harmadik oszlopban mar van 4, igy itt csak a 3 allhat. A maradék helyre
70611131412 5 keriil a 4. Igy kitoltottiik a harmadik sort.

6 Mivel minden oszlopban pontosan egy 6-os van, igy a (fentrsl) negyedik

3 116 sorban a 6-os a harmadik, a negyedik, vagy az 6todik helyen all. Ha a

harmadik helyen allna, akkor a harmadik oszlopban egymaés al& keriilne

egy 3 és egy 6, melyek Gsszege nagyobb 8-nél, azaz ide nem keriilhet a

6-os. Ha a negyedik helyen allna, akkor a negyedik oszlopban egymas
ala keriilne egy 4-es és egy 6-os, ami ellentmond azzal hogy ebben az
oszlopban a szomszédos mezében a szidmok Osszege legfeljebb 9. Tehat
a 6 az 6todik helyen all.
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Ekkor a harmadik oszlopban a 6 csak a fentrél els6 vagy a hatodik he-
lyen allhat, hiszen minden mas sorban mér van hatos. Mivel ebben az
oszlopban a szomszédos mezSkben a szamok 0Osszege legfeljebb 8, igy a
hatos nem keriilhet az els§ helyre a 4-gyel szomszédos mezére. Tehat a
6 a legalsé (hatodik) helyre keriil. Az 5 nem keriilhet a harmadik oszlop

Ne)
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| —

10

ot
(@] Ne)

D

felsé harom helyére, mert azokban a sorokban mar van 5. Nem keriilhet  10j

a fentrél 6todik helyre sem, a 6 f6lé, mert ekkor lenne két szomszédos 716

szam az oszlopban melyek Osszege nagyobb 8-néal. Tehéit az 5 a negye-

dik mez6ben van. Ekkor ki tudjuk tolteni a harmadik oszlopot: itt két 3

iires mezG van, amikre az 1 és 2 szamokat irjuk. Mivel a fentrsl negyedik
sorban méar van 1, igy oda keriil a 2 és az legfelsé mezébe az 1.

Ahhoz, hogy minden szamjegy minden sorban és oszlopban csak egyszer
szerepeljen, az utolsé 6-0s az elsé sor negyedik helyén van.

—_
YD O QO [~ [F=]CO
W
— o N
Ut

9118 9 10 Ekkor méar csak két szam hianyzik az 6t6dik sorbodl, a 4 és az 5. Mivel
5 16 a negyedik oszlopban mar van 4-es, igy az 6todik sor negyedik helyére
10026143 | 5| 1| keriil az 5 és az els6 helyére a 4.
7161113 412|501 A negyedik oszlopban van két szomszédos szam, melyek 6sszege 9. Mivel
5 6 a 4, 5 és 6 koziil semelyik kett nem szomszédos, ezért ez csak akkor
4132151116 fordulhat els, ha a 3 a 6 mellé keriil: a masodik sor negyedik helyére.
6 Ekkor a mésodik sorbol mar csak a 2 hidnyzik, az els helyrol.
Az els6 oszlopban harom iires mez§ van. Az 5 csak a legals6 helyre 9118 9 10
keriilhet, a t6bbi sorban méar van 5-6s. A maradék két helybél az 1 csak 3|5 1]6
a fentrél negyedik helyen lehet, mert az elsé sorban mar van 1. Igyabal ~ 10§26[4 3|51
fels6 sarokba a 3 keriil. 161113141215
Ekkor méar ki tudjuk tolteni a negyedik oszlopot: onnan az 1 és a 2 1 51216
hidnyzik. Az 1 csak a legals6 mezében lehet, mert a masik {ires mezs 41372151116
sordban (a negyedik sorban) mar van 1. 5 611

A maésodik oszlopban két {ires mez6 van, ahonnan a 2 és 4 szamok hi-

9118 9 10 anyoznak. A 2 csak a legalsdé mezdbe keriilhet, mert a negyedik sorban
31516421 mar van 2. Igy a méasodik oszlopba a 4 a negyedik sorba keriil.
1002161435 1] A negyedik sor utolsé mez&jébe a 3 keriil, hisz mar csak ez hidnyzik
71611131412 |5] asorbdl. Az utolsé oszlopban van két szomszédos szam melyek Gssze-
114151216 3] g 10, azaz a hianyz6 4-es a 6 szomszédjaba a bal also sarokba keriil.
41312151116 Ekkor egy szam hidnyzik az utolsé oszlopbol: egy 2 a legfels6 mezGSbdl.
5190611132 Ekkor mar csak a legfelsd és legalsd sorbél hianyzik egy-egy szam, amik
egyértelmten kitolthetSk az dbra szerint.

A tablazat sarkaiba a 2, 3, 4 és 5 szamok keriilnek. Ezek szorzata 120.

E15. Jeldlje t(n) az n szdm szamjegyeinek Ssszegét. Hany jegyt a legkisebb olyan pozitiv egész n, amelyre t(2n) =
2

2t(n)?

9

Megoldas: Ismert, hogy egy szam pontosan akkor oszthato 9-cel, ha a szdmjegyeinek 6sszege is. Tehat

ahhoz, hogy %t(n) egész legyen, n-nek kilenccel oszthatonak kell lennie, azaz 2n is oszthatd 9-cel, tehat
t(2n) = 2t(n) is. Ha 3t(n) oszthato kilenccel, akkor ennek a fele, azaz $t(n) is (hiszen ugyanannyi 3-as

primtényezst tartalmaz), azaz t(n) oszthato 9 -9 = 81-gyel, azaz t(n) legalabb 81.

o/i0
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Vizsgaljuk meg, hogy hogy viszonyul egyméashoz 2t(n) és t(2n) helyiértékenként. Amennyiben n
kettGvel vald szorzasa soran egy adott helyiértéken nem torténik tizesatlépés, abban az esetben x-bdl
2x lesz, igy itt ugyanannyi adodik hozza 2t(n)-hez és t(2n)-hez. Ha valamelyik helyiértéken tizesatlépés
van, akkor z-bél 2x — 10 lesz, és hozzdadunk 1-et a kovetkez§ helyiértékhez, azaz minden tizesatlépés
(104x)— (1+z) = 9-cel csokkenti t(2n) értékét 2t(n)-hez képest. Képlettel felirva t(2n) = 2t(n)—9-#4,
ahol #; jeloli a tizesatlépések szamét n kettGvel vald szorzasa soran.

Egy helyiértéken pontosan akkor fog tizesatlépés torténni, ha ott legalabb 5 szerepel, fiiggetleniil a
kisebb helyiértékektsl. Tegyiik fel, hogy t(n) = 81, ekkor ahhoz, hogy a feladat feltételei teljesiiljenek
t(2n)-nek % - 81 = 18-nak kell lennie, azaz % = 16 tizesétlépésnek kell torténnie a 2-vel vald
szorzas soran, azaz n legalabb 16 jegyd. A 16 jegyl szamok kozott mar talalhatd megfelels n, példaul
n = 5555555555555556 esetén 2n = 11111111111111112, amire ¢(n) = 81 és t(2n) = 18.

Ha t(n) # 81, akkor mivel t(n) oszthato 81-gyel, legalabb 162 értéke, tehat n legalabb 1%:2 =18
jegyt, ami mar tobb, mint 16, azaz a feladat kérdésére 16 a vélasz.

E16. Mogus professzor megkérte Harryt, hogy gondoljon 4 kiilénb6z6 pozitiv egész szdmra, majd irja fel egy lapra az
Osszes nem iires részhalmazukban a szamok Osszegét és ne mutassa meg. Ezutan Harry Osszeszorozta a papiron szerepld
15 szadmot, azonban miel6tt Harry elmondta volna az eredményt, Mogus professzor mondott egy olyan pozitiv egész
szamot, amelyrdl biztosan tudja, hogy osztja ezt a szorzatot. Mi a legnagyobb szdm, amit Mogus professzor mondhatott?
Valaszként a megoldas 10000-es maradékat adjatok meg!

Megoldas: El6szor vegyiik észre, hogy Mogus professzor nem mondhat olyan szamot, ami egy 3-nél
nagyobb p primmel oszthatd, mert ha mindegyik szam 1 maradékot ad p-vel osztva, akkor semelyik
Osszeg nem lesz p-vel oszthato, tehat a szorzat sem. Igy elég a 2 és a 3 legnagyobb kitevsjd hatvanyat
meghatarozni, amik biztosan osztjak a szorzatot.

Ha a Harry altal gondolt négy szam az 1,9,17,25, akkor a kapott szorzatban 2 kitev6je 8, mert
a 6 darab kételemii halmaz mindegyikében 4k + 2 alakd, a négyelemiiben 8k + 4 alaku, 4, a tobbiben
paratlan az Osszeg, igy 28-nal nem lehet nagyobb a legnagyobb 2-hatvany. Ez viszont biztosan osztja:
Ha a szamok mind parosak, akkor mind a 15 részhalmazosszeg paros, tehéat a szorzat oszthaté 215-nel.
Ha pedig van koztiik paratlan, akkor az iires részhalmazt is belevéve pontosan a részhalmazok felében
lesz paros az Osszeg: Egy paratlan szdmot kivalasztva a tobbi harom tetszGleges részhalmaza esetén
egyértelmten eldénthetd, hogy 6t beletegyiik vagy ne a halmazba, hogy péaros legyen az Gsszeg. Igy
ez % = 8 halmaz, amibdl az egyik az iires halmaz, tehat pontosan 7 paros Osszegl részhalmaz van,
azaz a 27 osztja a szorzatot. Az egyik Osszeg viszont 4-gyel is oszthato: tekintsiik az aq, a1 + ag, a1 +
az + as,a; + as + az + a4 Osszegeket, ha ezek koziil nincs 0 maradékot adé, akkor van két azonos
maradéki, ezek kiilonbsége viszont egy 0 maradéku Gsszeget ad. Tehat 2% is osztja a szorzatot, vagyis
ez a legnagyobb 2-hatvany, ami biztosan osztja a szorzatot.

Ezutan ha a Harry &ltal gondolt négy szam az 1,10,19,30, akkor 2 részhalmazban 9% + 3, 1
részhalmazban 9%k + 6 alak az Osszeg, a tobbiben nem oszthaté 3-mal, tehat a 33-nal nem lehet
nagyobb a legnagyobb 3-hatvany. Most belatjuk, hogy ez biztosan osztja. Ha van egy 3-mal oszthato
szam, akkor a fentihez hasonléan a tobbi 3 szamnak is van egy olyan nemiires részhalmaza, amiben
az elemek Osszege oszthatd 3-mal, és akkor talaltunk 3 megfelel§ részhalmazt: ez a szam, a mésik
részhalmaz, illetve a kett§ unidja. Ha nincs 3-mal oszthatd szam, akkor harmas maradékok szerint
5 eset van: (1,1,1,1); (1,1,1,2); (1,1,2,2); (1,2,2,2) és (2,2,2,2). Minden esetben pontosan négy
részhalmazban oszthaté 3-mal az Gsszeg, vagyis ekkor is oszthaté 33-nal.

Igy a 28 . 3% = 6912 biztosan osztja a szorzatot, és ennél nagyobb hatvannyal egyik prim sem
szerepelhet Mogus professzor szidméaban, ezért ez a legnagyobb szém, amit mondhatott.
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