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Figyelem! A teljes pontszEm el@rds@hez nem elegendfi a megoldAEsok szEmszer| k zIdse, leveze
tds s a logikai |IGpdsek sz veges indokl&Esa is sz ks@dges (pl. Newton lll. t rv@dnye alapj&n...)!

1. feladat (11 pont)

Egy, atalajhoz r gz tett R sugarae, f ggfileges
s kee kr tetej@bfil 2 k z@pponti sz gh z tarto-
z, af ggdfileges tengelyre szimmetrikus v hi&ny-
zik, ahogyan az Zbra is mutatja. A krv legals
pontj/&Er | egy kis testet ind tunk el y nagys/A-
gee v zszintes kezdfisebess@ggel. A kis test a kr
fal/En scerl dEsmentesen csaeszik. MiutZEn eldri a
krv legfelsfi pontj4&t, arr | levAElik, majd az v
toels v@@g@dt Brintve visszacsatlakozik , @s a kr-
% beﬂ,sej@ben folytatja cetj/Et. Legyen > 0 @s

Vo = kgR, ahol k egy pozitv val s szAEm.

(a) Mekkora esetdn val sulhat meg a mozg/s, ha k = 5?

(b) Legal/Ebb mekkora k esetdn j het Idtre a mozgAs? Mekkora az ehhez tartoz sz g?

2. feladat (14 pont)

HArom m t meg", pontszerq, Q t Itdsq test egy soerl dAEsmentes, v zszintes asztalon helyez-
kedik el. A testek kezdetben egy vonalban, nyugalomban vannak. A k z@psfi testet a sz@Isfi
kettfivel egy-egy L hosszoesAgoe, elhanyagolhat t meg¥, t ltetlen, szigetelfi anyagb | kdsz It fe-
szes ktdl kti ssze, ahogyan az Abra is mutatja. Egy vatlan pillanatban a k z@psfi testeg v
sebess@dggel megl kj k a k telekre merfileges ir/Enyban. Mekkora lesz a mozg/Zs sor/&n a k@t sz@dlsfi
test k z tti legkisebb tAvolsAg?

® Ivo ®

tmutat/s: Feltehetj k, hogy a mozg4s sor/n a k telek vdgig feszesek.
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3. feladat (15 pont)

Egy mesevil££g mezej@n sz@Imalmot @p tenek. A mezfin a levedfi sr{sdge %eb@&ssd-
g1 sz@l feej mindig ugyanabb | az ir/Enyb |. A sz@Imalmot ezzel az ir/&Ennyal szembe @p tik. Az
L magass/ZAgae, d sz@less@dgy lapAtok a forgAs s kj/Ehoz k@dpest kis ’ sz ggel be vannak d ntve.
Egy ferd@n Al lap/Atra hat |dgellenfllAEsi erfi kezelhetfi k@t k| n erfik@nt. Az egyik a lapra
merfileges, a mAsik pedig azzal pArhuzamos. A bal oldali £br/En a sz@lmalom |Athat szembfil,
m g a jobb oldali £bra a legfelsfi lapAtra hat 1@gellen/&llAEsi erfi felbontAEsAt mutatja fel In@zetbfil
abban az Allapotban, amikor ez a lap/t f ggfilegesen felfeld All. Kis ' esetdn a k@t irA&Enyhoz
tartoz Araml/Asi tdnyezfik a k vetkezfi formulZkkal j | k zel thetfik: a lappal pArhuzamos Idgel-
len/EllEs Araml/Esi tdnyeglile @, m g a lapra merfileges |Dgellen/llEs Araml/Esi tdnyezfije
Cn() a b’ 2 ahola@s b Alland k.

(@) A sz@lker@k AIl helyzetbfil indul£sakor mekkora @s milyen irAnyce forgat nyomatdk hat a
ker@kre? Tegy k fel, hogy a ker@k pAros sok (N darab) lapZtb | £ll, Ds ezek egyenletesen
helyezkednek el.

(b) Egy humoros m@rn k azon gondolkodik, mi lenne, ha csak egy lap/Ztot rakn/Enak a szdlma-
lomra. Mi ezzel a probl@dma? Mekkora @s milyen ir/Enyce lesz ebben az esetben indul£skor
a lapZt Altal gener/Zlt forgat nyomat@dk?

T T 1T 1T

tmutat&Es: A I@gellen&llIEsi erfit ag £ A%CV=2 sszef ggdssel szAEmoljuk, ahol % a k zeg
sfris@ge, A az AramlAsra merfileges keresztmetszet, C a vizsg/Zlt test Araml/&Esi tDnyezfije,
pedig a k zeg sebess@ge.
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4. feladat (13 pont)

Adott egy felfeejt AEllapot/ban V tdrfogatee, j hfiszigetelfi anyagb | kdsz It, alul nyitott bal-
lon, melynek alj/&ra egy kos/r van r gz tve. A ballon @s a kos/&r sszt megeartevedfi hfi-
mdrsPklete @s nyomAsa a ballonon bel | minden tt azonos. A k Isfi levegfi hfim@rs@klete minden
magassAgbany, Tsr{sdge pedig a talaj felett z magassAgban %(z), = 2p ahol > O,
Z<%=.

(a) Mekkora hfim@rs@kletre kell felmeleg teni a ballonban I@vfi levedfit, hogy @ppen felemel-
kedjen a talajr I?

(b) A hfildgballonnal cegy rep Inek, hogy a talajon r gz tett Allapotban;Thfim@rsdkletre
meleg tik a benne tal/&Elhat levedfit, majd bez/Z&rj&Ek a ny IAEst, tovAEbb nem meleg tik, s
eloldj/Ek a r gz tdst. Milyen magasra rep| gy a ballon? Mennyi idfi alatt jut ebbe a
magassAgba?

5. feladat (12 pont)

A Titkok KamrA&jAEnak bejfErat/Ehoz @rve Harrynek meg kell hat&Eroznia az x-szel jel It ellen-
/s OridkDt az Abr/En |AEthat elAtkozott A£ramk rben. CsupZn k@t ellenllALs Dridke ismert,
R: s R. Harry tudja azt is, hogy a k@rdfijellel jel It elem egy mAgikus feketedoboz, amely
pont cegy n@z ki belIrfil, mint az A£br/&n |AEthat Aramkr (tehAt a belsejdben van ndgy ellen-
ZIlAES, melyek kz | az egyik szintdn egy ugyanilyen feketedoboz, amelyben szintdn van ndgy
ellen£llAEs, sth.). A rendszer C @s D pontjai k zgfesz lts@gf telep van bek tve. Ekkor egy
fesz Itsdgm@rfit kapcsolva az Abra szerinti A @s B pontok k zd, szerencsds ffihfis nk r mmel
|/Etja, hogy a k@dsz Ik 0 V-ot jelez. Gyors fejszAEmolAs ut/En be is jut a kamrAba, @s mAr viszi is
Hagridnak a kolb/Zszt. Mekkora volt x @rt@ke, amit Harry helyesen kiszAEmolt?

R, 2
A
C D
o— —eo
R, B X
- P -

Haszn/lhat segddeszk z k: r- @s rajzol eszk z k, szAEmol g@p, f ggvBnytAblAzat.
A feladatok megoldAsAra 180 perc AIl a csapatok rendelkez@sdre.
Sikeres versenyz@st k vAENnak:

a szervezfik
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Figyelem! A teljes pontszam eléréséhez nem elegend® a megoldasok szamszery kozlése, leveze-
tés és a logikai Iépések szoveges indoklasa is szikséges (pl. Newton Ill. térvénye alapjan...)!

1. feladat (13 pont)

Miutan Frodd és Samu belevetették az Egy Gyr{it a Végzet Hegyének katlanaba, a mene-
kiléshez nem maradt mas valasztasuk, minthogy az hajlassz6gf hegyoldalon lecsorgd lavan
utazzanak. Ehhez egy nagy meérety, A alaptertlety lapos k®re ugrottak, mely hosszu id® utan
allandé U nagysagu sebességgel halad az egyenletes h vastagsagu és % sYr{iségf lavarétegen,
ahogyan az abra is mutatja. Mikbzben Frodoban ismét felderengenek a Megye rég nem latott
képei, Samu elgondolkozik, hogy vajon ki lehetne-e szamitani a lava dinamikai viszkozitasat a
korabbi paraméterek felhasznalasaval, amennyiben ismert, hogy a k® és a hobbitok egytittes
tdmege m. Segitsiink Samunak megoldani a problémat!

Utmutatas: A megoldas soran szilkségiink lehet ra, hogy egy 6sszenyomhatatlan newtoni fo-
lyadék laminaris aramlasa esetében az egyes folyadékrétegek kozott fellep® (folyadékfelszinnel
parhuzamos) ugynevezett nyiréer® a kbvetkez® alakban irhaté egydimenzids, x iranyd aramlas
esetében: !

I:wszk A h y ’
ahol u a szomszédos rétegek kozotti x irdnylu sebességkulonbség, y a réteg sebességre me-
r®legesen vett vastagsaga,,fa rétegek kozotti hatarfelllet, pedig a folyadék dinamikai visz-
kozitdsa. Tovabbi hasznos gondolat lehet, hogy allanddsult allapotu, laminaris aramlas esetén
a folyadék barmely kis darabja egyensulyban van.

Megjegyzés: A mordori lavat tekinthetjik az Utmutatasban leirt médon jellemezhet® folyadék-
nak. A megoldas soran a lapos k® lavaba tortén® bemerilését hanyagoljuk el, tovabba feltéte-
lezhetjik, hogy a k® egyltt mozog a lava legfels® rétegével.
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2. feladat (17 pont)

A diuranuszi csillagaszok meg gyeltek egy tavoli, M témeg9, egyenletes tdmegeloszlasu ga-
laxist. A galaxis alakja forgastengelye iranyaban jelent®sen lapitott, de nem elhanyagolhat6an
lapos forgasi ellipszoid, R nagysagu fél nagytengellyel. A galaktikus sik egybeesik a miénk-
kel. A voroseltolddas-mérések alapjan a galaxis két szélén a latoiranyl sebességesws.
Hatarozzuk meg a csillagaszok mérései alapjan a galaxis teljes mozgasi energigjat!

Utmutatas: Két koncentrikus, hasonlé ellipszisre az abra alapjaAB = CD teljesiil.

D

3. feladat (10 pont)

A nagy multu Roxfort Boszorkany- és Varazsloképz® Szakiskola cs®vezetékeiben a kdborld
baziliszkuszok mellett kevésbé érdekes, azonban hasonl6éan veszedelmes dolgok is vannak,
peldaul vizk®. A vizk®, bar els®re artalmatlannak tfnik, ha lerakodik (példaul cs®vezetékekben),
akkor keresztmetszet-csokkenést okoz, ezzel ndvelve az Ugynevezett kavitacido kialakulasanak
esélyét. A kavitacio jelensége akkor lép fel, ha a folyadékban a nyomas a telitési g®znyomas ala
kertl (hataresetben éppen eléri azt), ekkor ugyanis g®zbuborékok keletkeznek. Ezek a buborékok
tovabb haladnak a folyadékkal, magasabb nyomasu szakaszra érve hirtelen 6sszeomlanak, ezzel
energiat szabaditva fel és roncsolva a cs®vezetékek falat. Ezt a jelenséget a varazsvilagban
kevésbé ismerik, igy a Ti segitségeteket kérik!

Tekintsk az iskolai melegviz-hal6zat egy, az abran lathat6 zart keringtet®rendszerét. Ebben
az elrendezésben folyamatosan m tomeg¥, % sYr{ség{ vizet aramoltatnatetvezett sebesség-
gel, és p tervezett nyomason. A viz melegitését a cs®be épitett P teljesitményq elektromos f{-
t®elem biztositja. Feltételezhetjik, hogy a keringtetett viz h®@mérséklete kizarodlag a fft®elemen
athaladva valtozik, maga a rendszer tokéletesen h®szigetelt és veszteségmentes. A cs®vezeték egy
kritikus szakaszan (k6zvetlenul a fft®elem utan) az eredetilegy [Atmeér®jy cs®keresztmetszet
vizk®lerakddas kovetkeztében az eredeti keresztmetszeti tertlet 6todére csokkent. Legfeljebb
mennyi ideig keringtethet® a rendszerben a kezdetbep i®@meérséklety viz, hogy elkertljuk a
kavitacio kialakulaséat?

Adatok: m = 500kg, % = 1000kg=f up = 3m=s, p = 150kPa, P = 20kW, Dy = 50 mm,
To =20 C, tovabba a viz fajh®je ¢= 4180 J=kg C.
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Megjegyzés: A tervezett sebesség és nyomasértékek az eredetidmér®; cs®vezetékre vo-
natkoznak. A megoldas soran feltételezhetjik, hogy a viz 6sszenyomhatatlan folyadék; tovabba
tekintsiink el a folyadék és a cstvek h®tagulasatol. A keringtet®rendszer pozicidja vizszintes.

0 Telitett géznyomas a hémérséklet fiiggvényében

/
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/
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4. feladat (10 pont)

A Titkok Kamrjanak bejaratdhoz érve R o
Harrynek meg kell hataroznia az x-szel jel6lt ! .
ellenallas értékét az abran lathat6 elatkozott | _’_-_
aramkorben. Csupan két ellenallas értéke is-
mert, ezek R és R.. Harry tudja azt is, hogy C D
a kérd®jellel jelolt elem egy magikus fekete- @— —0
doboz, amely pont gy néz ki belllr®Il, mint
az abran lathaté aramkor, azzal az egy ku- R, B X
|6nbséggel, hogy benne minden ellenallasértek - P -
meg van szorozva egy > 0 konstanssal. Te-
hat a doboz belsejében van négy ellenallas: RR ,; X, valamint egy hasonlé tulajdonsagu
doboz, amely szintén -val szorozza a benne |év® ellendllasokat a korllotte 1év®khoz képest.
Tehat az i: doboz belsejében az ellenallasokR1; 'R,; 'x, és egy doboz. A rendszer C és
D pontjai kozé U, fesziiltsegy telep van bekétve. Ekkor egy fesziltsegmér®t kapcsolva az abra
szerinti A és B pontok kdzé, szerencsés f®h®sink 6rommel latja, hogy a készilék 0V-ot jelez.
Gyors fejszamolas utan be is jut a kamraba, és mar viszi is Hagridnak a kolbaszt. Mekkora volt
x értéke, amit Harry helyesen kiszamolt?
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5. feladat (15 pont)

Adott pillanatban egy pontbdl elinditunk két m témeg¥ részecskét. Az els®nek kicsiny q > 0
toltése és y kezd®sebessége van, a masodiknak 4q toltése ésy Rezd®sebessége. A részecs-
kékre egyetlen er® hat, mely a kiinduléponttdl ¢ tavolsagra 1év® rogzitett Q < 0 toltést®l

szarmazo elektrosztatikus kblcsdnhatas. Legkorabban mennyi id® mulva talalkoznak, ha az els®
részecske periodusideje T ?

Megjegyzés: A megoldas soran a kicsiny toltések kozotti elektrosztatikus kélcsénhatast hanya-
goljuk el.

Hasznalhat6 segédeszkdzok: ird- és rajzoléeszkdzok, szamologep, fliggvénytablazat.
A feladatok megoldaséara 180 perc all a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervez®k
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1. feladat

Legyen a test sebessége v, amikor éppen elhagyja a korivet. A kezdeti energia megegyezik
eddig a pontig a kinetikus energia és a potencialis energia megvaltozasanak 6sszegével:

;mvg = ;mv2+ng(1+cos ): (1.1)
Innen a sebesség négyzetét kifejezve:
vZ=v3 2gR(1+cos ): (1.2)
A feladatbol adott, hogy:
Vi = kgR; (1.3)

igy az el®z® két egyenlet alapjan:
vZ=gR[k 2(1+cos)]: (1.4)

A koriv két végpontja kdzti mozgas egy ferde hajitds, amelynek kezd®sebessége v nagysagu,
€s szoget zar be a vizszintessel. A hajitas soran megtett vizszintes tavolsag a feladat szerint
eppen megegyezik a rés szélessegevel:

v2sin2
g
Behelyettesitve (1.4) eredményét, és kihasznalva a kétszeres szogek azonossagat:

gR[k 2(1+cos )] 2sin cos

= 2Rsin : (1.5)

= 2Rsin : (1.6)
g
Mivel 0 < <90 , ezértsin 6= 0, tehat oszthatunk vele:
[k 2(1+cos )]cos =1: (1.7)
Ez cos -ban egy masodfoku egyenlet, nullara rendezve
2cog¢ (k 2)cos +1=0 (1.8)

adadik, melynek megoldasai a megolddéképlet alapjan:

q___
k2 (k228

cos = 7 : (2.9)
(a)
Ez esetben k = 5, vagyis 2
cos = 41 : (1.10)

A cos =1 esethez =0 tartozik, amely nem megengedett, igy cos = 1=2, tehat:
| =60 |: (1.12)
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(b)

Lathato, hogy az (1.9) kifejezés akkor értelmezhet®, ha:

k 2)2 8 0; (1.12)
vagyis p_ p_
k 2+ 8=2+2 2 (1.13)
avagy p_
2 8 k: (1.14)

Az utdbbi egyenl®tlenség nyilvanvaldéan nem teljesilhet, mivel k pozitiv. Tehat k minimalis
ertéke a fentiek szerint:

Ko =2+2 " 2|: (1.15)
ekkor (1.9) alapjan:
cos = pl—é; (1.16)
ennek megoldasa pedig:
=45 |: (1.17)
2. feladat
A lendiletmegmaradast felirva:
Mvo = 3MVkp ; (2.1)

ahonnan a témegkdzéppont sebessége:

V
Vtkp = §01 (2.2)

Tehat kezdetben a tdtmegkdzéppont lassabb,
mint a k6zéps® test, igy tavolodik t®le. Ez nyil-
van azért torténik, mert a két széls® test lema-
rad a kdzéps®hoz képest. Mivel a kdtelek végig
feszesek, igy a harom test altal meghatarozott
haromszognek két oldala L hosszu, a harmadik
oldal hosszat pedig jeldlje x, ahogy a 2.1. abra
is mutatja. A feladat meghatarozni x legkisebb 5 1 4pra. A rendszer egy kés®bbi allapota.
értékét.

Figyeljuk meg, hogy amig x csdkken, addig a haromszo6g sulypontja (ami a rendszer tomeg-
kdzéppontja) tavolodik a kdzéps® testt®l. Abban a pillanatban, ahogy x eléri a minimumat, ez

a tavolodas abbamarad, tehat a totmegkdzéppont rendszeréb®I| nézve éppen ekkor lesz a kb6zéps®

test sebessége nulla. Ez azt jelenti, hogy ekkor ez a tegtE8 sebességgel fog haladni. Ekkor
viszont a masik két test is y=3 sebességgel halad, hiszen a rendszer szimmetrikus, igy ez a

2/7. oldal



két test mindig ugyanakkora sebességgel mozog. Eszrevehetjilk azt is, hogy ebben a kritikus
pillanatban minden sebességvektor parhuzamosg-al.
Most irjuk fel az energiamegmaradést X legkisebb értékére (azaz a kritikus pillanatban):

1 2 Q2 Q Q2
—mv; + — + III +
2 2k +kop = gMvie 2k

Lathatd, hogy a széls® golydk és a kozéps® golyd kdzotti potenciélis energia nem Valtozik, hiszen
a kotelek hossza is valtozatlan. Felhasznalva tovabbagg értékét:

(2.3)

;mvO ZK?_Z = k?(z (2.4)
innen .
- 3kQ§I;k§_mv5 : (23)
3. feladat
(@)

Vizsgaljunk el®szo6r csak egy lapatot, hiszen a homogén légaramlat (sz€l) miatt minden lap
ugyanakkora forgatonyomatékot fog generalni. Egy lap keresztmetszete az aramlas iranyara
nézve:

A=Ldcos" (3.1)

A lapatra hatdo mer®leges iranyu légellenallasi er® nagysaga:
Frn = ;A%\icm(') = ;A%ﬁ(a b' ?): (3.2)
A lapattal parhuzamos er® nagysaga:
Fp = ;A%\%Cp(') = A%v 2" (3.3)
Koordinata-rendszerinket vegyuk fel gy, hogy origdja a lapat kozepe legyen, az x tengely

mutasson a szél iranyaba, a z tengely a lapat rogzitése felé, az y pedig a forgas sikjaba. igy a
lapatra haté y iranyl er®:

Fy=Fmsin' F ,cos" (3.4)
Behelyettesitve a (3.2) és (3.3) egyenleteket:
" #
b' ?)sin'
F, = A% O Z)S'n ‘cos' (3.5)

Mivel paros sok lapatbol all a szélkerék, igy az x iranyu er®k forgatonyomatékai kioltjak
egymast, elég az y iranyu er®k forgatbnyomatékat vizsgalni, ez a (b) részben mar nem igaz.

L
= SFy (3.6)
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Ez az x iranyba mutat, tehat a szélre mer®leges sikban forgat.
Minden lapatra ugyanez irhat6 fel, igy a teljes forgatobnyomaték N-szer ekkora lesz. Behe-

lyettesitve a (3.1) egyenletb®l A értékét:

" #
L ' ?2)sin'
M =N Edeos' %\g (@b 2)sm 'cos’ ; (3.7)
Felhasznalhatjuk, hogy kis szdgek esetén sin' ', cos' 1, igy:
" #
12\t
M N Crldweg @2 . (3.8)
2 2
Tovabba a ' 3-bel aranyos tag elhanyagolhatéan kicsi, igy a végeredmény:
M = iNLZd%ﬁ(a 2) | (3.9)

Jol lathatd, hogy a vald vilagban épult széler®mivek lapatjai miért sokkal hosszabbak, mint

amilyen szélesek. A fenti képletben a lapat hossza négyzetesen, a szélessége csak linearisan

szerepel.

(b)

Ebben az esetben is ugyanakkora lesz az y iranyu er®, mint az (a) részben, azonban a lapatra
haté x iranya (széllel parhuzamos) er®nek is lesz forgatonyomatéka, amit semmi nem egyenlit
ki. Az a probléma ezzel az aszimmetrikus elrendezéssel, hogy a tengelyt terhel®, y iranyu ered®
forgatdbnyomaték is lesz. A lapra hato x iranyu er®:

Fx =Fmcos'+F psin® (3.10)

Behelyettesitve az (a) részben irt er®ket:

#
b 2 ' .
Eo= AR 8 Z)COS +'sint (3.11)
Innen az y irdnyu forgatonyomaték:
" #
L 1 vo2 ' .
My = —F, = ~L2d cos %\ (@ b’ “cos’ | 'sin' (3.12)
2 2 2
Ismét felhasznéalva az (a) részben irt kdzelitéseket:
1
My zl|_2d%§a ; (3.13)
Az x iranyu forgatonyomaték valtozatlan a korabbi esethez képest, igy
1
M, = ZLZd%g(a 2) | (3.14)

Egy masik probléma ezzel az elrendezéssel, hogy ha a lapat éppen lent van, akkor sokkal nagyobb
forgatonyomaték szilkséges, hogy egyaltalan mozgasba j6jjon, és utana is nagyon egyenetlen lesz
a forgas sebessége.
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4. feladat

(@)

A ballon akkor szall fel, amikor a felhajtéer® nagyobb lesz, mint a ballonra haté nehézségi
er®. El®bbi:
F: =%V g; 4.1

a nehézségi er® pedig:

Fg=(Mo+%V)g: (4.2)
Itt %, jeldli a h®légballonban talalhato leveg® sfr{ségét. A kritikus pillanatban a testre hat6
er®k egyenl®ek, tehat:

%V =mg+%V: 4.3)
Innen a kritikus pillanatban a sfr{ség:
%=% (4.4)

A h®légballonban talalhato leveg®re az idealis gazok allapotegyenletét felirva:
PV =n RT,: (4.5)

Itt felhasznaltuk, hogy a h®légballonban talalhaté gaz nyoméasa a kils® Iégnyomassal egyezik
meg, hiszen a légcsere megengedett a két kdzeg kdzott. A h®@mérséklet a kritikus pillanatban
T,. Innen ezt a gaz sfr{ségével kifejezve:

Mpx
= : 4,
o= Rt (4.6)
Ide behelyettesitve a (4.4)-ben kapott eredményt:
Mpk V
T, = : 4.7
2= "R %V m (4.7)
Ezt atalakitva:
_ %V .
Ta - WTO . (4.8)

(b)

A talajszinten a légnyomas ballonon belil és kivil azonos, igy érdemes mindkét gaztérben
felirni a nyomast. A ballonon kivdil:

RTo
=05 ——-
Po = % M (4.9)
a ballonon belll pedig:
Po = %F:\An: (4.10)
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Innen a bels® sYr{ség kifejezhet® a h®@mérsékletekkel:

T
% = %)Ti’: (4.11)
1

A ballonra mindig a felhajtber® és a nehézségi er® ered®je fog hatni. EI®bbinek a nagysaga
Z magassaggal a talaj felett:

Fi(z) = %(2)V g: (4.12)
A nehézségi er® pedig alland6é nagysagu:

Fg=(mo+%V)g: (4.13)

Az ered® er®:
F(z)=%«(@z)Vg (m ¢+%V)g: (4.14)

Behelyettesitve a feladatban megadott ¥a) értéket:
F(z)= Vgz+ (% oV mo %.V)Q: (4.15)

Lathatjuk, hogy az ered® er® utolso tagja konstans, az els® pedig z-vel egyenesen aranyos, a
kitérés iranyaval ellentétes iranyd. Mivel a teljes témeg allando, ebb®I tudjuk, hogy a h®légbal-
lon harmonikus rezg®mozgast fog végezni valamilyey egyensulyi helyzet koril ha felszall
akarcsak egy rugora akasztott test. Agmagassagban az ered® er® zérus lesz:

VZo=%V %V m g (4.16)
Innen az egyensulyi g magassag:
1 m
Zo= = % %, 70 : (4.17)

A maximalis magassag ennek a kétszerese lesz. Felhasznalva (4.11)-et:

2 To @

=S 1 ° 4.1
Zmax 0 T, Vv ( 8)

A keresett id®t a rezges periodusidejeb®| kapjuk. Ehhez a (4.15)-0s egyenletb®I fejezzuk ki
a h®légballon gyorsulasat:

Vg %Vg %Vg mog
= + . .
a(z) Mo+ %V y4 Mo + %V (4.19)

sz

I a rezgeés korfrekvenciaja. Ezt felirva:

Vg

| = - = -
' m0+0/0_|_v-

(4.20)
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Innen a periddusid®: s
fl, Mot%V.
Vg

A maximalis magassag eléréseéig eltelt id® ennek a fele lesz. Felhasznéalva (4.11)-et:

(4.21)

S

moTl + O/Q)V To
t, = : 4.22
1 L 4.22)

5. feladat

A teljes aramkor ellenallasat jeldlje R. Ekkor nyilvan a kérd®jellel jeldlt doboz ellenéllasa is
R, igy felirhatd, hogy

1 1 1
= = + ; 5.1
R R:i+R R, + X ( )
ahonnan atrendezés utan RR+R2 R .R
+
x= 1 12 (5.2)
R1
adadik. Mivel a feszlltséegmeér® 0V-ot jelez, igy
R;y R
M 5.3
R2 X' ( )
amelybe az (5.2) egyenlet szerint x-et helyettesitve:
R2+R(R; R ,) R 1R, =0: (5.4)

A masodfoku egyenletet megoldva a két megoldas Bs R 1, de mivel R pozitiv (ahogy R
és R is), igy az egyetlen zikai megoldas

R=R: (55)

Ezt az (5.2) egyenletbe helyettesitve kapjuk a végeredményt:

RZ 1.

X = R | (5.6)
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1. feladat

Mivel a feladat szerint hosszu id® utan a k® allandé nagysagu sebességgel halad a lej-
t® sikjaval parhuzamosan, feltételezhetjik, hogy a lava aramlasa mar allanddsult, és csak a
lejt® iranyaval parhuzamos sebességkomponenssel rendelkezik. Tehat minden folyadékdarabka,
valamint a k® is egyenes vonall egyenletes mozgast végez, a ra hatd er®k ered®je zérus.

A lejt® irdnyaval parhuzamosan felirva a k®re a dinamika alapegyenletét:

mgsin =F (1.2)

ahol Fs a k® aljara hato, folyadéktdl szarmazo er® (mely egy, a tapadasi surlédashoz hason-
16 jellengf er®ként is elképzelhet®, hiszen a fels® réteg és a k® egyitt mozognak); a feladat
nehézsége ennek meghatarozasaban rejlik.

Az Gtmutatasban leirt otletet alkalmazva bontsuk a lavat vékony rétegekre a lejt® sikjaval
parhuzamosan és vizsgaljuk egy-egy ilyen kicsiny vastagsagu réteg mozgasat!

1.1. abra. A lava kicsiny rétegekre bontasa.

Legyen az egyenl® vastagsagu rétegek szama N, ekkor egy réteg vastagsaga y = h=N.
Jeldlje az i-edik kicsiny réteg lejt®vel parhuzamos sebességétitkkor az i-edik folyadékréteg
tetején (pozitiv y) fellép® nyirder®:

U U1 |
O

Mivel a folyadék is allandésult allapotban van, minden kis rétegnek egyensulyban kell lennie.
Az i-edik rétegre felirva az er®egyensulyt a lejt®vel parhuzamosan:

Fi=A (1.2)

Fii. F i=%Aygsin 9 F i=Fi1 %Aygsin: (1.3)

A fenti egyenlet egy rekurziv képletet ad az egyes hatarfellileteken fellép® nyiréer®re, ezt meg-
oldva F;-re a kovetkez® Osszefliggés adodik:

Fi=Fo i%Aygsin ; (1.4)
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ahol Fy a talajrél atadodo er®. Felhasznalva (1.1)-et, az N-edik er®re a kdvetkez® egyenlet irhatd
fel:

FN =Ffs=mgsin =F o N%Aygsin : (1.5)
Kihasznalva, hogy yN = h:
mgsin = F o %Ahgsin ; (1.6)
azaz a talajrol atadédé er®:
Fo = mgsin + %Ahgsin : (1.7)

A legfels® réteg (azaz a k®) allanddsult sebességét a kicsiny folyadékrétegek kdzoétt bekovet-
kez® sebességugrasok Osszege adja:

X
U= (U uip); (1.8)
i=1
amely az (1.2) egyenlet alapjan:
u=" Y 1.9
= A (1.9)
Behelyettesitve (1.4)-et:
X
U= yf (Fo %A ygsin ): (1.10)
i=1
mayjd felbontva az 6sszegzést az allando6 tagokat kihozva:
|
y . X
U= e NFo %A ygsin I (1.11)

i=1
A megmaradt 6sszegzés éppen a pozitiv egész szamok 6sszege 1-t®l N-ig, melyre hasznalhatjuk
a jol ismert N(N + 1)=2 6sszegkeépletet:

!
: N(N +1
U=Y NF, %Aygsin “(N*D (1.12)
A 2
Ismét felhasznélva, hogy yN = h:
h N+1
= 0, i - = -
U A Fo %Ahgsin N (1.13)
Behelyettesitve (1.7)-et és csoportositva a tagokat:
mgh sin h2%g sin N+1 mgh sin h?%gsin N 1
- + = + . .
v A 1 2N A 2N (1.14)

A diszkrét modelliink az N ! 1 esetben adja vissza a folytonos folyadékot. Ekkor az N-t
tartalmazo tort hatarérteke 1=2, azaz a kapott 6sszefugges:

mgh sin N h2%g sin
A 2 '
A fenti kifejezésben mar csak a keresett dinamikai viszkozitas az ismeretlen, erre rendezve:

U=

(1.15)

hsin @J,O/Lgﬁ .
U A 2

(1.16)
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2. feladat

El®szor belatjuk, hogy a gomb esetével analog médon ha egy tomor ellipszoidot hasonlé
ellipszoidok altal hatarolt héjakra bontunk, egy bels® pont csak a bels® héjak gravitacios hatasat
érzi. Tekintslink egy tetsz®leges P pontot az Ureges, vékony héj belsejében, és vegylnk két
ellentétes iranyu, kis térszogy kupot. A kapok a héjbdl A ; és A , fellletdarabokat
metszenek ki § és n, tavolsagokban. A térszog de nicidja alapjan A; = r? . Mivel a
héjat hatarol6 fellletek hasonldéak és koncentrikusak, geometriai tétel, hogy a héj vastagsaga
latéiranyban mérve a két oldalon megegyezik (AB = CD a 2.1. abran). A kivagott tomegek
aranya tehat csak a tavolsagok négyzetével aranyos (m r?), ami éppen kiejti a gravitacios
er® 1=f-es csokkenését. igy a két szemkozti feliiletelem vonzasa semlegesiti egymast.

2.1. 4bra. A geometriai tétel illusztracioja a targyalt elrendezésben.

A P pontban az dsszes rajta kivil es® héj gravitacios hatasa nulla, mivel az el®z® érvelés
tetsz®leges irdnyra alkalmazhatd. Azaz a P pont térer®sségét kizardlag a ponton atmen®, az
eredetivel hasonl6 bels® ellipszoid hatarozza meg. Tehat egy tetsz®leges r helyvektorral jelle-
mezhet® pontban a gravitaciés térer®sség:

z r X

= 0 - :
g(r) GA) \ Jr XJ 3 '

(2.1)
ahol x a térfogati integral valtozéja.

Végezzink el egy -szorosara tortén® nagyitast a teljes rendszeren. Ezzel egy hasonld, de mas
méretq ellipszoidot kapunk. A pozicidvektorok = r, x 9= x és a térfogatelem dv °= 3dv
transzformécidja utan az integralbol kiemelhet®. Ekkor arra jutunk, hogy g(r) = g(r),
vagyis a térer®sség linearisan fiigg a helyvektortol.

Felhasznalva a galaxis lapossagat, j0 kozelitéssel minden mozgéas a galaxis sikjaban torté-
nik. Ekkor a gravitaciés er® galaktikus sikba es® komponense biztositja az anyag centripetalis
gyorsulasat, igy:
2r: (2.2)

Mivel a gravitacios térer®sség linearis, kovetkezik, hogy a galaxis merev testként forog, allando
I sz6gsebességgel:

mg(r) = m!

v(r)=1Ir. (2.3)
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A mozgasi energia kiszamitdsahoz sziikséglink van a rendszer tehetetlenségi nyomatékara és a
kinematikai adatokra. A tomegkozépponti (¥x ) €s a kerlleti (\er) sSebességek a mért adatokbal:

Vik =

Va +V VAo V

A 2 B; Viker = 'R = e > B:
A forgési ellipszoid z forgastengelyére vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka megegyezik egy R
sugara, M témegf homogén gdombével, mivel a z iranyu lapitas nem valtoztatjia meg a to-
megelemek forgastengelyt®l mért tavolsagat, tehat = 2MR=5. A teljes mozgasi energia a
tomegkdzéppont haladasabdl és az akorul tortén® forgasbol adodik dssze:

(2.4)

1 1
Ein = é|\/|v$K + E! 2
1 Vp +Vp 2 1 2 2 Vo V B 2
= = + > ZMR 2.
2 2 2 5 2R (2:5)
Egyszer{sités utan a végeredmény:
M M
Ekin = E(VA +vg)®+ %(VA V) (2.6)

Megjegyzés

Hogy teljesebb képet kapjunk, az aldbbiakban ki-
térink a feladat utmutatdsaban megadott és a meg-
oldas soran felhasznélt geometriai tétel bizonyitaséara.
Tekintsik ehhez a 2.2. 4bran lathat6 a n transzforma-
ciot, amely két koncentrikus kort az esetiinkben vizsgalt
koncentrikus ellipszisekbe visz at.

Metsszilk el az eredeti kort egy tetsz®leges P bel-
s® ponton athalad6 egyenessel, ekkor a metszéspontol
rendre A, B, C és D. Legyen tovabba az A pontnak az
a nitas iranyaban B-vel egy magassagba vetitett képe
A,. Hasonléan de nialhatjuk a D, pontot is. A fenti
pontok képei az an transzformacié utan A°, B C°
D% A és .

A kor szel®ire konnyen lathatd, hogB = CD, to-
vabbaA,B = CD, ésA,A = D,D. Az a nitas iranya-
val parhuzamos szakaszok hossza a transzformacio ha-
tasara -szorosara csokken, mig a mer®leges szakaszdk
hossza valtozatlan. igyA,B = CD, = A’B%= C®D?,
illetve AyA = AJACés DD, = DD?. Mindezekb®I
a Pitagorasz-tétel felhasznalasaval konnyedén adodik a
kivant végeredmény A®Bo= CD?O 2.2. 4bra. A felhasznalt geometriai té-

tel bizonyitasa egy a n transzforma-
cio segitségével.
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3. feladat

A feladatban kozolt leirds alapjan a kavitacié jelenségének szempontjabdl kritikus szakasz a
besz{kullt keresztmetszet. Itt ugyanis a kontinuitas térvénye alapjan az aramlasi sebesség hirte-
len névekszik, ez pedig a Bernoulli-térvény értelmében a nyomas hirtelen csdkkenését eredmeé-
nyezi, ami éppen a kavitacio kivalto oka. Els®ként tehat hatarozzuk meg a kavitaciohoz tartozo
kritikus g®znyomas érteket!

A beszfkilt keresztmetszetben az aramlasi sebesség (kontinuitas alapjan, 6sszenyomhatat-
lan folyadékot feltételezve):

A
Agug = goul 9 U 1=b5ug: (3.1)
Bernoulli-térvényét felirva egy a szfkuilet el®tti és a szfkuletbeli pontra:
1 1 1
Po + E%@:pl"' é%@ 5 P 1=pot é%(@ u 9, (3.2)

majd a (3.1) egyenletet felhasznéalva a szfkuletbeli nyomas:

p1 = pPo 12%ug = 42 kPa: (3.3)

Kavitacié abban az esetben torténik, ha a telitett g®znyomas eléri a fentiekben kiszamolt nyo-
maseértéket, azaz p, = p, = 42kPa. A mellékelt telitett g®znyomas h®mérséklet gra kon
alapjan az ehhez tartozé h®mérseékletiif 76 C.

Mivel a feladatban kdzolt dbra alapjan a f{t®elem éppen a kritikus keresztmetszet el®tt
helyezkedik el, ezért a kavitacid jelensége akkor Iépne fel, mikor az els®, f{t®elemb®I kilép®
folyadékdarabka h®@meérseklete elérj, értékét. Tehat a teljes folyadéknak nem kell T
h®mérsékletre melegednie!

Hatarozzuk meg, hogy a f{t®elemen athaladva mennyivel névekszik a viz h®@meérséklete!
Ehhez els®ként irjuk fel a tervezett paraméterek mellett kialakul6 a tdtmegaramot:

2
m= %ﬁ—uo: (3.4)
Ezt felhasznalva a h®@mérséklet-ndvekedés:
P 4P
T = =0:81 C; (3.5)

Y r_n= c%uD?2
tehat a teljes viztomegnek ennyivel kisebb h®@mérsékletet kell elérnie a kritikushoz képest, hogy
a kavitacio kialakulhasson. A szilkséges h®kozlés:

Q=cymT =c yM(Txit T ¢ T o) (3.6)
Ez alapjan a melegités id®tartama a megadott f{t®teljesitményt felhasznélva:

Q_ oM T 1 To),

t= 3.7
P P 3.7

a numerikus értékeket behelyettesitve:
[t=5767 s 96 min |: (3.8)
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4. feladat

A legkils® (&bran is lathatd) feketedoboz ellendllasat jeldljesRvegylk észre, hogy a teljes
rendszer mindoéssze annyiban kilonb6zik ennek a doboznak a belsejét®l, hogy ez utébbiban
minden ellendllas -szorosa az eredeti aramkor ellenallasértékeinek. Tehat mig az eredeti rend-
szer i: szintjén a bal fels® ellenallas® R;, addig a doboz i: szintjén ugyanez az ellenallasR;.

A Kirchho - és Ohm-tdrvények linearitdsa miatt ez azt jelenti, hogy

R3: R o (41)

ahol R a teljes rendszer ered® ellendallasat jelenti a C és D pontok kdzott. A fels® agban sorosan
kapcsolodik R és R, mig az als6 4gban Rés az ismeretlen x. Ennek megfelel®en a fels®, illetve
als6 4g ered® ellendllasa:

Ri=R;+R3y; (42)

Ra=R,+X: 4.3)

Az A és B pontok ekvipotencialisak, vagyis a két pont kdzotti fesziltség zérus. Ez azt jelenti,
hogy a fels® és alsé agban azonos aranyban oszlik meg a feszlltség. Ezért a feszlltségosztasra
az alabbi 6sszefliggés irhato fel:

R R
— = = 4.4
R~ R. (4.4)
A de niciokat behelyettesitve:
R1 R
= : 4,
Ri+R3 R, + X ( 5)
Az egyenletet x-re rendezve:
R>
X= —Ra: 4.6
R R (4.6)
A teljes aramkor ered® ellenallasa a két &g parhuzamos kapcsolasabdl adédik:
RfRa
= —: 4.7
° Ri+R, (47
A (4.5) 6sszefliggés szerint
R
Ra= =Ry, 4.8
a Rl f ( )
amit behelyettesitve (4.7)-be, egyszer{sités utan:
R
Re= ———R 4.9
e Rl +R 5 f ( )
adadik, amibe (4.2)-t és (4.1)-et helyettesitve:
R>
R3= ——(R1+Ry): 4.10
3 Rl +R 2( 1 3) ( )
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Az egyenletet R-ra megoldva:

_ RiR>
Rs = RTR,A ) (4.11)
Ebb®I, valamint a (4.6) dsszefiiggésb®I a keresett x ellendllas:
_ R?J
T R1+RL(1 ) (4.12)
5. feladat
1. megoldas

A feladat megoldasahoz azt kell megérteni, hogyha egy test végigmegy egy palyan, és egy
masik kétszer olyan gyorsan megy végig ugyanazon a palyan, akkor az utébbi sebessége kétszer,
gyorsulasa négyszer akkora lesz, mint az el®bbié.

Ehhez el®szor nézzik meg, hogy mi térténne, ha ugyanabba az iranyba I®nénk ki kilén a
részecskéket, de a masodikat az els®nél kétszer nagyobb sebességgel. irjuk fel a mozgéasegyenle-

teket: Qq 40q
nre; =K ——rq; nre, =k ——r5:
’ jra®’ ? jroj® 2

(5.1)

Tegytk fel, hogy az els® egyenlet megoldasa ¥egyuk észre, hogy ekkor azy(t) =r ;(2t) hoz-
zarendeléssel megadottrfiggveny megoldasa lesz a masodik egyenletnek. Ennek igazolasahoz
el®szor vizsgaljuk meg a gyorsulasok viszonyat a derivalas lancszabalya szerint:

reo(t) = 4= 1(21): (5.2)
Az els®, r-re vonatkoz6é mozgasegyenletet behelyettesitve:
Qq 4Qq
nre 5(t) = 4nre 1(2t) = 4Kk - —T1(2t) = kK ——=r2(t): 5.3
2() 1(20 = 4k o ar 12D =k () (53)

Ebb®I tehat lathatd, hogy a fent de nialt r, valoban kielégiti a masodik mozgasegyenletet. gy
ha az egyik részecske végigmegy valamilyen tetsz®leges palyan, akkor elviekben a masik test is
végig tud menni ugyanazon palyan, kétszer olyan gyorsan.

De mi hatarozza meg, hogy milyen palyan mozog a test? A kezd®feltételek! Tegyuk fel, hogy
az els® test kezd®feltételei(0) = r (t = 0) és r;(0) = r;(t = 0). Ekkor észrevehetjiuk, hogy
ro(t) =r 1(2t) illeszthet® a masodik test kezd®feltételeihez, mivel:

ro,(0)=r 1(0); ry(0)=2r,(0): (5.4)

Tehat a két test valdban ugyanazon a palyan fog mozogni, csak a masodik kétszer olyan gyorsan,
mint az els®.

Innen mér csak azt kell végiggondolni, hogy min Valtoztat az, hogy a masodik testet az
ellenkez® iranyba I®jiuk ki. Csak annyit, hogy ugyanazon palyan az ellenkez® iranyba fog haladni.
A fentiek alapjan tehat a megtett utak aranya 1 : 2, és a testek akkor talalkoznak, amikor a
kettejuk altal megtett Ut 6sszege kiadja a teljes palyat. Ez a palya egyharmadanal lesz, azaz
T=3 id®vel az inditas utan.
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2. megoldas

A megoldas els® lépéseként hasznaljuk ki, hogy egy tetsz®leges q > 0 toltés palydja egy
rogzitett Q < 0 toltés korul olyan ellipszis, melynek a fél nagytegelye és a g toltés teljes E
energiaja kozti 6sszefliggés:

_ kQq,
E = oa (5.5)
Ezt felhasznalva a feladat q toltésére:
}mvg+ @ = @, (56)
2 ro 28
mig a masik kis toltésre:
1 2, 4kQq _ 4kQq
ém(2vo) + . I (5.7)

Az (5.6) és (5.7) egyenleteket 6sszehasonlitva latszik, hogy utébbiban egy néggyel val6é egysze-
r{isités utan a, = a,q adodik, azaz a két mozgo toltés palyajanak fél nagytengelye ugyanakkora.
Mivel a kiinduldskor a két tltés egy pontbdl indul ellentétes iranyu sebességgel, igy a palyajuk
erint®je egyezik és tudjuk, hogy a palyak fokuszpontja és fél nagytengelye is ugyanaz. Ebb®I
kovetkezik, hogy a két test egy palyan mozdgahogy az 5.1. abran lathato.

Vo

\\

—2’00

5.1. 4bra. A tdltések kiindulé elrendezése és palyaja.

Az energiamegmaradas egyenletét a palya tetsz®leges pontjara felirhatjuk. Az (5.6) és (5.7)
kdzti 4-es szorzd miatt egy adott pontban a 4q toltés mindig kétszer akkora sebességgel halad,
mint a q toltésy test haladna azon pontban. Ezaltal a 4q toltés periddusideje T=2. (Ez Kepler
[11. torvényének megfelel® alkalmazasaval is adodik.)

1Bar az allitas nem teljesen trivialis, réviden belathaté annak ismeretében, hogy egy ellipszis adott pontjabol
két fokuszadhoz hazott vezéregyenesek szdgfelez®je mer®leges az ellipszis érint®jére. Konkrétabban, mivel a Q
toltés helye, mint fékuszpont és a fél nagytengely adott, az egyetlen szabadsagi fokunk a masik fékuszpont
helyzete. Ennek kilonb6z® megvalasztasai esetén a fent emlitett szogfelez® mas és mas iranyd, igy az arra
mer®leges érint®k is. Osszességében tehat egyediil akkor eshet egybe a két péalya érint®je, ha azok masodik
fékuszai, és igy a teljes ellipszisek is azonosak.
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Osszefoglalva, a két toltés ugyanazon palyan halad ellentétes iranyban, és az egyik teriileti
sebessége minden pillanatban duplaja a masikénak, tehat a téltések azon pontban talalkoznak

Ujra, ahol 1:2 aranyban suroltak az ellipszis tertiletét. Ide pedig T=3 id® elteltével jutnak el az
indulastél mérten.
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Figyelem! A teljes pontszadm eléréséhez nem elegend® a megoldas szamszer{ kozlése, a mérés
|épéseit tartalmazd jegyz®kdnyv és a végeredmény hibajara vonatkozo becslés is szikséges!

A mérés ceélja

A mérés soran egy Bunsen-allvanyra akasztott matematikai inga lengését vizsgaljuk kalon-
b6z® damilhosszak mellett. A damil hosszanak a lengésid®hoz képest lassu valtoztatasa esetén
bizonyos mennyiségek megmaradnak a mozgas soran, ezek meghatarozasa a célunk.

Elméleti bevezet®

A matematikai inga egy elhanyagolhat6 témeg€, * hosszusagu fonalra fliiggesztett, m témeg¥
pontszerq testb®I all, amelyre szabad er®ként csak a nehézségi er® hat. Az inga nyugalmi hely-
zetéhez képest egy adott id®pillanatban a fligg®legessel bezart széget nevezzik szdgkitérésnek
(). Kis szogek esetén az inga elmozdulasat vizszintessel kdzelitjuk, és egy adott magassagban
a vizszintes kitérést (x) vizsgalhatjuk. Ennek maximuma az amplitado (A).

Mérési eszkdzok

A mérés soran rendelkezéslinkre all egy Bunsen-allvany, melynek radjahoz egy gyfr{ van
rogzitve. Adott meg egy vekony damil, illetve két nehezék, melyekb®l a damilt a gyfrfin atvetve
inga készithet®. Rendelkezésre all egy szigetel®szalag a damil jeloléséhez, emellett adott egy
vonalzé, mellyel a kitérés amplitidéja mérhet® és egy milliméterpapir az abrazolashoz.

Elméleti feladatok

1. feladat (6 pont)

Tekintslik a fent ismertetett matematikai ingat, amely a t = 0 pillanatban ' ,ox 1rad
szogkitéréssel, nyugalombdl indul. A rendszer paramétereinek lassu valtoztatasa esetén de -
nialhato egy | zikai mennyiség, az adiabatikus invarians, amely a mozgas soran kozelit®leg
allando. Ennek alakja a kis kitérés{ fonalinga esetén

1=2~2 + 2
max

| =mg

ahol egy alkalmasan valasztott kitev®. A fenti megmaradasi tételt felhasznéalva vezessik le a
maximalis szogkitérés logaritmusa és az inga hosszanak logaritmusa kozti
| |
224 ’
1. 128

Osszefliggést! Itt o a fonél kezdeti hosszat jeloli, de helyettesithet® lenne barmilyen mas hosszu-
sagdimenzioju paraméterrel is.
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Mérési feladatok

2. feladat (5 pont)

Kezdéskent a szigetel®szalagbol levagott apro darabok segitségével 10 cm-es beosztassal je-
I6ljuk meg a damilnak kb. 1 m-es szakaszat, majd készitsik el az ingat, a Bunsen-allvanyt
az asztal szélére helyezve. A damil egyik végére kossik ra a sulyt, masik végét vessik at az
allvany rudjan és tartsuk kézben, hogy a hosszéat valtoztatni lehessen. A feladat soran végig
kis kitéréseket hasznaljatok, és Ovatosan valtoztassatok a damil hosszat, ne vagjatok el a
kezetek!

Allitsuk az inga hosszat a lehet® legnagyobbra, majd mérjiik meg ekkor a lelégo damil
hosszat (y). Ezutan téritsik ki az ingat, és a vonalzé segitségével az asztal magassagaban
olvassuk le a lengés amplitiddjat (A). Lassan roviditve a damil hosszat, olvassuk le a jel6lések
segitségével, hogy kilénbdz® ingahosszakhoz mekkora amplitudék tartoznak, ezeket jegyezziik
fel a mellékelt tablazatba! Szamoljuk ki a teljes lengési hosszt minden adatpontnal, illetve a
maximalis szogkitérés tangensét, majd a maximalis szogkitérest!

3. feladat (10 pont)

Végezzik el a 2. feladat |épéseit Ugy, hogy a legrévidebb lehetséges damilhosszal kezdink,
és folyamatosan noveljik az inga hosszat! Ezutan ismételjuk meg még egyszer ezt, vagy a 2.
feladat l1épéseit, ezt a dontést a csapatra bizzuk.

4. feladat (14 pont)

Az 1. feladat alapjan az adatokat a megfelel® koordinata-rendszerben abrazolva egyenes il-
leszthet® az adatpontokra. Szamoljuk ki a szikséges mennyiségeket, majd abrazoljuk igy a meé-
rési eredményeinket. A harom mérési sorozat eredményeit egy milliméterpapiron szemléltessuk,
kilonb6z® szineket vagy jeldléseket hasznalva. lllessziink az abrazolt adatpontokra egyenest,
hatarozzuk meg a meredekségét és az y-tengelymetszetét.

A legjobbnak vélt egyenes mellett illesszik még minden mérési sorozatnal azokat az el®z®t®|
legjobban eltér® egyeneseket is, amelyek még hihet®ek , azaz éppen athaladnak nagyjabol az
0sszes adatponton! Hatarozzuk meg ezek meredekségeit és tengelymetszeteit is, majd szamoljuk
ki bel®luk értékének bizonytalansagat!

Adjuk meg a kilonb6z® méreési sorozatokbol kapott  értékeket bizonytalansagukkal egyiitt.
Diszkutaljuk mérésink pontatlanségat, irjuk le, milyen e ektusok okozhattéak a mérési soroza-
tok kozti eltérést. Diszkutaljuk a tengelymetszetekre kapott eredményeket is.

Segitség: Az paraméter bizonytalansaga meghatarozhaté ugy, hogy kiszamoljuk a hozza tar-
toz6 minimalis és maximalis értékeket, de alkalmazhatjuk a hibaterjedés szabalyait is.
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ofem] | “em] | Afem] || " [cm] | 9" max | ' max [rad]

A mérés elvégzésére és a jegyz®kodnyv megirasara 120 perc all a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervez®k
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Figyelem! A teljes pontszadm eléréséhez nem elegend® a megoldas szamszer{ kozlése, a mérés
|épéseit tartalmazd jegyz®kdnyv és a végeredmény hibajara vonatkozo becslés is szikséges!

A méres celja
A mérés soran egy Bunsen-allvanyra akasztott matematikai inga lengését vizsgaljuk kiulon-

b6z® damilhosszak mellett. A damil hosszanak a lengésid®hoz képest lassu valtoztatdsa esetén
bizonyos mennyiségek megmaradnak a mozgas soran, ezek meghatarozasa a célunk.

Elméleti bevezet®

A matematikai inga egy elhanyagolhaté tomeg€, * hosszusagu fonalra fliggesztett, m tomeg
pontszerq testb®I all, amelyre szabad er®ként csak a nehézségi er® hat. Az inga nyugalmi hely-
zetéhez képest egy adott id®pillanatban a fligg®legessel bezart széget nevezzik szdgkitérésnek
(). Kis szogek esetén az inga elmozdulasat vizszintessel kdzelitjuk, és egy adott magassagban
a vizszintes kitérést (x) vizsgélhatjuk. Ennek maximuma az amplitido (A).

Mérési eszkozok

A mérés soran rendelkezéstinkre all egy Bunsen-allvany, melynek rudjahoz egy gyfr{ van
rogzitve. Adott még egy vékony damil, illetve két nehezék, melyekb®l a damilt a gy{rfhoz
csatolt dion atvetve inga készithet®. Rendelkezésre all egy szigetel®szalag a damil jeldlésehez,
emellett adott egy vonalzé, mellyel a kitérés amplitidéja mérhet® és egy milliméterpapir az
abréazolashoz.

Elméleti feladatok

1. feladat (5 pont)

Tekintsik a fent ismertetett matematikai ingat, amely a t = 0 pillanatban ' ox 1rad
szogkitéréssel, nyugalombadl indul. Fejezzik ki a ' szdgkitérést és a felfliggesztési ponton atha-
ladd, a fonalra mer®leges tengelyre vonatkozé J perdiletet, mint az id® fliggvényeit! Az id®t
kiklisz6bolve hatarozzuk meg és abrazoljuk a ' J sikon, azaz a fazistéren, a mozgast jellemz®
trajektoriat!

2. feladat (3 pont)

Szamitsuk ki a fazistérbeli trajektoria altal kozrezart | terlletet! Ez a mennyiség a rendszer
paramétereinek lassu valtoztatasa esetén kozelit®leg allando, ezért neve adiabatikus invarians.
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3. feladat (3 pont)

Az adiabatikus invarians megmaradasanak feltételét felhasznalva vezessik le a maximalis
szogkitérés logaritmusa és az inga hosszanak logaritmusa kozti
| |
113 3
In( =ZIn =2 Zinh —
Osszefuggést! Itt o a fonél kezdeti hosszét jeldli, de helyettesithet® lenne barmilyen mas hosszu-
sagdimenzioju paraméterrel is.

Mérési feladatok

4. feladat (4 pont)

Kezdésként a szigetel®szalagbol levagott apré darabok segitségével 10 cm-es beosztassal je-
16ljik meg a damilnak kb. 1 m-es szakaszat, majd készitsik el az ingat, a Bunsen-allvanyt az
asztal szélére helyezve. Figyeljetek arra, hogy a damil a di6 csavarjanak menetén haladjon ke-
resztil, hogy ne tudjon elcsuszni. A damil egyik végére kdssuk ra a sulyt, masik végét vessik at
az allvanyra szerelt dion és tartsuk kézben, hogy a hosszat valtoztatni lehessen. A feladat soran
végig kis kitéréseket hasznaljatok, és 6vatosan valtoztassatok a damil hosszat, ne vagjatok el
a kezetek!

Allitsuk az inga hosszat a lehet® legnagyobbra, majd mérjiik meg ekkor a lelégé damil
hosszat (y). Ezutan téritsik ki az ingat, és a vonalzé segitségével az asztal magassagaban
olvassuk le a lengés amplitiddjat (A). Lassan roviditve az ingéat, olvassuk le a jeldlések segit-
ségével, hogy kilénb6z® ingahosszakhoz mekkora amplituddk tartoznak, ezekb®I és az aktualis
damilhosszbdl mar minden relevans mennyiség meghatarozhato.

5. feladat (8 pont)

Végezzik el a 4. feladat 1épéseit gy, hogy a lehet® legrévidebb ingaval kezdiink, és folya-
matosan noéveljik a damil hosszéat! Ezutan ismételjuk meg még egyszer ezt, vagy a 4. feladat
lépéseit, ezt a dontést a csapatra bizzuk.

6. feladat (12 pont)

Az elméleti feladatok alapjan az adatokat a megfelel® koordinata-rendszerben ébrézolva
egyenes illeszthet® az adatpontokra. Szamoljuk ki a sztikséges mennyiségeket, majd abrazoljuk
igy a mérési eredményeinket. A harom mérési sorozat eredményeit egy milliméterpapiron szem-
léltessik, kulénb6z® szineket vagy jeldléseket hasznélva. lllessziink az abrazolt adatpontokra
egyenest, hatdrozzuk meg a meredekségét és az y-tengelymetszetét.

A legjobbnak vélt egyenes mellett illessziik még minden mérési sorozatndl azokat az el®z®t®|
legjobban eltér® egyeneseket is, amelyek még hihet®ek , azaz éppen athaladnak nagyjabol az
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0sszes adatpont hibatartomanyan! Hatarozzuk meg ezek meredekségeit és tengelymetszeteit is,
majd szamoljuk ki bel®luk ezen értékek bizonytalansagait minden mérési sorozat esetén!

A harom mérési sorozatb6l kapott eredményeket 6sszesitve szamoljuk ki a mért meredek-
séget hibajaval egyitt. Hasonlitsuk dssze a kapott eredményeket az elméleti feladatok soran
levezetett dsszefliggéssel! Ha eltérést tapasztalunk, mi okozhatta azt? Diszkutaljuk a tengely-
metszetek eredményét is!

Segitség: Egy f(a; ap; ::;; an) fluggvény abszolut hibajat a hibaterjedésnek megfelel®en az alabbi
egyenlettel szamolhatjuk:

of @f @f

a1+ — a»+t + — a p:
@a a

@g
Itt a ; az g paraméter abszolut hibaja.

A mérés elvégzésére és a jegyz®kodnyv megirasara 120 perc all a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervez®k
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Tablazat

A mérési feladatok soran sziikség lehet adatok és azokbdl szamitott egyéb mennyiségek
lejegyzésére, ehhez nyujt segitséget az alabbi tablazat. Ennek hasznalata természetesen nem
kotelez®, a dontést az adott csapatra bizzuk.
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Elméleti feladatok

1. feladat

Az adiabatikus invarians feladatban megadott képletét és annak mozgasallando tulajdonsa-
gat felhasznalva a szégamplitado kifejezhet®, mint a fonal hosszanak fliggvénye:

S
| 2
1 — 4

max m2g 2 s 1)

Mindkét oldal természetes alapu logaritmusat véve a kovetkez® 6sszefliggésre jutunk:
!
1 |2

IN(" max) = 2 In mig? 2 (2)
A jobb oldali logaritmus argumentumaban szerepl® tortet b®vithetjik a kezdety fonalhossz
4 -dik hatvanyaval. Ezt kdvet®en logaritmikus azonossagokat felhasznalva a jobb oldal kilénb-

séggé alakithato:

1 1 |2 .
|n( max) = Z In W In — . (3)

o
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Mérési feladatok

Minden damilhossz esetén feljegyeztiik az amplitidokat az utasitasoknak megfelel®en, ezek
az 1. tablazatban lathatoak.

ofcm]| “[em] | Afcm] || T [cm] | tg" max | " max [rad]
57,5 10 3,6 67,5 | 0,063 0,063
57,5 20 3,4 77,5 | 0,059 0,059
57,5 30 3,2 87,5 | 0,056 0,056
57,5 40 2,9 97,5 | 0,050 0,050
57,5 50 2,6 107,5| 0,045 0,045
55,5 10 3,7 65,5 | 0,067 0,067
55,5 20 3,4 75,5 | 0,061 0,061
55,5 30 3,0 85,5 | 0,054 0,054
55,5 40 2,7 95,5 | 0,049 0,049
55,5 50 2,5 105,5| 0,045 0,045
55,5 10 4,9 65,5 | 0,088 0,088
55,5 20 4,5 75,5 | 0,081 0,081
55,5 30 4,1 85,5 | 0,074 0,074
55,5 40 3,6 95,5 | 0,065 0,065
55,5 50 3,2 105,5| 0,058 0,058

1. tablazat. Bal oldalon a harom mérési sorozat eredménye, ahgla vonalzo és a felflggesztés
tavolsdga, ~ a vonalzo és a suly tavolsadga, A a vonalzén mért kitérés. Jobb oldalon az ezekb®I
szamolt adatok: az " teljes lengési hossz, valamint a,,x maximalis kitérési sz6g és annak
tangense.

A vonalz6 magassagaban a damilhossg, igy a ' nax Sz6get az alabbi médon szamolhatjuk:
A

''max = arctg — 4)
0

A (3)-as egyenletnek megfelel®en az Ipa értékeket In("="y) fliggvényében abrazolva kapjuk
az 1. abrat.
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1. &bra. A mért maximalis szogkitérés logaritmusa abrazolva a damilhossz logaritmusanak fligg-
vényében mindegyik mérési sorozat esetén. A satirozott 1 -sav jeloli az illesztés bizonytalansa-
gat.

Az illesztésb®| meghatarozhaté a meredekseég, ez lathaté a 2. tAblazatban. A meredekség hibajat
mi numerikusan az illesztésb®I becsliltik; a versenyz®kt®I| a két még éppen illeszked® egyenes
illesztése volt elvart, ezek meredekségével becsulhetjik a hibat.

1. mérés| 0,66 | 0,09
2. mérés| 0,84 | 0,05
3. mérés| 0,86 | 0,08

2. tAblazat. A kilonb6z® méréssorozatokra illesztett értékek és hibaik.

A harom mérési sorozatot atlagolva kapjuk a végeredménytinket:
= (0;78 0;07): 5)

Az illesztésekb®l a fligg®leges tengelymetszet is meghatarozhatd, ez jol lathatéan eltér a harom
méreési sorozat esetén. Mivel ez figg a kezdeti sz6gamplitudotdl, igy nem meglep® a kapott
eredmeény. Az is lathatd, hogy a tengelymetszet nem zérus, ez is egyezik a varakozasainkkal.
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Elméleti feladatok

1. feladat

A fonalinga altalanos mozgéasa igen bonyolult, és fels®bb matematikai eszkézoket igényel,
azonban az altalunk vizsgalt kis kitérés{ hataresetben a mozgasegyenlet jol ismert mdédon a har-
monikus rezg®mozgas alapegyenletére redukalodik. Ekkor a szdgkitérés id®fliggése egyszerfen
kifejezhet®:

'(t) =" max cos(!t): 1)
q_—
Itt ! = g=" a rezg®mozgas korfrekvenciaja. A pillanatnyi szbégsebesség a fenti 6sszefliggés
id®derivaltjaként, vagy pedig a rezg®mozgas nevezetes 0sszefliggéseinek ismeretében kaphato:
M=" ma!sin(): 2

A perdilet pedig ezen szogsebesség és a testnek a forgastengelyre vonatkoztatdttehetet-
lenségi nyomatéka szorzatakéent adodik:

2 et sin (1) (3)

Az (1) és (3) egyenletekb®I a szogfiiggvényeket kifejezve, tovabba a(&i+cos 2(It) = 1 trigo-
nometriai 6sszefliggést felhasznalva az id® kikiiszébolhet®. Rendezés utan az alabbi egyenletre
jutunk:

J=m?'=m

v 2 J2

=11 4)

12 + NPT 2
max (m 2 max!)

Ez jol lathatéan egy ellipszis egyenlete, amelynek f®tengelyei rendrga, €s m?2' a!. A
trajektériat abraolhatjuk is a' J sikon, ezt az 1. abra mutatja.

“ sz

" max SzO0gamplitidok mellett. A ' ox =5 esetet vastaggal jel6ltik.
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2. feladat

Az adiabatikus invarians a megadott de nicié szerint az el®z® feladatban kapott ellipszis
terllete, azaz a féltengelyek szorzatanak -szerese. Behelyettesitve:
l=m" 22 1: (5)
~ e e " ., ., e , . q N ..
Felhasznalva tovabba a korfrekvenciara vonatkozo, korabban mar emlitett | = g=" dsszeflg-

geést, az adiabatikus invarians kifejezhet® a rendszer alapvet® paraméterei €s a szégamplitudd
segitségével:

| =mg %22 | (6)

3. feladat

Az adiabatikus invarians (6) képletét és annak mozgasaéllandé tulajdonsagat felhasznalva a
szogamplittdo kifejezhet®, mint a fonal hosszanak fliggvénye:

S

|2
1 —_ 4
max —

m2g 2 R @

Mindkét oldal természetes alapu logaritmusat véve a kdvetkez® 6sszefliggésre jutunk:
!
1 |2

IN(" max) = Zln m2g? 2 (8)

A jobb oldali logaritmus argumentumaban szerepl® tortet b®vithetjik a kezdety fonalhossz
kdbével. Ezt kbvet®en logaritmikus azonossagokat felhasznélva a jobb oldal kilonbséggé alakit-
hato: } }
1 |2 3 ’
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Mérési feladatok

Minden damilhossz esetén feljegyeztik az amplitidokat, ezek az 1. tablazatban lathatoak.
Az egész mérés soran csak ennek a két paraméternek a hibaja terjed.

olem]| “[em] | Aflcm] || [em] | t9" max | ' max [rad]
57,5 10 3,6 67,5 | 0,063 0,063
57,5 20 3,4 77,5 | 0,059 0,059
57,5 30 3,2 87,5 | 0,056 0,056
57,5 40 2,9 97,5 | 0,050 0,050
57,5 50 2,6 107,5| 0,045 0,045
55,5 10 3,7 65,5 | 0,067 0,067
55,5 20 3,4 75,5 | 0,061 0,061
55,5 30 3,0 85,5 | 0,054 0,054
55,5 40 2,7 95,5 | 0,049 0,049
55,5 50 2,5 105,5| 0,045 0,045
55,5 10 4,9 65,5 | 0,088 0,088
55,5 20 4,5 75,5 | 0,081 0,081
55,5 30 4,1 85,5 | 0,074 0,074
55,5 40 3,6 95,5 | 0,065 0,065
55,5 50 3,2 105,5| 0,058 0,058

1. tablazat. Bal oldalon a harom mérési sorozat eredménye, ahgla vonalzo és a felfliiggesztés
tavolsaga, ~a vonalzo és a suly tavolsaga, A a vonalzon mért kitérés. Jobb oldalon az ezekb®I
szamolt adatok: az " teljes lengési hossz, valamint a,sc maximalis kitérési sz6g és annak

tangense.

A vonalz6 magassagaban a damilhossg, igy a ' max Szoget az alabbi modon szamolhatjuk:

. A
max — arctg —
0

A hibaterjedés képletét felhasznalva:

1 max = @Imax A + @'m‘ax
@A @o
Elvégezve a derivaldsokat, megkapjukmax hibajat:
: _ oA+A" o,
max — W
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(11)

(12)



Kénnyen lathatd, hogy

(In" max) = = (13)

max

A (9)-es egyenletnek megfelel®en az Ipa értekeket In("="g) flggvényében abrazolva kapjuk
az 2. abrat. Ezen feltintettik In' ax hibait is.

2. dbra. A mért maximalis szdgkitérés logaritmusa abrazolva a damilhossz logaritmusanak fligg-
vényében mindegyik mérési sorozat esetén. A satirozott 1 -sav jeloli az illesztés bizonytalansa-
gat.

Az illesztésb®l meghatarozhaté a meredekség, ez lathatd a 2. tAblazatban. A meredekség hibajat
mi numerikusan az illesztésb®I becsililtik; a versenyz®kt®I| a két még éppen illeszked® egyenes
illesztése volt elvart, ezek meredekségével becsilhetjik a hibat.

1. mérés| 0,66 | 0,09
2. mérés| 0,84 | 0,05
3. mérés| 0,86 | 0,08

2. tAblazat. A kilonb6z® méréssorozatokra illesztett értékek és hibaik.
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A harom mérési sorozatot sulyozott atlagabol kapjuk a végeredményinket:

=(0;81 0;04) | (14)

Ez hibahataron belll egyezik az elméleti varakozasunkkal, j6 volt tehat a modellink. Az illesz-
tésekb®I a fligg®leges tengelymetszet is meghatarozhato, ez jél lathatéan eltér a harom mérési
sorozat esetén. Mivel ez fligg a kezdeti sz6gamplitudotol, igy nem meglep® a kapott eredmény.
Az is lathatd, hogy a tengelymetszet nem zérus, ez is egyezik a varakozasainkkal.
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