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XIX. Durer
Verseny

kategoria

s &
Dont6 (2026. februar 6-8.) ® Elméleti feladatsor

Figyelem! A teljes pontszam eléréséhez nem elegendd a megolddsok szamszeri kézlése, leveze-
tés és a logikai lépések sziveges indokldsa is sziikséges (pl. ,Newton III. torvénye alapjin...”)!

1. feladat (11 pont)

Egy, a talajhoz rogzitett R sugari, fiiggdleges
siki kor tetejébol 2a kdzépponti szoghoz tarto-
z6, a fliggoleges tengelyre szimmetrikus iv hiany-
zik, ahogyan az dbra is mutatja. A koriv legalsé
pontjarol egy kis testet inditunk el vy nagysa-
gu vizszintes kezddsebességgel. A kis test a kor
falan surlédasmentesen csiszik. Miutan eléri a
koriv legfels6 pontjat, arrdl levalik, majd az iv
tulsd végét érintve ,visszacsatlakozik”, és a kor-
iv belsejében folytatja utjat. Legyen a > 0 és
vg = vV kgR, ahol k egy pozitiv valos szam.

(a) Mekkora « esetén valosulhat meg a mozgas, ha k = 57

(b) Legaldbb mekkora k esetén johet létre a mozgas? Mekkora az ehhez tartozd « szog?

2. feladat (14 pont)

Héarom m tomegi, pontszerii, () t6ltésii test egy surloddsmentes, vizszintes asztalon helyez-
kedik el. A testek kezdetben egy vonalban, nyugalomban vannak. A kozépsé testet a szélsd
kettovel egy-egy L hossziisagu, elhanyagolhatd tomegii, toltetlen, szigetel anyaghol készilt fe-
szes kotél koti Ossze, ahogyan az dbra is mutatja. Egy évatlan pillanatban a kozépso testet vg
sebességgel meglokjiik a kotelekre merdleges iranyban. Mekkora lesz a mozgas soran a két szélso
test kozotti legkisebb tavolsag?

® Iv(, ®

Utmutatds: Feltehetjiik, hogy a mozgas sordn a kotelek végig feszesek.
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3. feladat (15 pont)

Egy mesevildg mezején szélmalmot épitenek. A mezon a levegd stiriisége o, és vy sebessé-
gl szél fij mindig ugyanabbdl az iranybol. A szélmalmot ezzel az irannyal szembe épitik. Az
L magassagu, d szélességii lapatok a forgas sikjahoz képest kis ¢ szoggel be vannak dontve.
Egy ferdén all6 lapatra hato légellenéllasi erd kezelhetd két kiilon eréként. Az egyik a lapra
meroleges, a masik pedig azzal parhuzamos. A bal oldali dbran a szélmalom lathatd szembdl,
mig a jobb oldali abra a legfelso lapatra hato légellenallési erd felbontasat mutatja feltilnézetbdl
abban az allapotban, amikor ez a lapat figgdélegesen felfelé all. Kis ¢ esetén a két irdnyhoz
tartoz6 aramlasi tényezok a kovetkezo formulakkal jol kozelithetok: a lappal parhuzamos légel-
lenéllas daramlési tényezéje Cp,(p) ~ 21, mig a lapra merdleges légellenallds aramlasi tényezdje
Cun(p) = a — bp?, ahol a és b allandok.

(a) A szélkerék &ll6 helyzetbdl induldsakor mekkora és milyen irdnyu forgatonyomaték hat a
kerékre? Tegyiik fel, hogy a kerék paros sok (N darab) lapatbol all, és ezek egyenletesen
helyezkednek el.

(b) Egy humoros mérnék azon gondolkodik, mi lenne, ha csak egy lapatot raknanak a szélma-
lomra. Mi ezzel a probléma? Mekkora és milyen iranyu lesz ebben az esetben induldskor
a lapat altal generdlt forgatonyomaték?

T T 11

Utmutatds: A légellendllési erét az Fy = ApCv? /2 Osszefiiggéssel szamoljuk, ahol p a kozeg
stirisége, A az aramlasra meroleges keresztmetszet, C' a vizsgalt test aramlasi tényezdje, v
pedig a kozeg sebessége.
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4. feladat (13 pont)

Adott egy felfujt allapotaban V' térfogati, jo hoszigeteld anyaghdl késziilt, alul nyitott bal-
lon, melynek aljara egy kosar van rogzitve. A ballon és a kosar 6ssztomege mg, a levegé ho-
mérséklete és nyomasa a ballonon belil mindeniitt azonos. A kiils6 levegé hémérséklete minden
magassagban Tj, slirlisége pedig a talaj felett z magassagban o(z) = gy — az, ahol a > 0,
z < go/a.

(a) Mekkora hémérsékletre kell felmelegiteni a ballonban 1év6 levegét, hogy éppen felemel-
kedjen a talajrol?

(b) A hélégballonnal tgy repiilnek, hogy a talajon rogzitett allapotban 77 hémérsékletre
melegitik a benne taldlhatd levegét, majd bezarjak a nyilast, tovabb nem melegitik, és
eloldjak a rogzitést. Milyen magasra repiil igy a ballon? Mennyi id6 alatt jut ebbe a
magassagba?

5. feladat (12 pont)

A Titkok Kamrdjanak bejaratahoz érve Harrynek meg kell hataroznia az x-szel jelolt ellen-
allas értékét az abrdan lathatd elatkozott aramkorben. Csupan két ellendllas értéke ismert, ezek
R és R,. Harry tudja azt is, hogy a kérddjellel jelolt elem egy magikus feketedoboz, amely
pont gy néz ki belulr6l, mint az dbran lathaté aramkor (tehat a belsejében van négy ellen-
allas, melyek koziil az egyik szintén egy ugyanilyen feketedoboz, amelyben szintén van négy
ellenéllas, stb.). A rendszer C' és D pontjai kozé Uy fesziiltségii telep van bekotve. Ekkor egy
fesziiltségmérot kapesolva az abra szerinti A és B pontok kozé, szerencsés fohdsiink 6rémmel
latja, hogy a késziilék 0 V-ot jelez. Gyors fejszamolas utdn be is jut a kamraba, és mar viszi is
Hagridnak a kolbéaszt. Mekkora volt x értéke, amit Harry helyesen kiszamolt?

R; ?
A .

C D
— —e
Ro o x
- Py -

Haszndlhato segédeszkizok: iro- és rajzoloeszkizdk, szamologép, figguénytdbldzat.
A feladatok megolddsdra 180 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervezok

3/3. oldal



XIX. Durer
Verseny

kategoria

S ®
Dont6 (2026. februar 6-8.) - ® Elméleti feladatsor

Figyelem! A teljes pontszam eléréséhez nem elegendd a megolddsok szamszeri kézlése, leveze-
tés és a logikai lépések sziveges indokldsa is sziikséges (pl. ,Newton III. torvénye alapjin...”)!

1. feladat (13 pont)

Miutan Frodé és Samu belevetették az Egy Gyiirit a Végzet Hegyének katlanaba, a mene-
kiiléshez nem maradt mas valasztasuk, minthogy az « hajlasszogii hegyoldalon lecsorgd lavan
utazzanak. Ehhez egy nagy méreti, A alapteriiletii lapos kére ugrottak, mely hosszt id6 utan
alland6é U nagysagu sebességgel halad az egyenletes h vastagsagu és p slirliségli lavarétegen,
ahogyan az dbra is mutatja. Mikozben Frodéban ismét felderengenek a Megye rég nem latott
képei, Samu elgondolkozik, hogy vajon ki lehetne-e szamitani a lava dinamikai viszkozitasat a
korabbi paraméterek felhasznaldsaval, amennyiben ismert, hogy a ké és a hobbitok egytittes
tomege m. Segitsiink Samunak megoldani a problémat!

Utmutatds: A megoldds soran sziikségiink lehet rd, hogy egy osszenyomhatatlan newtoni fo-
lyadék laminéris aramlésa esetében az egyes folyadékrétegek kozott fellépd (folyadékfelszinnel
parhuzamos) tgynevezett nyiréer6 a kovetkezé alakban frhaté egydimenzids, = irdnyu dramlés
esetében:

Au

Fviszk = MAhKy;
ahol Au a szomszédos rétegek kozotti x iranyu sebességkiilonbség, Ay a réteg sebességre me-
rolegesen vett vastagsdga, Ay a rétegek kozotti hatarfeliilet, u pedig a folyadék dinamikai visz-
kozitasa. Tovabbi hasznos gondolat lehet, hogy allanddsult allapoti, laminéris aramlas esetén

a folyadék barmely kis darabja egyensilyban van.

Megjegyzés: A mordori lavat tekinthetjiik az dtmutatdsban leirt médon jellemezhet6 folyadék-
nak. A megoldas soran a lapos k6 lavaba tortén6 bemeriilését hanyagoljuk el, tovabba feltéte-
lezhetjiik, hogy a ko egyiitt mozog a lava legfelso rétegével.
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2. feladat (17 pont)

A diranuszi csillagaszok megfigyeltek egy tavoli, M tomegi, egyenletes tomegeloszlasu ga-
laxist. A galaxis alakja forgastengelye iranyaban jelentosen lapitott, de nem elhanyagolhatéan
lapos forgasi ellipszoid, R nagysagu fél nagytengellyel. A galaktikus sik egybeesik a miénk-
kel. A voroseltolédas-mérések alapjan a galaxis két szélén a latéiranya sebességek vy és vp.
Hatarozzuk meg a csillagaszok mérései alapjan a galaxis teljes mozgasi energidjat!

Utmutatds: Két koncentrikus, hasonlé ellipszisre az dbra alapjén: AB = CD teljesiil.

D

3. feladat (10 pont)

A nagy multt Rozfort Boszorkdany- és Vardzsloképzd Szakiskola csévezetékeiben a kéborld
baziliszkuszok mellett kevésbé érdekes, azonban ,hasonléan” veszedelmes dolgok is vannak,
példaul vizks. A vizks, bar elsére drtalmatlannak tiinik, ha lerakdodik (példaul cs6vezetékekben),
akkor keresztmetszet-csokkenést okoz, ezzel névelve az tgynevezett kavitacio kialakulasanak
esélyét. A kavitacio jelensége akkor 1ép fel, ha a folyadékban a nyomas a telitési gbznyomaés ala
kertil (hataresetben éppen eléri azt), ekkor ugyanis gézbuborékok keletkeznek. Ezek a buborékok
tovabb haladnak a folyadékkal, magasabb nyomasu szakaszra érve hirtelen 6sszeomlanak, ezzel
energiat szabaditva fel és roncsolva a csovezetékek falat. Ezt a jelenséget a varazsvilagban
kevéshé ismerik, igy a Ti segitségeteket kérik!

Tekintsiik az iskolai melegviz-halozat egy, az dabrdn lathato zart keringtetorendszerét. Ebben
az elrendezésben folyamatosan m tomegi, o stirliségii vizet aramoltatnak ug tervezett sebesség-
gel, és pg tervezett nyomason. A viz melegitését a csébe épitett P teljesitményti elektromos fii-
toelem biztositja. Feltételezhetjiik, hogy a keringtetett viz homérséklete kizardlag a fiitéelemen
athaladva valtozik, maga a rendszer tokéletesen hészigetelt és veszteségmentes. A csévezeték egy
kritikus szakaszén (kozvetleniil a flit6elem utdn) az eredetileg Dy atmérdjii cs6keresztmetszet
vizkblerakodéds kovetkeztében az eredeti keresztmetszeti teriilet 6todére csokkent. Legfeljebb
mennyi ideig keringtethetd a rendszerben a kezdetben Ty hémérsékletii viz, hogy elkertljiik a
kavitaci6 kialakuldsat?

Adatok: m = 500kg, o0 = 1000kg/m?, ug = 3m/s, py = 150kPa, P = 20kW, Dy = 50 mm,
Ty = 20°C, tovabbé a viz fajhdje ¢, = 4180 J/kg°C.
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Megjegyzés: A ,tervezett” sebesség és nyomasértékek az eredeti Dy atméroji csOvezetékre vo-
natkoznak. A megoldas soran feltételezhetjiik, hogy a viz 6sszenyomhatatlan folyadék; tovabba
tekintsiink el a folyadék és a csovek hétagulasatol. A keringtetérendszer pozicidja vizszintes.

0 Telitett géznyomas a hémérséklet fiiggvényében

T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ARY

4. feladat (10 pont)

A Titkok Kamrdjanak bejaratahoz érve R -
Harrynek meg kell hataroznia az z-szel jelolt ! :
ellendllds értékét az dbrdn lathatd eldtkozott | _._-_
aramkorben. Csupan két ellendllas értéke is-
mert, ezek Ry és Ry. Harry tudja azt is, hogy C D
a kérdojellel jelolt elem egy magikus fekete- o— —@
doboz, amely pont gy néz ki beliilrol, mint
az abran lathaté aramkor, azzal az egy kii- R, B X
lonbséggel, hogy benne minden ellenallasérték - P -
meg van szorozva egy « > 0 konstanssal. Te-
hat a doboz belsejében van négy ellenallas: aRy, aRs, ax, valamint egy hasonlé tulajdonsagu
doboz, amely szintén a-val szorozza a benne 1év6 ellendllasokat a koriilotte 1évokhoz képest.
Tehét az i. doboz belsejében az ellendlldsok 'Ry, 'Ry, oz, és egy doboz. A rendszer C és
D pontjai kozé U, fesziiltségii telep van bekotve. Ekkor egy fesziiltségmérot kapcsolva az abra
szerinti A és B pontok kozé, szerencsés f6hostink orommel latja, hogy a késziilék 0 V-ot jelez.
Gyors fejszamolas utan be is jut a kamraba, és mar viszi is Hagridnak a kolbaszt. Mekkora volt
x értéke, amit Harry helyesen kiszamolt?
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5. feladat (15 pont)

Adott pillanatban egy pontbdl elinditunk két m tomegii részecskét. Az elsének kicsiny g > 0
toltése és vy kezddbsebessége van, a masodiknak 4q toltése és —2vg kezdOsebessége. A részecs-
kékre egyetlen eré hat, mely a kiinduloponttdl r, tavolsagra 1évé rogzitett @) < 0 toltéstol
szarmazo elektrosztatikus kolesonhatas. Legkorabban mennyi idé mulva talalkoznak, ha az els6
részecske periodusideje 17

Megjegyzés: A megoldas soran a kicsiny toltések kozotti elektrosztatikus kolesonhatast hanya-
goljuk el.

Haszndlhato segédeszkizok: iro- és rajzoloeszkiozdk, szamologép, figguénytdbldzat.
A feladatok megolddsdra 180 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervezok
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1. feladat

Legyen a test sebessége v, amikor éppen elhagyja a korivet. A kezdeti energia megegyezik
eddig a pontig a kinetikus energia és a potencialis energia megvaltozasanak ¢sszegével:

;mvg = ;va + mgR(1 + cos a). (1.1)
Innen a sebesség négyzetét kifejezve:
v? = v — 2gR(1 + cos ). (1.2)
A feladatbol adott, hogy:
va = kgR, (1.3)
igy az eloz6 két egyenlet alapjan:
v = gR[k —2(1+cosa)]. (1.4)

A koriv két végpontja kozti mozgas egy ferde hajitas, amelynek kezd&sebessége v nagysagu,
és « szoget zar be a vizszintessel. A hajitds soran megtett vizszintes tavolsdg a feladat szerint
éppen megegyezik a rés szélességével:

v? sin 2

g

Behelyettesitve (1.4) eredményét, és kihasznélva a kétszeres szogek azonossagat:

= 2Rsina. (1.5)

gR [k —2(1+ cosa)] - 2sinacosa

= 2Rsina. (1.6)
g
Mivel 0° < a0 < 90°, ezért sin a # 0, tehat oszthatunk vele:
[k —2(1+4 cosa)]cosa = 1. (1.7)
Ez cos a-ban egy méasodfoku egyenlet, nullara rendezve
2cos’a — (k—2)cosa+1=0 (1.8)

addédik, melynek megoldasai a megolddképlet alapjan:

k—24,/(k—2)2-8

= , 1.9
COS (v 1 (1.9)
(a)
Ez esetben k = 5, vagyis
cos o = 311 (1.10)

A cosa =1 esethez o = 0 tartozik, amely nem megengedett, igy cosa = 1/2, tehat:

la=60°]. (1.11)

1/7. oldal
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(b)

Lathaté, hogy az (1.9) kifejezés akkor értelmezhetd, ha:

(k—2)*—-8>0, (1.12)

vagyis
k>24vV8=2+2V2, (1.13)

avagy
2—-V8>k. (1.14)

Az utébbi egyenlétlenség nyilvanvaléan nem teljestlhet, mivel k& pozitiv. Tehat & minimélis
értéke a fentiek szerint:

Kmin = 24 22/, (1.15)

ekkor (1.9) alapjan:

Cos o =

1
7 (1.16)

la=45]. (1.17)

ennek megoldasa pedig:

2. feladat
A lendiiletmegmaradast felirva:
muvy = 3MuTKp, (2.1)
ahonnan a tomegkozéppont sebessége:
- 22

Tehat kezdetben a tomegkozéppont lassabb,
mint a kozépso test, igy tavolodik tole. Ez nyil-
van azért torténik, mert a két szélso test ,lema-
rad” a kozépsohoz képest. Mivel a kotelek végig
feszesek, igy a harom test altal meghatarozott
haromszognek két oldala L hosszu, a harmadik
oldal hosszat pedig jelolje x, ahogy a 2.1. dbra
is mutatja. A feladat meghatarozni x legkisebb
értékét.

Figyeljiikk meg, hogy amig x csokken, addig a haromszog silypontja (ami a rendszer tomeg-
kozéppontja) tavolodik a kozépsé testtél. Abban a pillanatban, ahogy x eléri a minimumat, ez
a tavolodas abbamarad, tehat a tomegkozéppont rendszerébol nézve éppen ekkor lesz a kozépso
test sebessége nulla. Ez azt jelenti, hogy ekkor ez a test vy/3 sebességgel fog haladni. Ekkor
viszont a masik két test is vy/3 sebességgel halad, hiszen a rendszer szimmetrikus, igy ez a

2.1. abra. A rendszer egy késobbi allapota.

2/7. oldal
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két test mindig ugyanakkora sebességgel mozog. Eszrevehetjiik azt is, hogy ebben a kritikus
pillanatban minden sebességvektor parhuzamos vg-al.
Most irjuk fel az energiamegmaradést = legkisebb értékére (azaz a kritikus pillanatban):
1 ) 2 2 3 ) 2 2
—muv; + 2k— + k— = —mwv 2k— 4+ k—. 2.3
M0 T AT TG T ke AR R (2:3)
Lathato, hogy a szélso golyok és a kozépso golyd kozotti potencidlis energia nem valtozik, hiszen
a kotelek hossza is valtozatlan. Felhasznalva tovabba vrkp értékét:

1 1@2_kg2

Lo 1 &0 2.4
vao + Ll . (2.4)
innen
6 LkQ?
_ , 2.5
T 3kQ2 + 20mud (2:5)
3. feladat

(a)
Vizsgaljunk el6szor csak egy lapdtot, hiszen a homogén légaramlat (szél) miatt minden lap

ugyanakkora forgatényomatékot fog generalni. Egy lap keresztmetszete az aramlas irdnyara
nézve:

A = Ldcos . (3.1)
A lapatra hato meréleges iranyt légellenallasi eré nagysaga:
1 1
Fn = iAQUSCm(gO) = iAgvg(a — bp?). (3.2)
A lapattal parhuzamos er6é nagysaga:
1
Fy = 5A0u5Cy(p) = mAovge. (3.3)

Koordinata-rendszeriinket vegyiik fel tigy, hogy origdja a lapat kozepe legyen, az = tengely
mutasson a szél iranyaba, a z tengely a lapat rogzitése felé, az y pedig a forgas sikjaba. Igy a
lapatra haté y iranyu ero:

F, = F,sinp — F}, cos . (3.4)

Behelyettesitve a (3.2) és (3.3) egyenleteket:

(@ — bp?) sin ¢
2

F, = Aovg — TP Cos | . (3.5)

Mivel paros sok lapatbol all a szélkerék, igy az x irdnyu erdk forgatényomatékai kioltjak
egymast, elég az y irdnyud erék forgatonyomatékat vizsgalni, ez a (b) részben mar nem igaz.

L
M= F, (3.6)
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Ez az x iranyba mutat, tehat a szélre merdleges sikban forgat.
Minden lapatra ugyanez irhaté fel, igy a teljes forgatonyomaték N-szer ekkora lesz. Behe-
lyettesitve a (3.1) egyenletbdl A értékét:

(a — bp?)sin ¢
2

L
Y M= NEdeosgo-Qvg l — TP COS go] : (3.7)
Felhasznélhatjuk, hogy kis szogek esetén sin o =~ ¢, cos p ~ 1, igy:
L — by?
> M ~ N7 Ldgv} [W . mp] . (3.8)

Tovabba a p3-bel ardnyos tag elhanyagolhatéan kicsi, igy a végeredmény:

1
> M= ZNL%lgug (a—2m) | (3.9)

Jol lathato, hogy a vald vilagban épiilt szélerémiivek lapatjai miért sokkal hosszabbak, mint
amilyen szélesek. A fenti képletben a lapat hossza négyzetesen, a szélessége csak linearisan
szerepel.

(b)
Ebben az esetben is ugyanakkora lesz az y irdany1 erd, mint az (a) részben, azonban a lapatra
haté x irdnyu (széllel parhuzamos) erének is lesz forgatényomatéka, amit semmi nem ,egyenlit

ki”. Az a probléma ezzel az aszimmetrikus elrendezéssel, hogy a tengelyt terheld, y irdnyt eredo
forgatonyomaték is lesz. A lapra hato z irdnyu erd:

F, = Fy, cosp + F,sin . (3.10)
Behelyettesitve az (a) részben irt eréket:
F, = Aov} [(a — bg022) Sk T sin gp} : (3.11)
Innen az y irdnyu forgatonyomaték:
M, = s = ;L2d cos pou] [(a — bSO;) SRR TP sin 4,0] . (3.12)
Ismét felhaszndlva az (a) részben irt kozelitéseket:
M, ~ iLQdQvga : (3.13)
Az x irdnyu forgatényomaték valtozatlan a korabbi esethez képest, igy
M, = iL2dQvg (a —27) p|. (3.14)

Egy masik probléma ezzel az elrendezéssel, hogy ha a lapat éppen lent van, akkor sokkal nagyobb
forgatonyomaték sziikséges, hogy egyaltalan mozgasba j6jjon, és utana is nagyon egyenetlen lesz
a forgas sebessége.
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4. feladat
(a)

A ballon akkor szall fel, amikor a felhajtdéer6 nagyobb lesz, mint a ballonra haté nehézségi

ero. Elobbi:
Ff = Q()ng (41)

a nehézségi erd pedig:
Fy = (mo+ 0,V)g. (4.2)

Itt o, jeloli a hélégballonban taldlhato levegd stirtiségét. A kritikus pillanatban a testre haté
erOk egyenloek, tehat:
00V = mo + 0.V (4.3)

Innen a kritikus pillanatban a stirtiség:

mo

Oa = G0 — 7 (44)

A hélégballonban talalhaté levegore az idedlis gazok allapotegyenletét felirva:
nV =n RT,. (4.5)

Itt felhasznaltuk, hogy a hélégballonban talalhaté gaz nyomaésa a kiilso légnyomassal egyezik
meg, hiszen a légcsere megengedett a két kozeg kozott. A hémérséklet a kritikus pillanatban
T,. Innen ezt a gaz stirtiségével kifejezve:

N Mpy

T, — . 46

Roq (46)
Ide behelyettesitve a (4.4)-ben kapott eredményt:

Mpk %
T, = . . 4.7
R QDV — My ( )
Ezt atalakitva:

00V

T, =——Tp]|. 4.8

00V —my ’ (48)

(b)

A talajszinten a légnyoméas ballonon beliil és kiviil azonos, igy érdemes mindkét gaztérben
felirni a nyomast. A ballonon kiviil:

RT;
Po = Qﬂwoa (49)
a ballonon beliil pedig:
RT;
Po=0 (4.10)
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Innen a bels6 stirtiség kifejezheté a hémérsékletekkel:

1o

= 0p—. 4.11
01 QOTl ( )

A ballonra mindig a felhajtoero és a nehézségi er6 ereddje fog hatni. Elobbinek a nagysaga
z magassaggal a talaj felett:
Fi(z) = ok(2)Vg. (4.12)

A nehézségi er6 pedig alland6 nagysagu:
F,=(mo+ o1V)g. (4.13)

Az ered§ er6:
> F(2) = au(2)Vg = (mo + a1V)g. (4.14)
Behelyettesitve a feladatban megadott gy (z) értéket:
Y F(z) = —aVgz + (eV —mg — a1V)g. (4.15)

Lathatjuk, hogy az ered6 er6 utolsé tagja konstans, az elso pedig z-vel egyenesen aranyos, a
kitérés irdnyaval ellentétes iranyi. Mivel a teljes tomeg allando, ebbdl tudjuk, hogy a holégbal-
lon harmonikus rezgémozgast fog végezni valamilyen zy egyensilyi helyzet koriil —ha felszall-
akarcsak egy rugéra akasztott test. A zy magassagban az eredo er6 zérus lesz:

aVzyg = 00V — 01V —my. (4.16)

Innen az egyensulyi z; magassag:

. 1 mo
20 = o (QO 01 v ) . (417)

A maximélis magassag ennek a kétszerese lesz. Felhaszndlva (4.11)-et:

_2 _ Toy _mo
Zmax = " [go (1 T1> V} ) (4.18)

A keresett id6t a rezgés periédusidejébél kapjuk. Ehhez a (4.15)-6s egyenletbdl fejezziik ki
a holégballon gyorsulasat:

aVy 00Vg—01Vg—mog
zZ 4+ .

a(z) = — .
() mo+ 01V mo + 01V

(4.19)

A rugéra akasztott test analégidjabél tudjuk, hogy az elsé tag —w?z-vel feleltetheté meg, ahol
w a rezgés korfrekvencidja. Ezt felirva:

aVyg

W=y ——.
mo + 01V

(4.20)
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Img + 01V
T =2 _— 4.21
i aVyg ( )

A maximélis magassag eléréséig eltelt idé ennek a fele lesz. Felhasznédlva (4.11)-et:

Innen a periédusidé:

(4.22)

m0T1 + Q()VTO
tl =T .
aVgly

5. feladat

A teljes aramkor ellendllasat jelolje R. Ekkor nyilvan a kérddjellel jelolt doboz ellenallasa is
R, igy felirhato, hogy

1 1 1
— = 5.1
R Rl + R * Rz + x’ ( )
ahonnan atrendezés utan
RiR+ R? — R\ R, (5.2)
x = :
Ry
adodik. Mivel a fesziiltségméro 0 V-ot jelez, igy
Ry, R
o 5.3
R 2 (5-3)
amelybe az (5.2) egyenlet szerint x-et helyettesitve:
R*+ R(R, — Ry) — RiRy = 0. (5.4)

A mésodfoki egyenletet megoldva a két megoldas Ry és — Ry, de mivel R pozitiv (ahogy Ry
és Ry is), igy az egyetlen fizikai megoldés

R=R,. (5.5)

Ezt az (5.2) egyenletbe helyettesitve kapjuk a végeredményt:

_B

T = R | (5.6)
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1. feladat

Mivel a feladat szerint ,hosszi id6 utan” a ko allandé nagysagu sebességgel halad a lej-
t6 sikjaval parhuzamosan, feltételezhetjiik, hogy a lava aramlasa mar allandoésult, és csak a
lejto irdnyaval parhuzamos sebességkomponenssel rendelkezik. Tehat minden folyadékdarabka,
valamint a ko is egyenes vonala egyenletes mozgast végez, a rd haté erdk ereddje zérus.

A lejto irdanyaval parhuzamosan felirva a kére a dinamika alapegyenletét:

mgsina = Fy, (1.1)

ahol F} a k6 aljara hatdé, folyadéktol szarmazé eré (mely egy, a ,tapadasi surléddshoz” hason-
16 jellengii eréként is elképzelhetd, hiszen a fels6 réteg és a ké egytitt mozognak); a feladat
nehézsége ennek meghatarozasaban rejlik.

Az utmutatasban leirt otletet alkalmazva bontsuk a lavat vékony rétegekre a lejté sikjaval
parhuzamosan és vizsgaljuk egy-egy ilyen kicsiny vastagsagu réteg mozgasat!

1.1. abra. A lava kicsiny rétegekre bontasa.

Legyen az egyenl$ vastagsagi rétegek szama N, ekkor egy réteg vastagsiga Ay = h/N.
Jelolje az i-edik kicsiny réteg lejtével parhuzamos sebességét u;. Ekkor az i-edik folyadékréteg
tetején (pozitiv y) fellépd nyirderd:

— Uj—1

u.
F = A2 1.2
AR, (1.2)

Mivel a folyadék is allanddsult allapotban van, minden kis rétegnek egyensulyban kell lennie.
Az i-edik rétegre felirva az erGegyenstilyt a lejtével parhuzamosan:

F;, 1 — F;, = 0AAygsina = F;,=F;,_1 — oAAygsina. (1.3)

A fenti egyenlet egy rekurziv képletet ad az egyes hatarfeliileteken fellép6 nyirderére, ezt meg-
oldva Fj-re a kovetkezo Osszefliggés adodik:

F, = Fy —i0AAygsin a, (1.4)
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ahol Fj a talajrol atadodo erd. Felhasznélva (1.1)-et, az N-edik erére a kovetkezd egyenlet irhatd
fel:

Fy = Fy=mgsina = Fy — NoAAygsin a. (1.5)
Kihasznalva, hogy AyN = h:
mgsina = Fy — pAhgsina, (1.6)
azaz a talajrol atadodoé ero:
Fy = mgsina + pAhgsin a. (1.7)

A legfels6 réteg (azaz a k) allandésult sebességét a kicsiny folyadékrétegek kozott bekovet-
kezo ,,sebességugrasok” Osszege adja:

U= Z(Ul - Ui_1)7 (18)

amely az (1.2) egyenlet alapjan:

U= iv;iZFl (1.9)
Behelyettesitve (1.4)-et Z
—z g: Fy —ioAAygsina) , (1.10)
majd felbontva az 0sszegzést az allando tagokat kihozva:
U= iZ (NFO—QAAygsinaiz) . (1.11)
i=1

A megmaradt 0sszegzés éppen a pozitiv egész szamok Osszege 1-t6l N-ig, melyre hasznalhatjuk
a jol ismert N (N + 1)/2 Osszegképletet:

U= Ay (NFO — 0AAygsin aw> . (1.12)
uA 2

Ismét felhasznalva, hogy AyN = h:

h N+1
U= A (FO — pAhgsin o 2]—; > . (1.13)
Behelyettesitve (1.7)-et és csoportositva a tagokat:
U_mghsina+hzggsina (1 N—i—l) _mghsina+hQQgsinaN—1 (1.14)
 uA 1 oON ) A 1 2N '

A diszkrét modellink az N — oo esetben adja vissza a folytonos folyadékot. Ekkor az N-t
tartalmazé tort hatarértéke 1/2, azaz a kapott osszefiiggés:

mghsina  h?pgsina
+
pA 2p
A fenti kifejezésben mar csak a keresett dinamikai viszkozitas az ismeretlen, erre rendezve:
hsina (mg n ogh
U A 2 )7

U= (1.15)

(1.16)

M:
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2. feladat

El6szor belatjuk, hogy — a gomb esetével analog médon — ha egy tomor ellipszoidot hasonld
ellipszoidok altal hatarolt héjakra bontunk, egy belso pont csak a belso héjak gravitacios hatasat
érzi. Tekintstiink egy tetszéleges P pontot az iireges, vékony héj belsejében, és vegytink két
ellentétes iranyu, kis A térszogli kupot. A kiapok a héjbol AA; és AA, felilletdarabokat
metszenek ki r; és 7y tdvolsdgokban. A térszog definicidja alapjan AA; = r?AQ. Mivel a
héjat hatarold feliiletek hasonléak és koncentrikusak, geometriai tétel, hogy a héj vastagsaga
latéiranyban mérve a két oldalon megegyezik (AB = C'D a 2.1. abran). A kivagott tomegek
aranya tehat csak a tavolsdgok négyzetével ardnyos (Am ~ r?), ami éppen kiejti a gravitacios
er6 1/r%-es csokkenését. Igy a két szemkozti felilletelem vonzasa semlegesiti egymast.

2.1. dbra. A geometriai tétel illusztracidja a targyalt elrendezésben.

A P pontban az 6sszes rajta kiviil esé héj gravitaciés hatdasa nulla, mivel az el6z6 érvelés
tetszoleges iranyra alkalmazhato. Azaz a P pont térerdsségét kizardlag a ponton atmenod, az
eredetivel hasonld belso ellipszoid hatarozza meg. Tehat egy tetszoleges r helyvektorral jelle-
mezheto pontban a gravitacios térerdsség:

r—x
g(r) =—-Go v Tz dv, (2.1)
ahol x a térfogati integral valtozoja.

Végezziink el egy \-szorosara torténé nagyitast a teljes rendszeren. Ezzel egy hasonld, de mas
méretii ellipszoidot kapunk. A poziciévektorok v’ = A\r, ' = Az és a térfogatelem dV’' = \3dV
transzformécidja utdn az integralbél A kiemelhets. Ekkor arra jutunk, hogy g(Ar) = Ag(r),
vagyis a térerosség linearisan fiigg a helyvektortol.

Felhasznélva a galaxis lapossagat, jo kozelitéssel minden mozgéas a galaxis sikjaban torté-
nik. Ekkor a gravitaciés eré galaktikus sikba es6 komponense biztositja az anyag centripetalis
gyorsulasat, igy:

mg(r) = mw?r. (2.2)

Mivel a gravitacios térerdsség linearis, kovetkezik, hogy a galaxis merev testként forog, allandé
w szogsebességgel:
v(r) = wr. (2.3)
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A mozgasi energia kiszamitasahoz sziikségiink van a rendszer tehetetlenségi nyomatékara és a
kinematikai adatokra. A tomegkdzépponti (vrk) és a kertileti (vyer) sebességek a mért adatokbdl:
VA + VB _ Ua—Up

UK = ———, Uger = WR = 2.4
= Ay, _ 24)
A forgasi ellipszoid z forgastengelyére vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka megegyezik egy R
sugaru, M tomegli homogén gémbével, mivel a z irdnyu lapitds nem valtoztatja meg a to-
megelemek forgastengelytél mért tdvolsagat, tehat © = 2M R?/5. A teljes mozgasi energia a

tomegkozéppont haladasabol és az akoriil torténd forgasbol adédik dssze:

1 1
Ekin = *M’U%K + 5@&02

2
1 vA+vB>2 1 (2 2) <?}A—?}B)2
=-M|—— —(=MR* )| ——— ) . 2.5
2 < 2 + 2\5 2R (2:5)
Egyszertisités utan a végeredmény:
M M
Eyn = 2 (va + vp)’ + o5 (v — vp)?|. (2.6)

Megjegyzés

Hogy teljesebb képet kapjunk, az aldbbiakban ki-
térink a feladat dtmutatdasaban megadott és a meg-
oldés soran felhasznalt geometriai tétel bizonyitasara.
Tekintstik ehhez a 2.2. abrén lathato affin transzformé-
ciot, amely két koncentrikus kort az esetiinkben vizsgalt
koncentrikus ellipszisekbe visz at.

Metssziik el az eredeti kort egy tetszoleges P bel-
s6 ponton athaladdé egyenessel, ekkor a metszéspontok
rendre A, B, C' és D. Legyen tovabba az A pontnak az
affinitas irdnyaban B-vel egy magassagba vetitett képe
A,. Hasonlbéan definidlhatjuk a D, pontot is. A fenti
pontok képei az affin transzformécié utéan A’, B’, C’,
D' Al és D

A kér szelire konnyen lathaté, hogy AB = CD, to-
vabba A, B =CD, és A, A= D,D. Az affinitas iranya-
val parhuzamos szakaszok hossza a transzformécié ha-
tasara A-szorosara csokken, mig a merdleges szakaszok
hossza valtozatlan. Igy A,B = CD, = A_B’ = C'D!,
illetve NAA, A = AL A" és ADD, = D'D’.. Mindezekbdl
a Pitagorasz-tétel felhasznalasaval konnyedén adédik a
kivant végeredmény: A'B’ = C'D'. 2.2. 4bra. A felhaszndlt geometriai té-

tel bizonyitasa egy affin transzforma-
ci6 segitségével.

4/9. oldal



XIX. Durer
Verseny

kategoria

I ®
Donté (2026. februar 6-8.) v . # Elméleti megoldokulcs

3. feladat

A feladatban kozolt leirds alapjan a kavitacié jelenségének szempontjabdl kritikus szakasz a
besziikiilt keresztmetszet. Itt ugyanis a kontinuitas torvénye alapjan az aramlési sebesség hirte-
len novekszik, ez pedig a Bernoulli-torvény értelmében a nyomés hirtelen csokkenését eredmé-
nyezi, ami éppen a kavitacio kivalto oka. Elsoként tehat hatdrozzuk meg a kavitacidhoz tartozo
kritikus géznyomas értékét!

A besziikiilt keresztmetszetben az aramlasi sebesség (kontinuitds alapjan, 6sszenyomhatat-
lan folyadékot feltételezve):

A
A()U[) = ?Oul — up = dug. (31)
Bernoulli-torvényét felirva egy a sziikiilet elotti és a sziikiiletbeli pontra:
1 1 1
Po + 59“3 =pi+t 59“% = P1=Dpo+ 59(“(2) —uj), (3.2)

majd a (3.1) egyenletet felhasznalva a szlikiiletbeli nyomas:

p1 = po — 120uf = 42 kPa. (3.3)

Kavitacié abban az esetben torténik, ha a telitett géznyomas eléri a fentiekben kiszamolt nyo-
masértéket, azaz pr., = po = 42kPa. A mellékelt telitett géznyomas—hdémérséklet grafikon
alapjan az ehhez tartozé hémérséklet: Ti ~ 76 °C.

Mivel a feladatban kozolt abra alapjan a filitoelem éppen a kritikus keresztmetszet el6tt
helyezkedik el, ezért a kavitacio jelensége akkor lépne fel, mikor az els6, fiitoelembdl kilépd
folyadékdarabka homérséklete eléri Ty értékét. Tehat a teljes folyadéknak nem kell Ty,
hémérsékletre melegednie!

Hatarozzuk meg, hogy a flitéelemen athaladva mennyivel novekszik a viz hémérséklete!
Ehhez elscként irjuk fel a tervezett paraméterek mellett kialakuld a tomegaramot:

D2
m=p Zﬁuo. (3.4)
Ezt felhaszndlva a homérséklet-novekedés:
P 4P
ATlf = — = =0,81°C, (3.5)

ey megougDE
tehat a teljes viztomegnek ennyivel kisebb homérsékletet kell elérnie a kritikushoz képest, hogy
a kavitaci6 kialakulhasson. A sziikséges hokozlés:
Q = cemAT = eym(Tiir — ATy — Tp). (3.6)

Ez alapjan a melegités idétartama a megadott fiitGteljesitményt felhasznélva:

Q o Cvm(Tkrit - Ajjf - TO)

=== 3.7
- > , (37)
a numerikus értékeket behelyettesitve:

[t = 5767 s ~ 96 min|. (3.8)
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4. feladat

A legkulsé (dbrén is lathat6) feketedoboz ellenallasat jelolje R3. Vegyiik észre, hogy a teljes
rendszer mindossze annyiban kiilonbozik ennek a doboznak a belsejétdl, hogy ez utébbiban
minden ellenallas a-szorosa az eredeti aramkor ellenallasértékeinek. Tehat mig az eredeti rend-
szer i. szintjén a bal fels6 ellenallas o’ ~' Ry, addig a doboz 4. szintjén ugyanez az ellenéllds o’ R;.
A Kirchhoff- és Ohm-térvények linearitdsa miatt ez azt jelenti, hogy

Rg = OéRe, (41)

ahol R, a teljes rendszer eredd ellenallasat jelenti a C' és D pontok kozott. A felsé agban sorosan
kapcsolodik Ry és R3, mig az als6 agban R és az ismeretlen . Ennek megfelelden a felsd, illetve
alsé ag eredo ellenallasa:

Ry = Ry + Rs, (4.2)
Ra = R2 + x. (43)

Az A és B pontok ekvipotencialisak, vagyis a két pont kozotti fesziiltség zérus. Ez azt jelenti,
hogy a felso és alsd agban azonos ardnyban oszlik meg a fesziiltség. Ezért a fesziiltségosztasra
az alabbi Osszefliggés irhato fel:

Ry R
—_— = 4.4
R R (4.4)
A definicidkat behelyettesitve:
Ry _ Ry (4.5)
Rl + Rg RQ +x ' .
Az egyenletet x-re rendezve:
Ry
= —R;s. 4.6
x R (4.6)
A teljes aramkor eredo ellenallasa a két 4g parhuzamos kapcsolasabol adédik:
RiR,
Re= ——. 4.7
Ri + R, ( )
A (4.5) Osszefiiggés szerint
Ry
R, = —Ry, 4.8
R (4.8)
amit behelyettesitve (4.7)-be, egyszerisités utan:
Ry
Re=—"FR 4.9
Ri+Ry 49
adddik, amibe (4.2)-t és (4.1)-et helyettesitve:
Ry
Ry =a———F(R1 + R3). 4.10
3= Ry + R2< 1 3) ( )
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Az egyenletet R3-ra megoldva:

OéRlRQ
Ry = . 4.11
s Rl + Rz(l — Oz) ( )
Ebb6l, valamint a (4.6) 6sszefuiggésbol a keresett z ellenallas:
aR3
= . 4.12
o R1 + Rg(l — CY) ( )

5. feladat

1. megoldas

A feladat megoldasahoz azt kell megérteni, hogyha egy test végigmegy egy pélyan, és egy
masik kétszer olyan gyorsan megy végig ugyanazon a palyan, akkor az utébbi sebessége kétszer,
gyorsulasa négyszer akkora lesz, mint az elobbié.

Ehhez el6szor nézziik meg, hogy mi torténne, ha ugyanabba az iranyba lénénk ki kiilon a
részecskéket, de a masodikat az elsénél kétszer nagyobb sebességgel. Irjuk fel a mozgasegyenle-

teket: 0 10
.. q .. q
=k—= = k——=7s. 5.1
Tegyiik fel, hogy az elsé egyenlet megoldasa 7. Vegyiik észre, hogy ekkor az ro(t) = 71 (2t) hoz-
zarendeléssel megadott 7, fiiggvény megoldasa lesz a masodik egyenletnek. Ennek igazolasdhoz

el6szor vizsgaljuk meg a gyorsulasok viszonyat a derivalas lancszabélya szerint:

P'o(t) = 471 (2t). (5.2)
Az elso, ri-re vonatkozd mozgasegyenletet behelyettesitve:
. . Qq 4Qq
m’l’g(t) = 4m1°1(2t) = 4]?77“1(275) = 7’]”2@). (53)
1 (2)° [r2()[?

Ebbél tehat 14thatd, hogy a fent definidlt 7, valéban kielégiti a masodik mozgasegyenletet. Igy
ha az egyik részecske végigmegy valamilyen tetszoleges palyan, akkor elviekben a masik test is
végig tud menni ugyanazon palyan, kétszer olyan gyorsan.

De mi hatarozza meg, hogy milyen palyan mozog a test? A kezdofeltételek! Tegyiik fel, hogy
az elsé test kezdéfeltételei r1(0) = r1(t = 0) és 1(0) = 71(t = 0). Ekkor észrevehetjiik, hogy
ro(t) = r1(2t) illeszthetd a masodik test kezdéfeltételeihez, mivel:

TQ(O) = ’l"l(O), T'Q(O) = 2?"1(0) (54)

Tehat a két test valéban ugyanazon a palyan fog mozogni, csak a masodik kétszer olyan gyorsan,
mint az elso.

Innen mar csak azt kell végiggondolni, hogy min valtoztat az, hogy a masodik testet az
ellenkezd iranyba 16jiik ki. Csak annyit, hogy ugyanazon palyan az ellenkez6 iranyba fog haladni.
A fentiek alapjan tehat a megtett utak ardanya 1 : 2, és a testek akkor talalkoznak, amikor a
kettejiikk altal megtett it Osszege kiadja a teljes palyat. Ez a palya egyharmadandl lesz, azaz
T'/3 idével az inditas utan.
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2. megoldas

A megoldas elsé 1épéseként hasznaljuk ki, hogy egy tetszdleges g > 0 toltés palyaja egy
rogzitett (Q < 0 toltés koriil olyan ellipszis, melynek a fél nagytegelye és a ¢ toltés teljes Ei
energidja kozti osszefliggés:

kQq
E, = . 5.5
t= 5, (5.5)
Ezt felhasznalva a feladat g toltésére:
1 o, kQq _ kQq
50 + o 20, (5.6)
mig a masik kis toltésre:
1 4kQq  4kQq
—m(2up)? = : 5.7
Qm( UO) + To 2a4q ( )

Az (5.6) és (5.7) egyenleteket 6sszehasonlitva latszik, hogy utébbiban egy néggyel valé egysze-
risités utan a, = a4, adddik, azaz a két mozgo toltés palydjanak fél nagytengelye ugyanakkora.
Mivel a kiindulaskor a két toltés egy pontbdl indul ellentétes iranyt sebességgel, igy a palyajuk
érintGje egyezik és tudjuk, hogy a palydk fékuszpontja és fél nagytengelye is ugyanaz. Ebbdl
kovetkezik, hogy a két test egy palyadn mozog!, ahogy az 5.1. 4bran lathaté.

~~~~~~~
”

________

5.1. abra. A toltések kiinduld elrendezése és palydja.

Az energiamegmaradas egyenletét a palya tetszOleges pontjara felirhatjuk. Az (5.6) és (5.7)
kozti 4-es szorzo miatt egy adott pontban a 4q toltés mindig kétszer akkora sebességgel halad,
mint a g toltésii test haladna azon pontban. Ezéltal a 4q toltés periédusideje T/2. (Ez Kepler
III. torvényének megfelels alkalmazdséval is adédik.)

IBéar az 4llitds nem teljesen trivialis, réviden beldthaté annak ismeretében, hogy egy ellipszis adott pontjabél
két fokuszahoz huzott vezéregyenesek szogfelezdje merdleges az ellipszis érintéjére. Konkrétabban, mivel a @
toltés helye, mint fékuszpont és a fél nagytengely adott, az egyetlen szabadsagi fokunk a masik fékuszpont
helyzete. Ennek kiilonb6z6 megvalasztisai esetén a fent emlitett szogfelezé més és mdas irdnyd, igy az arra
meréleges érintSk is. Osszességében tehat egyediil akkor eshet egybe a két palya érintdje, ha azok mésodik
fokuszai, és igy a teljes ellipszisek is azonosak.
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Osszefoglalva, a két toltés ugyanazon palyan halad ellentétes irdnyban, és az egyik teriileti
sebessége minden pillanatban dupldja a masikénak, tehat a toltések azon pontban taldlkoznak
Gjra, ahol 1:2 ardnyban suroltédk az ellipszis teriiletét. Ide pedig T'/3 id6 elteltével jutnak el az
indulastél mérten.
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Figyelem! A teljes pontszdm eléréséhez nem elegendd a megoldds szamszeri kézlése, a mérés
lépéseit tartalmazo jegyzdkonyv és a végeredmény hibdjdra vonatkozo becslés is sziikséges!

A mérés célja

A mérés soran egy Bunsen-allvanyra akasztott matematikai inga lengését vizsgaljuk kiilon-
b6z6 damilhosszak mellett. A damil hosszanak a lengésid6hoz képest lassu valtoztatdsa esetén
bizonyos mennyiségek megmaradnak a mozgas soran, ezek meghatarozasa a célunk.

Elméleti bevezeto

A matematikai inga egy elhanyagolhat6 tomegii, ¢ hosszisagu fonalra figgesztett, m tomegl
pontszerii testbdl all, amelyre szabad eroként csak a nehézségi eré hat. Az inga nyugalmi hely-
zetéhez képest egy adott idépillanatban a fiiggolegessel bezart szoget nevezziik szogkitérésnek
(p). Kis szogek esetén az inga elmozduldsat vizszintessel kozelitjik, és egy adott magassdgban
a vizszintes kitérést (x) vizsgalhatjuk. Ennek maximuma az amplitudé (A).

Mérési eszkozok

A mérés soran rendelkezéstiinkre all egy Bunsen-dllviny, melynek ruadjahoz egy gytirti van
rogzitve. Adott még egy vékony damil, illetve két nehezék, melyekbdl a damilt a gytiriin atvetve
inga készithetd. Rendelkezésre all egy szigeteldszalag a damil jeloléséhez, emellett adott egy
vonalzo, mellyel a kitérés amplitiidéja mérhet6 és egy milliméterpapir az abrazolashoz.

Elméleti feladatok

1. feladat (6 pont)

Tekintstik a fent ismertetett matematikai ingat, amely a ¢t = 0 pillanatban . < 1rad
szogkitéréssel, nyugalombdl indul. A rendszer paramétereinek lassi valtoztatasa esetén defi-
nialhat6 egy [ fizikai mennyiség, az adiabatikus invaridns, amely a mozgas soran kozelitoleg
allandé. Ennek alakja a kis kitérésii fonalinga esetén

1/2€2a

I =mg oo

ahol a egy alkalmasan valasztott kitevé. A fenti megmaradasi tételt felhasznalva vezessiik le a
maximalis szogkitérés logaritmusa és az inga hosszanak logaritmusa kozti

1 203~ 14
In (Pmax) = 1 In ( m20g ) —aln (%)

osszefuiggést! Itt £y a fondl kezdeti hosszat jeloli, de helyettesithet6 lenne barmilyen méas hosszi-
sagdimenzi6ju paraméterrel is.

1/3. oldal



XIX. Durer
Verseny

kategoria

Dont6 (2026. februar 6-8.) - ® Mérés feladatsor

Mérési feladatok

2. feladat (5 pont)

Kezdésként a szigetelGszalaghol levagott aprd darabok segitségével 10 cm-es beosztéassal je-
16ljiik meg a damilnak kb. 1m-es szakaszat, majd készitsiik el az ingat, a Bunsen-allvanyt
az asztal szélére helyezve. A damil egyik végére kossiik ra a sulyt, masik végét vessiik at az
allvany rudjan és tartsuk kézben, hogy a hosszat valtoztatni lehessen. A feladat soran végig
kis kitéréseket hasznaljatok, és évatosan valtoztassatok a damil hosszat, ne vagjatok el a
kezetek!

Allitsuk az inga hosszat a lehetd legnagyobbra, majd mérjikk meg ekkor a lelégd damil
hosszat ({y). Ezutan téritsiik ki az ingdt, és a vonalzd segitségével az asztal magassdgaban
olvassuk le a lengés amplitudojat (A). Lassan roviditve a damil hosszat, olvassuk le a jelolések
segitségével, hogy kiilonboz6 ingahosszakhoz mekkora amplitidok tartoznak, ezeket jegyezziik
fel a mellékelt tabldzatba! Szamoljuk ki a teljes lengési hosszt minden adatpontnal, illetve a
maximalis szogkitérés tangensét, majd a maximalis szogkitérést!

3. feladat (10 pont)

Végezziik el a 2. feladat 1épéseit ugy, hogy a legrévidebb lehetséges damilhosszal kezdiink,
és folyamatosan noveljik az inga hosszat! Ezutan ismételjik meg még egyszer ezt, vagy a 2.
feladat 1épéseit, ezt a dontést a csapatra bizzuk.

4. feladat (14 pont)

Az 1. feladat alapjan az adatokat a megfelel6 koordinata-rendszerben abrazolva egyenes il-
leszthet6 az adatpontokra. Szamoljuk ki a sziikséges mennyiségeket, majd abrazoljuk igy a mé-
rési eredményeinket. A harom mérési sorozat eredményeit egy milliméterpapiron szemléltessiik,
kiillonb6zo szineket vagy jeloléseket hasznalva. Illessziink az abrazolt adatpontokra egyenest,
hatarozzuk meg a meredekségét és az y-tengelymetszetét.

A legjobbnak vélt egyenes mellett illessziik még minden mérési sorozatnal azokat az el6z6tol
legjobban eltérd egyeneseket is, amelyek még , hihetéek”, azaz éppen athaladnak nagyjabol az
Osszes adatponton! Hatarozzuk meg ezek meredekségeit és tengelymetszeteit is, majd szamoljuk
ki beloliikk « értékének bizonytalansdgat!

Adjuk meg a kilonb6z6 mérési sorozatokbdl kapott « értékeket bizonytalansagukkal egyiitt.
Diszkutaljuk mérésiink pontatlansagat, irjuk le, milyen effektusok okozhattak a mérési soroza-
tok kozti eltérést. Diszkutédljuk a tengelymetszetekre kapott eredményeket is.

Segitség: Az a paraméter bizonytalansaga meghatarozhato gy, hogy kiszamoljuk a hozza tar-
toz6 minimalis és maximalis értékeket, de alkalmazhatjuk a hibaterjedés szabdlyait is.
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A mérés elvégzésére és a jeqyzékonyv megirdsdara 120 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:
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Figyelem! A teljes pontszdm eléréséhez nem elegendd a megoldds szamszeri kézlése, a mérés
lépéseit tartalmazo jegyzdkonyv és a végeredmény hibdjdra vonatkozo becslés is sziikséges!

A mérés célja

A mérés soran egy Bunsen-allvanyra akasztott matematikai inga lengését vizsgaljuk kiilon-
b6z6 damilhosszak mellett. A damil hosszanak a lengésidohoz képest lasst valtoztatasa esetén
bizonyos mennyiségek megmaradnak a mozgéas soran, ezek meghatarozasa a célunk.

Elméleti bevezeto

A matematikai inga egy elhanyagolhaté tomegi, ¢ hosszisagu fonalra fiiggesztett, m tomegi
pontszerii testbdl all, amelyre szabad eroként csak a nehézségi eré hat. Az inga nyugalmi hely-
zetéhez képest egy adott idopillanatban a fiiggolegessel bezart szoget nevezziik szogkitérésnek
(). Kis szogek esetén az inga elmozdulasat vizszintessel kozelitjik, és egy adott magassagban
a vizszintes kitérést (x) vizsgalhatjuk. Ennek maximuma az amplitudé (A).

Mérési eszkozok

A mérés soran rendelkezésiinkre all egy Bunsen-dllvany, melynek radjahoz egy gytliri van
rogzitve. Adott még egy wvékony damil, illetve két nehezék, melyekbél a damilt a gylirihoz
csatolt dion atvetve inga készithetd. Rendelkezésre all egy szigeteloszalag a damil jeloléséhez,
emellett adott egy wonalzd, mellyel a kitérés amplitidoja mérhet6 és egy milliméterpapir az
abrazolashoz.

Elméleti feladatok

1. feladat (5 pont)

Tekintstik a fent ismertetett matematikai ingat, amely a ¢t = 0 pillanatban .« < 1rad
szogkitéréssel, nyugalombdl indul. Fejezziik ki a ¢ szogkitérést és a felfliggesztési ponton atha-
ladé, a fondlra merdleges tengelyre vonatkozo J perdiiletet, mint az id6 fiiggvényeit! Az id6t
kikiiszobolve hatarozzuk meg és dbrazoljuk a ¢ — J sikon, azaz a fdzistéren, a mozgast jellemzd
trajektoriat!

2. feladat (3 pont)

Szamitsuk ki a fazistérbeli trajektéria altal kozrezart I tertletet! Ez a mennyiség a rendszer
paramétereinek lassu valtoztatasa esetén kozelitéleg allando, ezért neve adiabatikus invaridns.
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3. feladat (3 pont)

Az adiabatikus invarians megmaradasianak feltételét felhasznalva vezessiik le a maximalis
szogkitérés logaritmusa és az inga hosszanak logaritmusa kozti

1 %03 3 l
In (Pmax) = ~In | —2 | = > In | —
Osszefiiggést! Itt ¢, a fondl kezdeti hosszat jeloli, de helyettesithetd lenne barmilyen mas hosszu-
sdgdimenzi6ju paraméterrel is.

Mérési feladatok

4. feladat (4 pont)

Kezdésként a szigetelGszalaghol levagott aprd darabok segitségével 10 cm-es beosztéassal je-
16ljiik meg a damilnak kb. 1 m-es szakaszat, majd készitsiik el az ingat, a Bunsen-allvanyt az
asztal szélére helyezve. Figyeljetek arra, hogy a damil a di6 csavarjanak menetén haladjon ke-
resztiil, hogy ne tudjon elcsiszni. A damil egyik végére kossiik ra a sulyt, masik végét vessiik at
az allvanyra szerelt dién és tartsuk kézben, hogy a hosszat valtoztatni lehessen. A feladat soran
végig kis kitéréseket hasznaljatok, és ovatosan valtoztassatok a damil hosszat, ne vagjatok el
a kezetek!

Allitsuk az inga hosszat a lehetd legnagyobbra, majd mérjik meg ekkor a lelégd damil
hosszat ((y). Ezutan téritsiik ki az ingdt, és a vonalzd segitségével az asztal magassdgaban
olvassuk le a lengés amplitudéjat (A). Lassan roviditve az ingat, olvassuk le a jelolések segit-
ségével, hogy kiillonbo6z6 ingahosszakhoz mekkora amplitidok tartoznak, ezekbol és az aktualis
damilhosszbdél mar minden relevians mennyiség meghatarozhato.

5. feladat (8 pont)

Végezziik el a 4. feladat 1épéseit tigy, hogy a lehetd legrovidebb ingaval kezdiink, és folya-
matosan noveljilk a damil hosszat! Ezutan ismételjik meg még egyszer ezt, vagy a 4. feladat
lépéseit, ezt a dontést a csapatra bizzuk.

6. feladat (12 pont)

Az elméleti feladatok alapjan az adatokat a megfelel6 koordinata-rendszerben abréazolva
egyenes illesztheto az adatpontokra. Szamoljuk ki a sziikséges mennyiségeket, majd abrazoljuk
igy a mérési eredményeinket. A harom mérési sorozat eredményeit egy milliméterpapiron szem-
léltessiik, kiilonbozé szineket vagy jeloléseket hasznalva. Illessziink az abrazolt adatpontokra
egyenest, hatarozzuk meg a meredekségét és az y-tengelymetszetét.

A legjobbnak vélt egyenes mellett illessziik még minden mérési sorozatnal azokat az el6z6tol
legjobban eltérd egyeneseket is, amelyek még , hihetéek”, azaz éppen athaladnak nagyjabol az
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Osszes adatpont hibatartomanyan! Hatarozzuk meg ezek meredekségeit és tengelymetszeteit is,
majd szamoljuk ki beléliik ezen értékek bizonytalansdgait minden mérési sorozat esetén!

A harom mérési sorozatbol kapott eredményeket Gsszesitve szamoljuk ki a mért meredek-
séget hibajaval egyttt. Hasonlitsuk 6ssze a kapott eredményeket az elméleti feladatok soran
levezetett Osszefiiggéssell Ha eltérést tapasztalunk, mi okozhatta azt? Diszkutaljuk a tengely-
metszetek eredményét is!

Segitség: Egy f(a1,as, ..., a,) fiiggvény abszolit hibdjat a hibaterjedésnek megfeleléen az alabbi
egyenlettel szamolhatjuk:

of

(9a1

of
Aa1 + ‘8@2

0
Aa2_|_..._|_’f

Af(ay,ag, ... a,) = P

Aa,.

Itt Aa; az a; paraméter abszolat hibdja.

A mérés elvégzésére és a jeqyzdkonyv megirdsdara 120 perc dll a csapatok rendelkezésére.
Sikeres versenyzést kivannak:

a szervezok
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Tablazat

A mérési feladatok soran sziikség lehet adatok és azokbdl szamitott egyéb mennyiségek
lejegyzésére, ehhez nyujt segitséget az alabbi tabldzat. Ennek hasznalata természetesen nem
kotelezd, a dontést az adott csapatra bizzuk.
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Elméleti feladatok

1. feladat

Az adiabatikus invarians feladatban megadott képletét és annak mozgasallandoé tulajdonsa-
gat felhasznélva a szogamplitidoé kifejezhetd, mint a fonal hosszanak fiiggvénye:

1'2

m2gm?

: e (1)

Pmax =

Mindkét oldal természetes alapti logaritmusat véve a kovetkez6 Osszefiiggésre jutunk:

10 () = 21 (I) | )

m2‘g€4o¢7(2

A jobb oldali logaritmus argumentuméaban szerepld tortet bovithetjik a kezdeti ¢y fonélhossz
4a-dik hatvanyaval. Ezt kovetGen logaritmikus azonossagokat felhasznalva a jobb oldal kiilonb-

séggé alakithato:
1 I? l
1 max) — —1 —— | —«l — . 3
o) = 110 (s ) —omn () 3
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Mérési feladatok

Minden damilhossz esetén feljegyeztiik az amplitidokat az utasitasoknak megfelelden, ezek
az 1. tdblazatban lathatéak.

lo [cm] | Al [em] | A [em] || £ [em] | tg Pmax | Pmax [rad]
57,5 10 3,6 67,5 | 0,063 0,063
57,5 20 3.4 775 | 0,059 0,059
57,5 30 3,2 87,5 | 0,056 0,056
57,5 40 2,9 97,5 | 0,050 0,050
57,5 50 26 | 107,5 | 0,045 0,045
55,5 10 37 | 655 | 0,067 0,067
55,5 20 3.4 755 | 0,061 0,061
55,5 30 3,0 85,5 | 0,054 0,054
55,5 40 27 || 955 | 0,049 0,049
55,5 50 25 | 1055 | 0,045 0,045
55,5 10 4,9 65,5 | 0,088 0,088
55,5 20 45 755 | 0,081 0,081
55,5 30 4,1 85,5 | 0,074 0,074
55,5 40 3,6 95,5 | 0,065 0,065
55,5 50 32 | 1055 | 0,058 0,058

1. tablazat. Bal oldalon a harom mérési sorozat eredménye, ahol ¢y a vonalzé és a felfiiggesztés
tavolsaga, Al a vonalzo6 és a suly tavolsiaga, A a vonalzon mért kitérés. Jobb oldalon az ezekbél
szamolt adatok: az ¢ teljes lengési hossz, valamint a ¢, maximalis kitérési szog és annak
tangense.

A vonalzé magassagaban a damilhossz (g, 1gy a @pnax Sz0get az alabbi médon szamolhatjuk:

A
Pmax = arctg <€> . (4)
0

A (3)-as egyenletnek megfeleléen az In ., értékeket In(f/¢y) fiiggvényében dbrézolva kapjuk
az 1. abrat.
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1. abra. A mért maximalis szogkitérés logaritmusa dbrazolva a damilhossz logaritmusanak fiigg-
vényében mindegyik mérési sorozat esetén. A satirozott 1o-sav jeloli az illesztés bizonytalansa-
gat.

Az illesztésbol meghatarozhatd a meredekség, ez lathato a 2. tablazatban. A meredekség hibajat
mi numerikusan az illesztésbol becstiltiik; a versenyzoktol a két ,,még éppen illeszked6 egyenes”
illesztése volt elvart, ezek meredekségével becstilhetjiik a hibat.

a | Aa
1. mérés | 0,66 | 0,09
2. mérés | 0,84 | 0,05
3. mérés | 0,86 | 0,08

2. tdblazat. A kilonbozé méréssorozatokra illesztett o értékek és hibaik.

A harom mérési sorozatot atlagolva kapjuk a végeredményiinket:
a = (0,78 £0,07). (5)

Az illesztésekbdl a fiiggbleges tengelymetszet is meghatarozhato, ez jol lathatéan eltér a harom
mérési sorozat esetén. Mivel ez fiigg a kezdeti szogamplitudotol, igy nem meglepd a kapott
eredmény. Az is lathatd, hogy a tengelymetszet nem zérus, ez is egyezik a varakozasainkkal.

3/3. oldal
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Elméleti feladatok

1. feladat

A fonélinga altalanos mozgasa igen bonyolult, és felsobb matematikai eszkozoket igényel,
azonban az altalunk vizsgalt kis kitérést hataresetben a mozgasegyenlet jol ismert médon a har-
monikus rezgémozgas alapegyenletére redukalodik. Ekkor a szogkitérés idofiiggése egyszeriien
kifejezheto:

P(t) = Pmax cos (wt) . (1)

Itt w = /g/l a rezgémozgés korfrekvencidja. A pillanatnyi szogsebesség a fenti Gsszefiiggés
idéderivaltjaként, vagy pedig a rezgémozgas nevezetes Osszefliggéseinek ismeretében kaphato:

P(t) = —Pmaxw sin (wt) . (2)
A perdiilet pedig ezen szogsebesség és a testnek a forgdstengelyre vonatkoztatott me? tehetet-
lenségi nyomatéka szorzataként adddik:

J =mlrp = —ml*paewsin (wt) . (3)

Az (1) és (3) egyenletekbdl a szogfiiggvényeket kifejezve, tovabbd a sin?(wt)+cos?(wt) = 1 trigo-
nometriai 6sszefliggést felhasznédlva az ido kikiiszobolhetd. Rendezés utan az aldbbi egyenletre
jutunk:

S02 J2

9012113,)( (mﬁzgpmaxw)2

=1 (4)

Ez jol lathatéan egy ellipszis egyenlete, amelynek fétengelyei rendre . és ml2ppaw. A
trajektoriat abraolhatjuk is a ¢ — J sikon, ezt az 1. dbra mutatja.

0’4_7 \
@027
g
. O—
20
vy
~ —0,2-
_04_
—0 —4 -2 0 2 4 6
¢ [°]

« sz

Ymax Sz0gamplitudok mellett. A ¢ = 5° esetet vastaggal jeloltiik.
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2. feladat

Az adiabatikus invarians a megadott definicié szerint az eléz6 feladatban kapott ellipszis
teriilete, azaz a féltengelyek szorzatdnak m-szerese. Behelyettesitve:

I =mlp2  wr. (5)

Felhaszndlva tovabbé a korfrekvencidra vonatkozé, kordabban mar emlitett w = /g /¢ 6sszefiig-
gést, az adiabatikus invarians kifejezhetd a rendszer alapveté paraméterei és a szogamplitudd
segitségével:

1= mg 2622 7). (6)

3. feladat

Az adiabatikus invaridns (6) képletét és annak mozgasallandé tulajdonsdgat felhasznalva a
szogamplitudé kifejezhetd, mint a fondl hosszanak fiiggvénye:

4 ‘[2 6_3/4 (7)
()Omax - ngﬂ_z .

Mindkét oldal természetes alapi logaritmusat véve a kovetkez6 Osszefiiggésre jutunk:

mwmgzim(Fz). )

m2gl3m?

A jobb oldali logaritmus argumentumaban szerepl6 tortet bovithetjik a kezdeti ¢y fonalhossz
kobével. Ezt kovetGen logaritmikus azonossagokat felhasznalva a jobb oldal kiillonbséggé alakit-

hato:
1 I? 3 l
1 =-In|——— ] =ZIn{—]|
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Mérési feladatok

Minden damilhossz esetén feljegyeztitk az amplitudokat, ezek az 1. tablazatban lathatoak.
Az egész mérés soran csak ennek a két paraméternek a hibdja terjed.

lo [cm] | Al [em] | A [em] || £ [cm] | t€ Pmax | Pmax [rad]
27,5 10 3,6 67,5 0,063 0,063
27,5 20 3,4 77,5 0,059 0,059
27,5 30 3,2 87,5 0,056 0,056
27,5 40 2,9 97,5 0,050 0,050
27,5 50 2,6 107,5 | 0,045 0,045
95,5 10 3,7 65,5 0,067 0,067
55.5 20 34 | 755 | 0,061 | 0061
55,5 30 3,0 85,5 0,054 0,054
55.5 40 27 | 955 | 0,049 | 0,049
55.5 50 25 | 1055 | 0,045 | 0,045
55,5 10 49 65,5 0,088 0,088
55,5 20 4,5 75,5 0,081 0,081
55,5 30 4.1 85,5 0,074 0,074
55,5 40 3,6 95,5 0,065 0,065
55,5 50 3,2 105,5 | 0,058 0,058

1. tablazat. Bal oldalon a harom mérési sorozat eredménye, ahol /g a vonalzé és a felfiiggesztés
tavolsaga, Al a vonalzo6 és a stly tavolsaga, A a vonalzon mért kitérés. Jobb oldalon az ezekbdl
szamolt adatok: az ¢ teljes lengési hossz, valamint a ¢, maximalis kitérési szog és annak
tangense.

A vonalzé magassagaban a damilhossz £y, gy a @nax sz0get az alabbi médon szamolhatjuk:

A
Pmax = arctg () . (10)
to
A hibaterjedés képletét felhasznalva:
OPrmax OPrmax
A max — AA Aly. 11
e = | 252 8-+ 2 (1)
Elvégezve a derivalasokat, megkapjuk . hibajat:
UhAA+ AAL,
A _ 12
SOmaX g% + A2 ( )
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Konnyen lathaté, hogy
Apma
A(In pmax) = =, (13)
Somax

A (9)-es egyenletnek megfeleléen az In ., értékeket In(¢/¢y) fiiggvényében dbrazolva kapjuk
az 2. abrat. Ezen feltiintettiik In ., hibait is.

2.4
—2,51
2,6
El
£ 27
"
<
g —2,81
S-
=]
— —2,9
—307 § 1. Mérési sorozat
21 @ 2. Mérési sorozat
- @ 3. Mérési sorozat

T T T T T

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

2. abra. A mért maximaélis szogkitérés logaritmusa abrazolva a damilhossz logaritmusanak fligg-
vényében mindegyik mérési sorozat esetén. A satirozott lo-sav jeloli az illesztés bizonytalansa-
gat.

Az illesztésbol meghatarozhaté a meredekség, ez lathato a 2. tablazatban. A meredekség hibajat
mi numerikusan az illesztésbol becstiltiik; a versenyzoktol a két ,,még éppen illeszked6 egyenes”
illesztése volt elvart, ezek meredekségével becstilhetjiik a hibat.

a | Axa
1. mérés | 0,66 | 0,09
2. mérés | 0,84 | 0,05
3. mérés | 0,86 | 0,08

2. tdblazat. A kiilonbozé méréssorozatokra illesztett o értékek és hibaik.
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A harom mérési sorozatot sulyozott atlagabdl kapjuk a végeredménytinket:

a=(0,81+0,04)]. (14)

Ez hibahataron beliil egyezik az elméleti varakozasunkkal, j6 volt tehat a modelliink. Az illesz-
tésekbdl a fiiggoleges tengelymetszet is meghatarozhato, ez jol lathatéan eltér a harom mérési
sorozat esetén. Mivel ez fligg a kezdeti szogamplitudotol, igy nem meglepo a kapott eredmény.
Az is lathatd, hogy a tengelymetszet nem zérus, ez is egyezik a varakozasainkkal.
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Kifejtds fordulé

Mérési

- . |Ossz
Hely Csapatnév Tagok Evf. Iskola Felkészité tanarok | 1. | 2. | 3. | 4. | 5. | = |fordulo
Vojcsik Liliom 12. Bir6 Istvan. P&l Mihal
1. Malinko Dioméd 12. Féldes Ferenc Gimnazium; Miskolc ro Istvan, Fal Minaly, | - 144 | g 12 | 41 26 67
. . e Kovacs Benedek
Hornyak Zalan Zétény 1.
Szabo Andras 1. H i Aniko. Vord
2. Dormientes Dur&ovi¢ Adam 12. Selye Janos Gimnazium; Komarom eveTA niko, Voros -t 441 [ 7 1 9 (12| 40 25 65
;- . arianna
Klenko Eva Borbala 1.
Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld
Altalanos Iskola és Gimnazium;
Budapest
Bana llona 1.
X Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo -
3. HAOE HPanhGBabor H Altalanos Iskola és Gimnazium: Zsigri Ferenc 9 |10 9 |1 |10 39 24 63
orvath Botond . Budapest
ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorlo
Gimnazium és Kollégium; Budapest
Szabd Andras 12.
4. Oldton Szilagyi Balazs 12. Féldes Ferenc Gimnazium; Miskolc Bir6 Istvan 81009 ]|12] 29 31 60
Hartai Boglarka 11.
Palatinszky Abel 12.
5. Team PP Gerlei Daniel 11. Varosmaijori Gimnazium; Budapest Palkovics Péter 1110|183 ]9 |31 28 59
Bibok Zséfia Erika 12.
Tasnadi Zsofia 12. Eétvés Jozsef Gimnazium és Kolléqium: )
6. razérosta Lazin Vince 19, | FONOS dozselBIMAcEIim €5 BOTEGHM: | szeidemannAkos | 9 | 0 | 7 | 5 |4 | 25| 32 | 57
. < ata
Szeidemann Abel 12.
Pozsonyi Mark 11. A . .
. g . A ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorlo I :
7. Apacazai fizikusai Serfoz_o Antal 1. Gimnazium és Kollégium; Budapest Szentivanszki Soma 9|16 |1|5]|4]25 30 55
Moravcsik Emese 11.
Ferencz Kevin 1. Békasmegyeri Veres Péter Gimnazium; Marsiczki Roland
8. CsomoéKup Jen' 'L|Ila Laura 11. Budapest ’ Csikés Viktoria 8|12 (1]2 |12 25 23 48
Tarjan Ferenc 12.
Galuska-Tomsits Adin | 12.
9. citromfa Bischoff Ervin Vilmos 12. Véarosmaijori Gimnazium; Budapest Palkovics Péter 4 1032|1221 21 42
Bubalik Néra 11.
Arpasi Sarolta 11. L , . o
. . ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorlo Szentivanszki Soma
10. Dr. Oetker Hegedus Mark 11. Gimnézium és Kollégium; Budapest JAnos 31901 13 26 39
Parditka Farkas Lel 11.
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Kifejtés fordulé Mérési 8
. . |Ossz
Hely Csapatnév Tagok Evf. Iskola Felkészito tanarok | 1. | 2. |3. [ 4. | 5. | = |forduld
. _ Y Schramek Aniko,
Erdélyi Dominik 12. 1 5 dapest V. Kertlofi EOnGs Jozsef Gimnézium; | MArton, Csska Peter,
1. A kos Téth Kolos Barnabas 12. P : Budapest ’ Bencz Benedek, 12(1219 |7 |9 | 49 31 80
Pazmandi Jozsef Aron 10. Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Szentgyorgyl Adam,
PG Skaper Zsigmond,
Iskola és Gimnazium; Budapest
Elekes Dorottya
Szilvas buktat, mert Papp Emese Petra 1. ELTE Apéaczai Csere Janos Gyakorlo Basa Istvan, Desk
2. azt szerete’m Hetényi Lérinc 1. Gimnazium és Kollégium; Budapest Marta, Gyertyan Attila, | 6 |10 |10 |10 | 8 | 44 32 76
Takach Maté 12. gium; P Szentivanszki Soma
Budapest-Fasori Evangélikus Gimnazium;
. Budapest
Elekes Panni 1. i o L . . ;
3. | Petit Napoleon Vincze-Pal Andras | 12, | Budapest-Fasori Evangélikus Gimnazium; | Izsa Eva, Mike Péter, g 5| 1 | g | 4 |75|30 | 32 | 62
Zadori Gellé 12 Budapest Racz lldiko
adori Gellert - | Szegedi Radnati Miklos Kisérleti Gimnazium;
Szeged
Tajta Sara
o i 12. . - Ry Csefké Zoltan, Dr. Nagy
4. | Gigamegapingvinek s Ci',”?(k Mar‘cpn i 12. Budapelsstll(cljlzzgskaGsi%Ar:giliﬁncq%}/gtzgoeASI:aIanos Piroska Maria, Abram |13 [ 1 [ 7 [ 7 | 3 | 31 28 59
Zabo-Komoroczki 1. ; P LaszIo, Schramek Aniké
Csenge
Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos
. . Iskola és Gimnazium; Budapest
5 Fénix Zé’é‘;re“{wgftizagszaﬁt 1% Budapesti Fazekas Minaly Gyakorio Altalanos | Schramek Aniko, Torsk | 1+ | | o | 3 | g |32 | 25 | 57
’ . . . ) Iskola és Gimnazium; Budapest Laszlo
Mondovics Gabor Daniel | 11. i

ELTE Radndéti Miklos Gyakorlo Altalanos Iskola
és Gyakorlé Gimnazium; Budapest
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