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1. Aprajafalvan futéversenyt rendeztek a térpok. A versenyen Torpilla, Torpliliom, Térpvirag, Dulifuli, Okoska
és Ugyi vett részt. A verseny végén minden torp mondott egy allitast:

" Torpilla: Kozvetleniil utanam Okoska vagy Ugyi érkezett be, valamint Dulifuli és kdztem pontosan harom
torp végzett.

Torpliliom: Toérpvirag, Dulifuli és Okoska is el®ttem ért be.

Torpvirag: 5. lettem.

" Dulifuli: Nem szeretek dobogon végezni és nem is kerlltem oda.

" Okoska: Nem Dulifuli és nem Ugyi ért be kozvetleniil utanam.

"~ Ugyi: 2. lettem és a dobogon Torpilla és Okoska szerepelt velem egyiitt.

Milyen sorrendben végzett a hat toérp, ha pontosan az egyikik tévedett, a tébbiek igazat mondtak, valamint nem
tortént holtverseny?

2. Adott 2026 négyzet egy sorban. Mutassatok meg, hogy akarhogyan irunk relacios jeleket (<, vagy >) a

szam kertljon, minden szamot egyszer hasznaljunk és teljesiljenek a relaciok!
Az abran lathat6 egy példa 6t négyzetre valamilyen relacios jelekkel, és egy helyes kitoltéssel az 1; 2; 3;4; 5 szamokkal.

4 |>|2|>|1|<|5|>]3

3. Merlinnek van sok ires doboza egymas mellett. Arthur beletesz az els® dobozba valahany kavicsot, majd
megad egy 1-nél nagyobb k egész szamot. Ezutan Merlin a masodik dobozba annyi kavicsot tesz, amennyi az els®
dobozban 1év® kavicsok szaménak k-szorosa. Merlin ezt ismételgetve minden dobozba az eggyel korabbi dobozban
lév® kavicsok szamanak k-szorosat teszi. Ha a bekerul® kavicsok szamanak nem lenne kéz6s szamjegye az el®z®
dobozban Iév®k szamaval, akkor azt mar nem teszi bele és abbahagyja a kavicspakolgatast. Ha valamelyik dobozba
1000-nél tébb kavics keriilne, akkor azt mar nem teszi bele és szintén abbahagyja. Végil Merlin annyi aranyat ad
Arthurnak, ahany dobozban van kavics. Legfeljebb hany aranyat szerezhet Arthur?

Példaul, ha Arthur az els® dobozba 23 kavicsot tesz és a 4-es szamot adja meg, akkor a masodik dobozba 92 darab
kerul, mert a 23-nak és a 92-nak van kdzos szamjegye. Viszont a harmadikba egy sem kerul, mert a 92 4 = 368-nak
nincs kozos szamjegye a 92-vel. Ebben az esetben tehat Arthur kett® aranyat szerez.

4. Az ABCD rombuszban az oldalak hossza 1 hobbitlab, illetve BCD” = 150 . Legyen az AC és BD atlék
metszéspontja E, tovabba a BC oldal felez®pontja F. Legyen az E-b®l AB-re allitott mer®leges AB-vel vett
metszéspontja G, az AB oldal felez®pontja pedig H.

a) Mekkora az EH szakasz hossza?

b) Mekkora az F G szakasz hossza?

5. Felirtunk a tablara harom darab 1-es szamot. Egy lépésben kivalasztunk két szamot, majd az egyiket letoroljuk,
és helyére a két kivalasztott szadm Osszegét vagy kilénbségét irjuk. Tehat ha az a és b szamokat valasztottuk ki,
akkor a-t vagy b-t letoroljuk, a helyére pedig a+ b vagy ja bj kerdl. llyen 1épéseket végezve:

a) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam az 53, 2026, 2036 legyen?

b) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam a 0, 0, 0 legyen?

c) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam a 42, 91, 112 legyen?

6. Jaték: A jatékvezet® szétoszt 3 mez®re 6sszesen legfeljebb 20, de paros szamu korongot. Két jatékos felvéltva
Iép, egy lépésben a soron kovetkez® jatékos kivalaszt két mez®t, melyek egyike sem Ures, és elvesz réluk 1-1
korongot. Az a jatékos veszit, aki nem tud Iépni.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezd®allas ismeretében,
hogy a kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek bajni.

Mindegyik megoldast kilon lapra irjatok, amelyen szerepeljen a csapat neve, kategoriaja, és a feladat sorszama. Mindegyik
feladat olvashatd és megfelel®en indokolt megoldasa 12 pontot ér. Feladatonként legfeljebb 2 extra pont is szerezhet® lénye-
gesen kilonboz® masodik megoldassal vagy altalanositassal.

A feladatok megoldasara 180 perc all rendelkezésetekre. J6 versenyzést kivannak:

a XIX. Durer Verseny szervez®i



1. Merlinnek van sok ures doboza egymas mellett. Arthur beletesz az els® dobozba valahany kavicsot,
majd megad egy 1-nél nagyobb k egész szamot. Ezutan Merlin a masodik dobozba annyi kavicsot tesz,
amennyi az els® dobozban lév® kavicsok szamanak k-szorosa. Merlin ezt ismételgetve minden dobozba az
eggyel korabbi dobozban |év® kavicsok szamanak k-szorosét teszi. Ha a bekerll® kavicsok szamanak nem
lenne kdzos szamjegye az el®z® dobozban Iév®k szamaval, akkor azt mar nem teszi bele és abbahagyja a
kavicspakolgatast. Ha valamelyik dobozba 1000-nél tobb kavics kerlilne, akkor azt mar nem teszi bele és
szintén abbahagyja. Végill Merlin annyi aranyat ad Arthurnak, ahany dobozban van kavics. Legfeljebb
hany aranyat szerezhet Arthur?

Példaul, ha Arthur az els® dobozba 23 kavicsot tesz és a 4-es szamot adja meg, akkor a masodik dobozba
92 darab keril, mert a 23-nak és a 92-nak van koz6s szamjegye. Viszont a harmadikba egy sem kerul,
mert a 92 4 = 368-nak nincs kbzds szamjegye a 92-vel. Ebben az esetben tehat Arthur kett® aranyat
szerez.

2. Felirtunk a tablara harom darab 1-es szamot. Egy lépésben kivalasztunk két szamot, majd az egyiket
letoréljuk, és helyére a két kivalasztott szam 6sszegét vagy kulénbségét irjuk. Tehat ha az a és b szdmokat
valasztottuk ki, akkor a-t vagy b-t letdroljik, a helyére pedig a + b vagy ja bj kerdl. llyen lépéseket
végezve:

a) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam az 53, 2026, 2036 legyen?

b) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szdm a 0, 0, O legyen?

c) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam a 42, 91, 112 legyen?

3. Bizonyitsatok be, hogy a 7-nek van olyan tébbszorése, amelyben a szdmjegyek 6sszege
a) pontosan 2,

b) pontosan 2028,

c) pontosan 2029.

4. Az ABCD rombuszban az oldalak hossza 1 hobbitlab, illetve BCD” = 150 . Legyen az AC és BD
atlék metszéspontja E, tovabba a BC oldal felez®pontja F. Legyen az E-b®| AB-re allitott mer®leges
AB-vel vett metszéspontja G, az AB oldal felez®pontja pedig H.

a) Mekkora az EH szakasz hossza?

b) Mekkora az FG szakasz hossza?

5. Legyen ay; a1; ap;: :: nemnegativ egész szamok egy végtelen hosszu sorozata. Tudjuk, hogy=a0, és
létezik olyan k, hogy a 6= k. Tovabba minden n; m nemnegativ egészre teljesil, hogynjaa mj osztja

jn mj-et, vagy pedig a , =an. Mi a lehet® legnagyobb szam, ami szerepelhet egy ilyen sorozatban?

Ha minden M egész szamra létezik olyan sorozat, amelyben szerepel M-nél nagyobb szam, akkor a valasz
végtelen.

6. Jaték: A jatékvezet® szétoszt egy kor mentén 6 mez®re 0sszesen legfeljebb 30, de paros szamu ko-
rongot. Két jatékos felvaltva Iép, egy Iépésben a soron kbvetkez® jatékos kivalaszt két szomszédos vagy
méasodszomszédos mez®t, melyek egyike sem Ures, és elvesz réluk 1-1 korongot. Az a jatékos veszit, aki
nem tud lépni.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezd®allas isme-
retében, hogy a kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek bajni.

Mindegyik megoldast kilon lapra irjatok, amelyen szerepeljen a csapat neve, kategorigja, és a feladat sorszama.
Mindegyik feladat olvashaté és megfelel®en indokolt megoldasa 12 pontot ér. Feladatonként legfeljebb 2 extra pont
is szerezhet® lényegesen kilénbdz® masodik megoldassal vagy altalanositassal.

A feladatok megoldaséra 180 perc all rendelkezésetekre. Jé versenyzést kivannak:

a XIX. Durer Verseny szervez®i



1. Bizonyitsatok be, hogy a 7-nek minden n > 1 egész szamra van olyan tébbszorése, amelyben
a szamjegyek 0sszege pontosan n.

2. Az ABCD rombuszban az oldalak hossza 1 hobbitlab, illetve BCD” = 150. Legyen az AC és
BD atlék metszéspontja E, tovabba a BC oldal felez®pontja F. Legyen az E-b®| AB-re allitott
mer®leges talppontja G. Mekkora az FG szakasz hossza?

3. Gabor vendégl®jében csak kétféle ételt tudnak késziteni, f®tt gri tojast és grillezett sarkany-
hust. Sajnos a vendégl® konyhdja kicsi, ezért minden nap pontosan az egyik ételb®I készitenek.
Gabor ugy szeretné meghatarozni jov®re az akcios napokat és az ételek sorrendjét, hogy az akcios
napokon is felvaltva legyen a két étel és a nem akcios napokon is. A beszéllitbnak az egzotikus
alapanyagok miatt mar most le kell adni az egész jov® évre, hogy melyik nap melyikb®I vigyenek
majd a vendégl®be. Hanyféleképp tud Gabor rendelést leadni a beszallitonak, hogy megvaldsit-
hassa a tervét jov®re, egy 365 napos évben?

Gabor vendégl®je az év minden napjan kinyit. Két megrendelést akkor tekintiink kilonbdz®nek, ha
van olyan nap, amelyre masféle alapanyagokat kér. A két ételt killonb6z® alapanyagokbol készitik.

4. Egy f : Z* 1 Z * fluggvényt varazslatosnak nevezink, ha minden n-re az n pozitiv 0szt6in
felvett fluggvényértékek O6sszege kett®hatvany. Hatarozzatok meg a legkisebb olyan k pozitiv

mindegyike legfeljebb k.
A Z* a pozitiv egész szamok halmazat jeloli. Az n pozitiv 0sztoi kozé beleértjik az 1-et és az n-et
is. Azon szamokat tekintjuk kett®hatvanyoknak, amik a 2 nemnegativ egész kitev®s hatvanyai.

5. Sauron a veégtelen egységnégyzetracsbol kitorolt néhany, akar végtelen sok racspontot ugy,
hogy barmely két kitorélt pont euklideszi tavolsaga legalabb d, ahol d egy rogzitett pozitiv szam.
Ezutan Gandalf be szeretné jarni a megmaradt racspontokat a racsvonalak mentén agy, hogy
mindig csak szomszédos megmaradt racspontra lép és mindegyiken pontosan egyszer jar. Esz-
revették, hogy Gandalf akdrhonnan is indulna, nem tudja a kivant médon bejarni a megmaradt
racspontokat. Hatarozzatok meg d dsszes lehetséges értekét, amelyre ez teljesulhet.

Két megmaradt racspont akkor szomszédos, ha a tavolsaguk 1.

6. Jaték: A jatékvezet® szétoszt egy kor mentén 6 mez®re dsszesen legfeljebb 30, de paros
szamu korongot. Két jatékos felvaltva 1ép, egy lIépésben a soron kovetkez® jatékos kivalaszt két
szomszédos vagy masodszomszédos mez®t, melyek egyike sem Ures, és elvesz roluk 1-1 korongot.
Az a jatékos veszit, aki nem tud lépni.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezd®allas
ismeretében, hogy a kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek bajni.

Mindegyik megoldast kilon lapra irjatok, amelyen szerepeljen a csapat neve, kategoérigja, és a feladat
sorszama. Mindegyik feladat olvashaté és megfelel®en indokolt megoldadsa 12 pontot ér. Feladatonként
legfeljebb 2 extra pont is szerezhet® |ényegesen kilénbdz® masodik megoldassal vagy altalanositassal.

A feladatok megoldasara 180 perc all rendelkezésetekre. JO versenyzést kivannak:

a XIX. Durer Verseny szervez®i



D
1.Egyf:Z*!Z * fuggvényt varazslatosnak nevezlnk, ha minden n-re ,, f(d) kett®hatvany.
Hatarozzatok meg a legkisebb olyan k pozitiv egészet, amelyre létezik olyan f varazslatos fligg-

A Z* a pozitiv egész szamok halmazat jeldli. Azon szamokat tekintjik kett®hatvanyoknak, amik a
2 nemnegativ egész kitev®s hatvanyai.

2. Sauron a végtelen egységnégyzetracsbol kitorolt néhany, akar végtelen sok racspontot ugy,
hogy barmely két kitorélt pont euklideszi tavolsaga legalabb d, ahol d egy rogzitett pozitiv szam.
Ezutan Gandalf be szeretné jarni a megmaradt racspontokat a racsvonalak mentén agy, hogy
mindig csak szomszédos megmaradt racspontra 1ép és mindegyiken pontosan egyszer jar. Esz-
revették, hogy Gandalf akarhonnan is indulna, nem tudja a kivant médon bejarni a megmaradt
racspontokat. Hatarozzatok meg d dsszes lehetséges értékét, amelyre ez teljesulhet.

Két megmaradt racspont akkor szomszédos, ha a tavolsaguk 1.

3. Az ABC haromsz6g magassagpontja legyen H, a BC oldal felez®pontja M. Legyen D olyan
pont a BC egyenesen, amelyre DH ? AM, valamint M tukoérképe B-re legyen E. Tovabba tegyik
fel, hogy BE Thalész-kérének és AHD koréirt korének létezik két metszéspontja, legyenek ezek
X és Y. Bizonyitsatok be, hogy X, Y és M egy egyenesre esnek.

4. Egy graf csucsait megszamozzuk a kdvetkez®képpen: minden csucsra egy olyan pozitiv egészet
irunk, ami legfeljebb a csucs fokszama. Egy véges, egyszery, osszefigg® grafot szépnek neveziink,
ha minden ilyen szdmozas mellett létezik a grafban olyan séta, amelynek a kezd®- és végpontja
tetsz®leges, valamint minden csucsban pontosan annyiszor jar, mint a csucson lév® szam. Legke-
vesebb hany éle lehet egy n > 1 cslcsu szép grafnak?

Egy grafséta soran a csucsokat és az éleket tébbszor is érinthetjik.

5. Legyen P (x) egy olyan polinom, melynek minden egyitthat6ja nemnegativ valés szam, tovabba
P (0) = 0. Tegyuk fel, hogy ha0 x 1, akkor P(2025x) 2025P(x). Legyenekx  1;:::;X2026
olyan valés szamok, melyek 6sszege nemnegativ. Bizonyitsatok be, hogy ha mindee feljesul,
hogy 2025 x ; 1, akkor

Xy + 1.+ X 2026 P(X1)+:::+P(X 2026)_
2026 2026

6. Jaték: A jaték kezdetén a jatékvezet® felir nyolc pozitiv egész szamot az els® szintre, és
megad egy k pozitiv egész szamot, ami nem nagyobb a nyolc szam 6sszegénél. Egy Iépésben a
soron kovetkez® jatékos letdrol két szamot ugyanarrdl a szintr®l és az 6sszegliket az eggyel nagyobb
sorszamu szintre irja. Az a jatékos nyer, aki el®sz0or ir olyan szamot, ami legalabb k.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a nyolc szam
és k ismeretében, hogy a kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek bajni.

Mindegyik megoldast kilon lapra irjatok, amelyen szerepeljen a csapat neve, kategoérigja, és a feladat
sorszama. Mindegyik feladat olvashaté és megfelel®en indokolt megoldadsa 12 pontot ér. Feladatonként
legfeljebb 2 extra pont is szerezhet® |ényegesen kilénbdz® masodik megoldassal vagy altalanositassal.
A feladatok megoldasara 180 perc all rendelkezésetekre. JO versenyzést kivannak:

a XIX. Durer Verseny szervez®i



C1l. Aprajafalvan futoversenyt rendeztek a torpok. A versenyen Torpilla, Torpliliom, Torpvirag, Dulifuli, Okoska és
Ugyi vett részt. A verseny végén minden térp mondott egy allitast:

Torpilla: Kozvetlenil utanam Okoska vagy Ugyi érkezett be, valamint Dulifuli és kztem pontosan harom torp
végzett.

Torpliliom: Toérpvirag, Dulifuli és Okoska is el®ttem ért be.
Torpvirag: 5. lettem.
Dulifuli: Nem szeretek dobogén végezni és nem is keriiltem oda.

Okoska: Nem Dulifuli és nem Ugyi ért be kozvetleniil utanam.
"~ Ugyi: 2. lettem és a dobogon Torpilla és Okoska szerepelt velem egyiitt.
Milyen sorrendben végzett a hat térp, ha pontosan az egyikik tévedett, a tdbbiek igazat mondtak, valamint nem tortént
holtverseny?
1. megoldas:

Prébaljuk végig mind a hat esetet, aszerint hogy melyik torp tévedett.
1. eset: Torpilla tévedett, akkor mindenki mas igazat mondott. Torpvirag 5:, Torpliliom mdgotte
végzett (6:), Dulifuli nem dobog0s, ezért 4: lett. Ugyi allitasanak masodik fele ekkor mar teljesiil,
valamint ® a 2: helyezett. Azonban ha Okoska az 1:, akkor Ugyi, ha Okoska a 3:, akkor Dulifuli ért be
kozvetlenll utana, tehat Okoskanak is tévednie kellett, ami ellentmondas.
2. eset: Torpliliom tévedett. Az el®z® gondolatmenethez hasonldéan: Torpvirag 5:, Ugyi 2: és mivel
Okoska dobogds, de nem lehet Ugyi mégotte, igy Okoska a 3:, Torpilla az 1: Mivel az allitasa igaz, igy
Dulifuli 5:, de ott Torpvirdg végzett és nincsen holtverseny. Ismét ellentmondast kaptunk.
3. eset: Torpvirag tévedett. igy a 2: eset gondolatmenete szerint Torpilla 1:, Ugyi 2:, Okoska 3:, Duli-
fuli 5: (ezzel az ® allitasa teljestil is). Torpliliom és Torpvirag rendre 6: illetve 4:, mert Torpliliomnak
Torpvirag mogott kellett végeznie. Ekkor minden éllitas teljesil, kivéve Torpvirdgé, tehat ez egy jo
megoldas.
4. eset: Dulifuli tévedett. Mivel Ugyi, Torpilla és Okoska is igazat mond, igy Torpilla 1:, Ugyi 2:,
Okoska 3: és Dulifuli 5:, de akkor Torpvirag is tévedett, ami ellentmondas.
5. eset: Okoska tévedett. Ugyi és Torpilla igazat mondott, ezért Ugyi 2:. Torpilla nem lehet 3:, mert
akkor nem Ugyi vagy Okoska lenne mogotte, tehat ® az 1:, és igy Okoska csak 3: lehet Ugyi allitasa
miatt. Torpilla valasza miatt Dulifuli 5:, de akkor Térpviraggal (itkdzik megint, ami nem lehet.
6. eset: Ugyi tévedett. Az 1: esethez hasonl6an Torpvirag 5:, Torpliliom 6: (mert mogotte végzett),
Dulifuli 4: (mert nem dobogds). De ekkor Torpilla és Dulifuli kdzt 3 torp végzett, tehat Torpilla O:
helyezett lenne, és az nem lehet.
Mind a hat esetet megvizsgaltuk és csak a 3: eset lehetséges. A j6 sorrend: 1: Torpilla, 2: Ugyi, 3:
Okoska, 4: Torpvirag, 5: Dulifuli, 6: Torpliliom.

2. megoldas:

Tegyiik fel, hogy Torpilla, Ugyi és Torpvirag is igazat mondott. Ugyi allitasa miatt ® a 2:, Torpilla
és Okoska pedig szintén dobogosok. Torpilla nem lehet 3:, mert akkor nem Ugyi vagy Okoska végzett
volna mogotte, igy Torpilla nyert. Az allitAsa masik része miatt Dulifuli 5: lett, ez azonban ellentmond
Torpvirag allitAsanak. Tehat a harom torp kozott kell lennie annak, aki tévedett. A masik harom
esetben az el®z® megoldashoz hasonldan jarhatunk el.

C2. Adott 2026 négyzet egy sorban. Mutassatok meg, hogy akarhogyan irunk relacids jeleket (<, vagy >) a négyzetek
kdzé, mindig ki lehet tolteni a négyzeteket az 1;2;:::;2026 szadmokkal ugy, hogy minden négyzetbe egy szam kerdiljon,
minden szamot egyszer hasznaljunk és teljesiljenek a relaciok!

Az abran lathat6 egy példa 6t négyzetre valamilyen reléacios jelekkel, és egy helyes kitoltéssel az 1;2;3;4;5 szdmokkal.

4 |> |2 |>|1|<|5|>]3




1. megoldas: Induljunk a bal széls® négyzet fel®l és sorrendben irjunk mindig egy szadmot az éppen
kovetkez® négyzetbe. EI®szdr nézziikk meg, hogy az els® relaciés jel mit mutat: ha az els® négyzet nagy-
obb, mint a masodik, akkor irjuk be az els® négyzetbe a 2026-ot, ha viszont kisebb, akkor az 1-et. igy
az el®bbi esetben megmaradnak még a szamok 1-t®l 2025-ig, a masodik esetben pedig 2-t®| 2026-ig.
Innent®l kezdve ezt a Iépést ismételve haladunk a soron kévetkez® négyzetre: ha az adott négyzet nagy-
obb az ®t kdvet® négyzetnél, akkor a megmaradt szamok kozll a legnagyobbat irjuk bele, ha kisebb
az ®t kovet®nél, akkor pedig a megmaradt szamok kozul a legkisebbet. Ezzel a modszerrel ki tudjuk
tolteni 1-t®| 2026-ig a szdmokkal a négyzeteket. Most még megmutatjuk, hogy ez a kitdltés tényleg
megfelel a relacids jeleknek. Az els® relacids jel teljesiil biztosan, hiszen barmi is all t®le jobbra, a 2026
nagyobb az 6sszes tobbi szamnal, a masik esetben pedig az 1 kisebb az dsszes tdbbi szdmnal. Hasonlbéan
a masodik relacios jel is teljesil, mert ha a masodik négyzet kisebb a harmadiknal, akkor oda irtuk a
megmaradt szamok legkisebbjét, ha pedig nagyobb, akkor a legnagyobbijat irtuk bele. Ehhez hasonl6
indoklas minden relaciés jelre fog m{kddni, hiszen minden pillanatban az éppen beirt szam az vagy
nagyobb minden megmaradt szamnal, vagy kisebb minden megmaradt szamnal (attol figg®en hogy az
el®z®nél kisebb vagy nagyobb volt az aktudlis szam). Vagyis tényleg minden pillanatban folytathat6
helyesen az eljarasunk, vagyis helyes kitoltést kapunk.

2. megoldas: El®szoér toltsik ki a négyzeteket tetsz®leges kiulonb6z® valés szamokkal, nem gyelve
arra, hogy egészek legyenek. A bal széls® négyzetbe irjuk be az 1-et, majd az ezt kévet® relacié alapjan
irjunk a masodik négyzetbe egy ennél kisebb vagy nagyobb valos szamot. Ezutéan a masodik relécios jel
alapjan irunk a harmadik négyzetbe egy Ujabb szamot, csupan arra gyelve, hogy a relacios jel stim-
meljen és ne egy korabban hasznalt szamot irjunk be. Ezt megtehetjik, mert barmely két valdés szam
kozott végtelen sok valds szam van, ezek kozil tetsz®legesen tudunk valasztani egy megfelel®t. Miutan
kitoltottik a 2026 négyzetet, a relaciods jelek mind teljesilnek. Végll minden négyzetbe irjuk bele,
hogy az odairt valés szam a hasznalt 2026 valés szam kozil hanyadik legkisebb. Mivel killonb6z®ek a
beirt szamok, ezért igy 1-t® 2026-ig irjuk be a szamokat a sorrendjik szerint. Tovabba a relaciok is
mind teljesiiinek, hiszen a valdés szamokra teljestiltek és a szamok egymashoz viszonyitott sorrendje a
két esetben azonos. Ezzel megadtunk egy kitoltést, akarhogyan is irtuk a relacios jeleket.

3. megoldas: Bizonyitsunk teljes indukciéval tetsz®leges szamul négyzet esetére! Ha csak egy négyzet
lenne, akkor ebbe beirjuk az 1-est és készen vagyunk, mivel nincsen egy relaciés jel sem. Ha kett®
négyzet van a sorban, akkor a kdztik 1év® relacios jelnek megfelel®en be tudjuk irni az 1-et és a 2-t Ugy,
hogy az teljesuiljon. Most tegyiik fel, hogy k darab négyzet esetén mar belattuk az allitast, azaz ekkor
be tudjuk irni az 1;2;::;k szamokat megfelel®en k egyméas melletti négyzetbe. Most megmutatjuk,
hogy ekkor k + 1 négyzet esetén is ki tudjuk télteni a négyzeteket. Ha az els® négyzet nagyobb, mint a
masodik, akkor beleirjuk k + 1-et az els® négyzetbe. Ekkor a maradék k darab négyzetbe az 1;2;:::;k
szamokat kell beirnunk, amit megtehetiink a feltevésiink szerint a relacids jelek teljestlésével. Ha pedig
az els® négyzet kisebb, mint a masodik, akkor beleirjuk az 1-et az els® négyzetbe. igy a maradék k darab
négyzetbe a 2;3;:::;k; k + 1 szamokat kell beirnunk, amit szintén megtehetiink a feltevésiink szerint

a relacios jelek teljesiilésével, hiszen beirjuk az 1;2;:::;;k 1; k szamokat megfelel®en és mindegyikhez
hozzdadunk 1-et. Ezzel belattuk az allitast teljes indukciéval: 2026 négyzet is kitdlthet® a relacios
jeleknek megfelel®en. (Megjegyzés: ez a megoldas ugyanazt a kitoltést adja, mint az els®.)

C3. Merlinnek van sok iires doboza egymas mellett. Arthur beletesz az els® dobozba valahany kavicsot, majd megad
egy 1-nél nagyobb k egész szamot. Ezutan Merlin a masodik dobozba annyi kavicsot tesz, amennyi az els® dobozban 1év®
kavicsok szamanak k-szorosa. Merlin ezt ismételgetve minden dobozba az eggyel korabbi dobozban 1év® kavicsok szamanak
k-szorosét teszi. Ha a bekeril® kavicsok szamanak nem lenne kdz0s szdmjegye az el®z® dobozban Iév®k szadmaval, akkor
azt mar nem teszi bele és abbahagyja a kavicspakolgatast. Ha valamelyik dobozba 1000-nél tébb kavics keriilne, akkor



azt mar nem teszi bele és szintén abbahagyja. Végil Merlin annyi aranyat ad Arthurnak, ahany dobozban van kavics.
Legfeljebb hany aranyat szerezhet Arthur?

Példaul, ha Arthur az els® dobozba 23 kavicsot tesz és a 4-es szdmot adja meg, akkor a masodik dobozba 92 darab
kertil, mert a 23-nak és a 92-nak van kézés szamjegye. Viszont a harmadikba egy sem kertl, mert a 92 4 = 368-nak nincs
kdzds szamjegye a 92-vel. Ebben az esetben tehat Arthur kett® aranyat szerez.

1. megoldas: Arthur legfeljebb 7 aranyat szerezhet. Erre egy j6 példa, ha az els® dobozba 10 aranyat
tesz, és k értékét 2-nek valasztja. Ekkor a dobozokba rendre 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 kerll, a
nyolcadikba pedig meg mar a 2 640 = 1280 > 1000 nem kertil be.

Bebizonyitjuk, hogy 7-nél tdbb aranyat nem tud szerezni. Tegyuk fel, hogy mégis tud, és még a
nyolcadik dobozba is kertl kavics. Jeldlje a az els® dobozba rakott kavicsok szamat. Ekkor a nyol-
cadik dobozba aK kavics keriil, amir®I tudjuk, hogy legfeljebb 1000. Ekkor az nem lehetséges, hogy
k > 2, mert ekkor ak’ 3 7 > 1000 lenne. igy k = 2, és a nyolcadik dobozba 128a kavics keriilt. Itt
128a 1000, igy a 7. Viszont barmely pozitiv egyjegyf szamot 2-vel megszorozva olyan szamot ka-
punk, ami nem rendelkezik kbzds jeggyel az eredeti egyjegyf szammal, igy mar a masodik dobozba sem
keruilnének kavicsok, ez ellentmondas. igy a bizonyitassal készen vagyunk, valéban 7 arany a maximum.

2. megoldas: Vezessiunk be egy p ismeretlent, ami az Arthur altal az els® dobozba rakott kavicsok
szamat jeldlje. Tudjuk, hogy Arthur altal megadott k egész szamra a kidvetkez® feltétel teljesul: k 2.
Jeloljiik el Merlin dobozainak szamat n-nel, ekkor Merlin utolsé dobozaban a kavicsok szama: p"k .

Erre a feladat szovege szerint a kovetkez® feltételnek kell teljesiilnie: p"%  1000. p minimélis

értéke esetén (p = 1) vizsgajuk meg kis k értékekre milyen hatarfeltételt szab meg az dsszefiiggésiink n
értékére: Hak=2!n 10,hak=3!n 7,hak=4!n 5. Meg gyelhet®, hogy k értékének

novelésével n feltétele cstkken. Mivel azt szeretnénk elérni, hogy minél tdbb doboza legyen Merlinnek,
ezert vizsgaljuk meg, hogy tudunk-e k = 2 esetén legalabb 7 dobozba kavicsot helyezni. Ahhoz, hogy

az egymast kovet® dobozokban Iév® kavicsok szamanak legyen kézds szamjegye, a legegyszerbb, ha
az els® dobozban a kavicsok szama 0-ra vegz®dik, igy az 6sszes tdbbi dobozban is a kavicsok szamanak
utolsé szamijegye 0 lesz. Mivel azt szeretnénk, hogy minél tdbb dobozba keriiljén kavics, igy optimalis
esetben 10 kavicsot rak Arthur az els® dobozba. Ekkor 7 dobozba keriilhet kavics (utolsé dobozba 640
kavics kertl), ahhoz hogy egyik dobozban |év® kavicsok szdma se haladja meg az 1000-t. Tudtunk 7
dobozra konstrukciét mutatni, igy k > 2-vel mar nem kell foglalkozni. Kérdés mar csak az, hogy lehet-e

8 dobozba kavicsokat rakni. Ehhez az kell, hogy az els® dobozba helyezett kavicsok szamat cstkkentsik.
Ekkor egyjegy" lesz az els® dobozba helyezett kavicsok szama, azonban nincs olyan egyjegyy szam,
amelynek lenne azonos jegye a kétszeresével a O kivételével, de 0 kavicsot nem helyezhetek az els®
dobozba. Tehat Arthur legfeljebb 7 aranyat szerezhet.

C4. Az ABCD rombuszban az oldalak hossza 1 hobbitlab, illetve BCD* = 150 . Legyen az AC és BD atlok
metszéspontja E, tovabba a BC oldal felez®pontja F. Legyen az E-b®I AB-re allitott mer®leges AB-vel vett metszéspontja
G, az AB oldal felez®pontja pedig H.
a) Mekkora az EH szakasz hossza?
b) Mekkora az F G szakasz hossza?
Megoldas: Mivel E az atlok metszéspontja, ezért E felezi az AC szakaszt. Tudjuk tovabba, hogy F
felezi BC-t, igy EF kdzépvonal ABC-ben. Tudjuk tovabba, hogy EG mer®leges AB-re, ezért EF-re
is. Vagyis EGF egy derékszogf haromszdg, amelyben az E-nél van a derékszég. A feladat (b) része,
hogy mekkora a GF szakasz hossza. Ezt Pitagorasz-tétel segitségével fogjuk kiszdmolni, amihez el®szo6r
az EF, majd az EG befog6 hosszat szamoljuk ki. Az utébbihoz az EH szakasz hosszat is kiszamoljuk,
ami a feladat (a) kérdése.

Lattuk mér, hogy EF kbzépvonal ABC-ben, vagyis EE = & = 1. Viszont AB a rombusz egy
oldala, vagyis AB = 1, amib®I azt kapjuk, hogy EF = 3.

Ezutan ratériink EG kiszamolaséara, amihez el®szoér az EH szakasz hosszat szamoljuk Kki.



a) Mivel ABCD egy rombusz, ezért az atléi mer®legesek egymasra, vagyis AED” = 90. Ebb®I
kévetkezik, hogy E rajta van AB Thalész-kérén, vagyis HE = HA=HB = %28 = 1. Ezzel a feladat
els® részével meg is vagyunk.

b) Ezutan folytassuk a megoldast, EG kiszamolaséaval. Tudjuk, hogy BCD”" = 150 , amib®I
kovetkezik, hogy ABC* = HBC” = 30 . Viszont azt is tudjuk, hogy egy rombuszban az atlo felezi
a csucsnal l1év® szdget, ami esetiinkben azt jelenti, hogy az EB egyenes felezi az ABC szdget. Vagyis
ABE”N=HBE” =15 . Lattuk viszont mar, hogy HB = HE, vagyis BEH egy egyenl®szaru harom-
szdg, amib® BEH” = 15 . Ebb®I ki tudjuk szamolni a GHE” nagysagat, hiszen ez a BEH haromszdg
H-beli kils® szdge, igy GHE® = HBE” + BEH” = 15 +15 = 30 . Tudjuk tovabba, hogy EG
mer®leges AB-re, azaz EGH\ =90 , ami azt jelenti hogy EGH egy szabélyos haromszdg fele (tgy-

nevezett félszabalyos haromszég), vagyis EG & = = % = %
Végul csak az maradt hatra, hogy a Pdtagorasz -tételt zakalmazzuk az EGF haromszogre: EGr
EF2=FG?2, amibe behelyettesitte FG= 1%+ 1 %=1+ 1= _5 hopbitlab.
G A

C5. Felirtunk a tablara harom darab 1-es szamot. Egy lépésben kivalasztunk két szamot, majd az egyiket letoréljik,
és helyére a két kivalasztott szam 6sszegét vagy kilonbségét irjuk. Tehat ha az a és b szamokat valasztottuk ki, akkor
a-t vagy b-t letdroljuk, a helyére pedig a+b vagy ja bj kerul. llyen l1épéseket végezve:

a) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam az 53, 2026, 2036 legyen?

b) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam a 0, 0, O legyen?

c) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam a 42, 91, 112 legyen?

Megoldas: A megengedett Iépések igy is megfogalmazhatok:
" amikor a és b helyére a + b és b kerlil, akkor a-hoz hozzaadtuk b-t,

~ amikor a és b helyére ja bj és b kerll, akkor a-bél kivontuk b-t (melyet a feladat szévege szerint
ugy kell érteni, hogy ha negativ lesz az eredmény, akkor annak az abszolutértékét vesszik).

Vegyik észre, hogy amig van a tdblan legaldbb egy darab 1-es, addig a méasik két szdmhoz akarhany-
szor hozzaadhatunk 1-et. igy a kezd®allapotbdl indulva és egy 1-est megtartva a masik két szam értékét
tetsz®leges természetes szamokra beallithatjuk.

a) lgen, elérhet®. Megadunk egy lehetséges Iépéssorozatot:
~ A fent emlitett modszerrel el®szor elérjik, hogy a tablan az 1, 3, 2026 szamok szerepeljenek.
" Az l-eshez hozzaadjuk 3-szor a 3-ast, igy az 1-es helyett 10-est kapunk.
~ A 3-ashoz hozzaadjuk 5-szor a 10-est, igy a 3-as helyett 53-ast kapunk.
~ Végll a 10-hez hozzaadjuk a 2026-ot, igy megkapjuk a 2036-0t.



Ezzel tehat megkaptuk a kivant hdrom szamot a tablan.

b) Nem lehetséges. Gondolkodjunk visszafelé. Egy lépésben a tablan 1év® szamok kozul maximum
egy darab valtozhat meg. Tehat, ahhoz, hogy mindharom szam 0 legyen, az utolsé lépés el®tt vagy
harom 0-nak kellett lennie a tablan, vagy két 0-nak és egy 0-t6l kilénb6z® szdmnak.

" Abban az esetben, ha a tdblan harom 0 volt az utolsé lépés el®tt, akkor az utolsd lépésben

semmi sem tortént a szamokkal, igy haladjunk egy Ujabb |épést visszafelé, a gondolatmenetet
megismeételve.

" Abban az esetben, ha két 0 és egy 0-tél killénb6z® szam volt a tdblan az utolso Iépés el®tt, akkor
ezekb®I egy lépéssel kellett elérniink a csupa 0 helyzetet. Ehhez a 0-t6l kilénb6z® szamnak a
m{veletben részt vev® két szam kozott kellett lennie. A masik szadm egy 0 volt, azonban egy
nemnulla szamhoz 0-t hozzdadva vagy kivonva a szam nem valtozik meg, ez ellentmondas.

igy az valéban nem érhet® el a kezd®allapotbdl, hogy harom 0 legyen a tablan.

¢) Vegyuk észre, hogy a 42, a 91 és a 112 mind oszthatok 7-tel, a kiindulé allapotban viszont egyik
szam sem. Itt is gondolkodjunk visszafelé. Ahhoz, hogy harom 7-tel oszthaté szamot kapjunk, az utolsé

Iépés el®tt vagy szintén harom darab 7-tel oszthaté szamunk volt, vagy pedig két 7-tel oszthaté és egy
7-tel nem oszthato.

~ Abban az esetben, ha a tablan harom 7-tel oszthatd6 szam volt az utolsé |épés el®tt, akkor
ugyanabban a szituacidban vagyunk, mint a folyamat végén, és a kezd®allapotot nem értik

el (mert abban 7-tel nem oszthaté szadmok vannak). Haladjunk egy Ujabb lépést visszafelé, a
gondolatmenetet megismételve.

Abban az esetben, ha két 7-tel oszthaté szam és egy 7-tel nem oszthaté szam volt a tablan
az utolso lépés el®tt, akkor ezekb®I egy Iépéssel el kellett tudnunk érni a csupa 7-tel oszthato
helyzetet. Ehhez a 7-tel nem oszthaté szamnak a m{veletben részt vev® két szam kozott kellett
lennie, a masik szam pedig egy 7-tel oszthaté volt. Am egy 7-tel nem oszthaté szamhoz hozzaadva

vagy abbdl kivonva egy 7-tel oszthaté szamot, a kapott szam 7-tel tovabbra sem lesz oszthaté,
ez ellentmondas.

igy valéban nem lehet elérni a kezd®allapotbdl azt sem, hogy a tablan 1év® harom szam a 42, 91 és
112 legyen.
Erdekesség: Az euklideszi algoritmus hasznalataval barmilyen olyan szamharmas elérhet® a megadott

Iépésekkel, melyben a harom szam legnagyobb k6z6s osztéja megegyezik a kiindul6 harom szam leg-
nagyobb k6z6s osztdjaval.

C6. Jaték: A jatékvezet® szétoszt 3 mez®re dsszesen legfeliebb 20, de paros szami korongot. Két jatékos felvaltva

Iép, egy Iépésben a soron kévetkez® jatékos kivalaszt két mez®t, melyek egyike sem Ures, és elvesz réluk 1-1 korongot. Az
a jatékos veszit, aki nem tud Iépni.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezd®allas ismeretében, hogy a
kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek buijni.

Megoldas: Vegylk észre, hogy minden lépés utan paros sok korong marad a palyan. Ezért a mez®kon
lév® korongok szaménak paritasa kétféle lehet:

(@) vagy minden mez®n paros szamu korong van,

(b) vagy egy mez®n péros és két mez®n péaratlan szdmu korong van.



Azt allitjuk, hogy a soron kovetkez® jatékos akkor tud nyerni, ha éppen (b) tipusu allapotban
vagyunk. Ugyanis ekkor a két paratlan mez®r®I| egy-egy korongot elvéve mindharom mez®n péaros sok
korong marad, igy az (a) tipusu allapotba kertlink. Ekkor az ellenfeltink vagy veszitett (mert minden
korong elfogyott a palyardl, vagy csak egy kupacban maradt korong és a masik kett® elfogyott), vagy
pedig két mez®r®| egy-egy korongot elvéve, egy paros és két paratlan mez®t hagy nekink, igy Gjra
visszakapunk egy (b) tipusu allapotot.

igy ha a kezd®allas (a) tipusu, akkor masodikként, ha (b) tipust, akkor pedig kezd®ként érdemes
jatszanunk, és minden lépésben (a) tipusi azaz csupa paros allapotot hagyunk az ellenfélnek.



D1. Merlinnek van sok iires doboza egymas mellett. Arthur beletesz az els® dobozba valahany kavicsot, majd megad
egy 1-nél nagyobb k egész szamot. Ezutan Merlin a masodik dobozba annyi kavicsot tesz, amennyi az els® dobozban [év®
kavicsok szdménak k-szorosa. Merlin ezt ismételgetve minden dobozba az eggyel korabbi dobozban 1év® kavicsok szdménak
k-szorosét teszi. Ha a bekertl® kavicsok szamanak nem lenne kézés szamjegye az el®z® dobozban Iév®k szamaval, akkor
azt mar nem teszi bele és abbahagyja a kavicspakolgatast. Ha valamelyik dobozba 1000-nél tébb kavics keriilne, akkor
azt mar nem teszi bele és szintén abbahagyja. Végil Merlin annyi aranyat ad Arthurnak, ahany dobozban van kavics.
Legfeljebb hany aranyat szerezhet Arthur?

Példaul, ha Arthur az els® dobozba 23 kavicsot tesz és a 4-es szdmot adja meg, akkor a masodik dobozba 92 darab
kertil, mert a 23-nak és a 92-nak van kézés szamjegye. Viszont a harmadikba egy sem kertl, mert a 92 4 = 368-nak nincs
kd6z6s szamjegye a 92-vel. Ebben az esetben tehat Arthur kett® aranyat szerez.

Megoldas: Lasd a C3 feladat megoldasat.

D2. Felirtunk a tablara harom darab 1-es szamot. Egy Iépésben kivalasztunk két szamot, majd az egyiket letordljik,
és helyére a két kivalasztott szam dsszegét vagy kilonbségét irjuk. Tehat ha az a és b szamokat valasztottuk ki, akkor
a-t vagy b-t letoroljuk, a helyére pedig a +b vagy ja bj ker(l. llyen 1épéseket végezve:

a) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam az 53, 2026, 2036 legyen?

b) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam a 0, 0, O legyen?

c) Elérhet®-e, hogy a tablan a harom szam a 42, 91, 112 legyen?

Megoldas: Lasd a C5 feladat megoldasat.

D3. Bizonyitsatok be, hogy a 7-nek van olyan toébbszérose, amelyben a szamjegyek dsszege
a) pontosan 2,

b) pontosan 2028,

c) pontosan 2029.

Megoldas:

1. megoldas:

a) Olyan szamot, aminek a szamjegyeinek 6sszege 2, Ugy kaphatunk, ha dsszeadunk az 1, 10, 100,
1000, ... szamok kozul kett®t. Az 1 héttel osztva 1 maradékot ad, a 10 héttel osztva harom maradékot
ad. Irasbeli osztassal kiszamolhato, hogy 100 = 14 7+2 és 1000 = 142 7 +6, azaz a 100 kett®, az
1000 pedig hat maradékot ad héttel osztva. igy 1000 + 1 oszthaté lesz héttel és ennek szamjegydsszege
2. Valéban, 1001 : 7 = 143.

b) Ha egy héttel oszthaté szamot megszorzunk egy pozitiv egésszel, akkor tovabbra is héttel os-
zthaté marad, illetve héttel oszthaté szamok dsszege is héttel oszthato. igy példaul héttel oszthatd
10010000 = 1001 1000 és emiatt 10010000 + 1001 = 10011001 is az. Folytatva a gondolatmenetet,
ha egymas mdgeé irjuk a héttel oszthaté 1001-et 1014-szer, akkor is héttel oszthaté szamot kapunk,
aminek a szamjegydsszege 2028 lesz, hiszen ennyi 1-es jegye van. (Hasonldan elérhet® tetsz®leges paros
szamjegyosszegy héttel oszthaté szam ezzel a modszerrel.)

c) Az el®z® rész mintajara tudunk késziteni olyan héttel oszthaté szamot, amiben a szamjegyek dsszege
2026, mégpedig 1013 darab egymas utan irt 1001-es segitségével. Adjunk ehhez a szamhoz 21-et, ami
szintén oszthat6 héttel. A kapott héttel oszthaté szam igy 10011001 helyett 10011022-re végz®dik,
igy 3-mal n®tt a szamjegyek dsszege. A kapott szam egy héttel oszthatd, 2029 szamjegydsszegf szam.
(Hasonléan elérhet® tetsz®leges egynél nagyobb paratlan szamjegyosszeg héttel oszthaté szam.)

2. megoldas:

Minden n > 1 egész szamhoz mutatunk egy ilyen tébbszorést az aldbbi médon: ha n-et 7-tel
maradékosan osztjuk, akkor megkapjuk egy felirdsat n = a 7 + b alakban, ahol a;b természetes
szamok. El®szor n 8 esetén keresiink megfelel® szamokat, az alabbiak példaul megfelel®ek:

" n=2-re az 1001,
“n=3-raa?l,
“n=4-re all2,



" n=>5-re a 14,

" n=6-raad42,
“n=7-rea’,
" n=8-raa3b5.

Altalanos esetben pedig egy a+4-jegyf szamot adunk meg, amelynek b > 1 esetén els® a, egyébként
els® a 1 jegye 7-es, az utols6 négy jegy pedig a megfelel® hetes maradékhoz tartozé szam a fenti hét
esetb®l, esetlegesen az elején 0-kkal kiegészitve, ha nem sziikséges mind a négy szamjegy hasznalata.
Példaul n =18 =2 7+ 4 esetén a megadott szamunk a 770112, hiszen n = 4-re 112 a szamunk, ezt
két 7-essel kell kiegésziteniink és egy 0-val, mivel a 112 csupan haromjegyy. Az igy kapott szamnak
épp n lesz a szadmjegyeinek 0sszege, és 7-tel is oszthatd, hiszen az utolsé 4 jegy egy 7-tel oszthatd
szamot alkot, és ehhez csak 700:::0 alakd, szintén 7-tel oszthatdé szamokat kell hozzaadnunk, hogy
a teljes szamot megkapjuk. Ezzel a modszerrel tehat tetsz®leges szamjegydsszegre meg tudunk adni
megfelel® héttel oszthaté szamot. (2 szamjegydsszegre az 1001, 2028 szamjegydsszegre 77:::70014 és
2029 szamjegyosszegre 77 :::70042 lesz a példa.)

D4. Az ABCD rombuszban az oldalak hossza 1 hobbitlab, illetve BCD” = 150 . Legyen az AC és BD atlok
metszéspontja E, tovdbba a BC oldal felez®pontja F. Legyen az E-b®I AB-re allitott mer®leges AB-vel vett metszéspontja
G, az AB oldal felez®pontja pedig H.
a) Mekkora az EH szakasz hossza?
b) Mekkora az F G szakasz hossza?

Megoldas: Lasd a C4 feladat megoldasat.

D5. Legyen ap;as;az;::: nemnegativ egész szamok egy végtelen hossz( sorozata. Tudjuk, hogyoa= 0, és létezik olyan
k, hogy ax 6= k. Tovabb& minden n; m nemnegativ egészre teljesil, hogy ja a m]j osztja jn mj-et, vagy pediga » =am.
Mi a lehet® legnagyobb szam, ami szerepelhet egy ilyen sorozatban?

Ha minden M egész szamra létezik olyan sorozat, amelyben szerepel M-nél nagyobb szam, akkor a valasz végtelen.
Megoldas:

Megmutatjuk, hogy 3-nal nagyobb szam nem szerepelhet egy ilyen sorozatban. Jelélje a és b pozitiv
szamokra ab azt, hogy a osztja b-t. EI®sz0r vegyik észre, hogy azja mj jn mj feltételb®ljn mj=1
esetén kovetkezik, hogy a1 = an +1 vagy an+1 = an 1, illetve a , = anm esetén lehet a+1 = an,
azaz a sorozat egy tagja az el®z® tagtél mindig legfeljebb 1-gyel tér el. Ha minden n-fgia=ap +1
teljestiine, akkor & = 0 miatt minden n-re a, = n lenne, amit a feladat nem enged meg, igy biztosan
lesz egy olyan i, amire &1 = a; vagy a+1 =a; 1. Belatjuk, hogy barmelyik eset teljesul, a sorozat
legnagyobb tagja nem lehet 3-nal nagyobb.

Vizsgéljuk el®sz0r azt az esetet, amikoria = aj, legyen ez az érték x. Megmutatjuk, hogy ekkor
a sorozat minden tagja az [x 1;x+ 1] intervallum egy egész pontja. Legyen g =y a sorozat egy
tetsz®leges tagja, ahol j i+ 2. Ha y = x, akkor valéban az intervallumbél valé. Tegyik fel, hogy

y 6= x. Ekkor abbdl, hogy ja a jj osztja jj ij-t, megkapjuk, hogy jy Xj ] i. Hasonléanja ; a j+1j
osztja jj (i+21)j-t, azaz jy Xj j i 1. Persze ha egy szam oszt két szamot, akkor a kulonbséguket

is, igy megkapjuk, hogy jy xj jj i (j i 1)j=1, azaz jy Xj osztja 1-et, ami csak ugy lehet,
hogyy x=1vagyy x= 1,emiattx 1 y x+1, vagyis a il aj aj+lmindenj i+2
esetén. Hasonl6an belathatd, hogy j i 1 esetén is fennall ugyanez az egyenl®tlenség. Ebb®I persze
kovetkezik, hogy a sorozat minden tagja az [x 1;x + 1] intervallum egy egész pontja, és ezek kdzott
szerepel a 0, igy ebben az esetben nem szerepelhet 2-nél nagyobb szam.

Most nézziilk meg azt az esetet, amikor van olyan i, amirejaz = a; 1. Tekintsiik a legkisebb ilyen
i-t. Tudjuk, hogy i 6= 0, hiszen kilénben a negativ lenne. Itt feltehetjik, hogy ax+1 = ax nem teljesdl



semmilyen k-ra, kilénben alkalmazhatjuk az el®z® esetet. Vegyluk észre, hogy mivelaz els® olyan
index, amire a+; 6=a+1, ezértaj; +1=a;, igy a+1 =aj1 . Legyen g a sorozat egy tagja, ahol

j i+2. Legyena i1 =aj+1 =Xe€sa; =Y, es tegylk fel, hogy x 6=y. Ekkor ja a i1 jj (i 1),
azazjy xj j i+1.Hasonlbanja ; a+1jj (i+1),azazjy xj j i 1. Ebb®l az el®z® esethez

hasonléan jy xj 2, ezértjy xj 2,azazx 2 a j x+2mindenj i+ 2-ra, €s hasonloan
belathatd, hogy ugyanez teljestil minden j i 2-re is. Ebb®I azt kapjuk, hogy a sorozat minden tagja
az [x 2;x+ 2] intervallumban van, és ebben a 0-nak is szerepelnie kell, igy minden tag legfeljebb 4.
Ez még nem elég, hiszen azt szeretnénk megmutatni, hogy 3-nal nagyobb tag nem lehet. Tegyuk fel
indirekten, hogy létezik egy ilyen sorozat, amiben valamilyen i-re a= 4. Ekkor aj; =aj+1 =3, mert
egyik sem lehet 4-nél nagyobb, és feltettiik, hogy semelyik két szomszédos tag nem egyenl®. Ekkor
jai1r aoi lésjaijq aofit+l, ezért 3 2, ami persze nem teljesul, ezért az indirekt feltevésiink
helytelen volt, azaz nem lehet 3-nal nagyobb tag a sorozatban.

Mar csak mutatnunk kell egy olyan sorozatot, aminek a legnagyobb tagja 3. Legyen a sorozatunk a

ha j > 3, akkor aj = 2, ha j paros és g = 1, ha j paratlan. Megmutatjuk, hogy ez a sorozat kielégiti

a feladat feltételeit. Nyilvan k > 3 esetén g, 6= k. Még meg kell vizsgalnunk, hogy ha; &= &, akkor

jai ajjji jj. Eztja ; a jj=1 esetén nyilvan teljesil. Az az eset, amikor ja a jj = 2 csak akkor
fordulhat el®, ha az egyik 0 vagy ha az egyik 3, amik csak egy-egy tagban vétetnek fel, ezekben az
esetekben pedig lathato, hogy az indexek paritasa epp megfelel®. Az ja jj = 3 eset csak gy lehet,
hogy a két szam a 0 és a 3, amik mindketten egy tagban vétetnek fel, és ezek indexének kiilonbsége
pont 3. Az alabbi abran lathat6é a sorozat koordinatarendszerben abrazolva.

A
~~~~~~~~~
+++++++++
~~~~~~~~~

—

D6. Jaték: A jatékvezet® szétoszt egy kor mentén 6 mez®re tsszesen legfeliebb 30, de paros szamu korongot. Két
jatékos felvaltva 1ép, egy lépésben a soron kovetkez® jatékos kivalaszt két szomszédos vagy masodszomszédos mez®t,
melyek egyike sem Ures, és elvesz réluk 1-1 korongot. Az a jatékos veszit, aki nem tud Iépni.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezd®allas ismeretében, hogy a
kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek bujni.
Megoldas: Vegyuk észre, hogy barmelyik két kiilonb6z® mez®r®I tudunk elvenni korongot, kivéve két
szemkoztib®l. Tehat a jatéknak csak Ugy lehet vége, ha egyaltalan nem marad korong a palyan, vagy
ha csak két szemkozti mez®n marad korong. Valamint gyeljik meg azt is, hogy minden lépés utan
paros sok korong marad.

Nevezzik nyer®, illetve veszt® allapotnak azokat, amelyekb®I a soron kdvetkez® jatékos nyerni tud,
illetve nem tud nyerni.



Allitas: Egy allapot akkor és csak akkor veszt®, ha barmelyik két szemkozti mez®t vessziik is,
azokon dsszesen paros sok korong van.

Ez kénnyen lathatéan teljesil a végallapotokra (hiszen mint minden allapotban, azokban is paros
sok korong van). Minden |épésben a szemkdzti mez®parok harom 6sszege kozil kett®t csdkkentiink
eggyel-eggyel. Ha a fenti allitas szerinti veszt® allapotban vagyunk, akkor barmit is 1éplink, egy mez®péaron
paros lesz az dsszeg, mig a masik két mez®paron paratlan, igy a kapott allasra viszont mar nem lesz
igaz az allitas, onnan az ellenfeliink nyerni tud. Ha viszont nyer® allapotban vagyunk, akkor mivel
az 0sszes korong darabszama péaros, és nem mindharom 6sszeg paros az egyik 6sszeg paros lesz, a
masik kett® paratlan. Ekkor a két paratlan 6sszegf mez®parnak valasszuk ki egy-egy olyan mez®ijét,
amin van korong, és ezekr®l vegyink el egy-egy korongot. Ez megtehet®, hiszen a két kivalasztott mez®
kulénb6z® mez®parhoz tartozik, tehat nem lehetnek szemkoztiek. Ezzel az ellenfélnek olyan allapotot
hagyunk, melyben mindharom 0sszeg péros, és igy az allitasunk szerint ez veszt® allapot.

igy a fenti allitas alapjan a kezd®allasnal el tudjuk doénteni, hogy a kezd® vagy a méasodik jatékos
b®rébe szeretnénk-e bljni, és a stratégiank az, hogy minden lépésben mindharom Osszeget péarosra
allitjuk.



El. Bizonyitsatok be, hogy a 7-nek minden n > 1 egész szamra van olyan tébbszorése, amelyben a szamjegyek 6sszege
pontosan n.
Megoldas:

Az 1001 = 7 143 egy héttel oszthatdé szam, ami szamjegyeinek 0sszege kett®. Ha egy héttel
oszthaté szamot megszorzunk egy pozitiv egésszel, akkor tovabbra is héttel oszthaté marad, illetve
héttel oszthatd szamok 6sszege is héttel oszthato. igy példaul héttel oszthaté 10010000 = 1001 1000
és emiatt 10010000 + 1001 = 10011001 is az. igy ha egymas mogé irjuk az 1001-et valahanyszor,
akkor is héttel oszthaté szamot kapunk. Ezzel minden paros szamra talalunk olyan héttel oszthaté
szamot, aminek annyi a szamjegydsszege. A 21 héttel oszthato, szamjegydsszege harom. Ha az el®bb
megtalalt paros szamjegydsszegy szamokhoz 21-et adunk, ami szintén oszthaté héttel, akkor a kapott
héttel oszthaté szam 1001 helyett 1022-re végz®dik, igy 3-mal n®tt a szamjegyek dsszege. Ezzel minden
haromnal nagyobb paratlan szamra is talaltunk megfelel® héttel oszthaté szamot, azaz belattuk a
feladat allitasat.

E2. Az ABCD rombuszban az oldalak hossza 1 hobbitlab, illetve BCD” = 150 . Legyen az AC és BD atlok
metszéspontja E, tovdbba a BC oldal felez®pontja F. Legyen az E-b®| AB-re allitott mer®leges talppontja G. Mekkora
az FG szakasz hossza?

Megoldas: Lasd a C4 feladat megoldasat.

E3. Gabor vendégl®jében csak kétféle ételt tudnak késziteni, f®tt gri tojast és grillezett sarkanyhdst. Sajnos a vendégl®
konyhaja kicsi, ezért minden nap pontosan az egyik ételb®I| készitenek. Gabor Ugy szeretné meghatarozni jov®re az akcids
napokat és az ételek sorrendjét, hogy az akcids napokon is felvaltva legyen a két étel és a nem akciés napokon is. A
beszélliténak az egzotikus alapanyagok miatt mar most le kell adni az egész j6v® évre, hogy melyik nap melyikb®I
vigyenek majd a vendégl®be. Hanyféleképp tud Gabor rendelést leadni a beszallitbnak, hogy megvaldsithassa a tervét
jov®re, egy 365 napos évben?

Gabor vendégl®je az év minden napjan kinyit. Két megrendelést akkor tekintlink kiilénbdz®nek, ha van olyan nap, amelyre
masféle alapanyagokat kér. A két ételt kiilonbdz® alapanyagokbdl készitik.

Megoldas: Nevezzik blokkoknak az olyan, egymas utani napokbdl allé6 sorozatokat, melyeken ugyanaz
az etel készul.

El®szor is vegyik észre, hogy nem lehet olyan blokk, ami 3 vagy annal tébb napbdl all. Ekkor
ugyanis a skatulyaelv miatt ezen napok k&zott lenne legalabb két akciés nap vagy legalabb két nem
akcios nap ugyanazzal az étellel, igy valamelyik tipusu napon sérlilne az ételek valtakozasa.

Tehat minden blokk egy- vagy kétnapos (a tovabbiakban réviden: 1-es vagy 2-es). Vegyik észre
azt is, hogy két 2-es blokk koz6tt mindig paros sok 1-es blokknak kell lennie (beleértve természetesen
azt az esetet is, amikor nincs 1-es blokk koztiik, azaz a két 2-es blokk kdzvetlenil egymas melletti).
Ezt indirekt modon bizonyitjuk. Tegyuk fel, hogy az x-edik és x + 1-edik napok, illetve az y-odik és
y + 1-edik napok alkotnak 2-es blokkot, ahol y > x+1, és a két blokk kdzotti napok (x+2., x+3., ...,

y 1.) pedig 1-es blokkok, melyekb®I paratlan sok van. Ekkor a két 2-es blokk kdzt paros sok ételvaltas
van, azaz az Xx., x+1., y. és y + 1. napokon ugyanaz az étel készll (mondjuk gri tojas). Vilagos, hogy
az x. és x + 1. napok kozil is pontosan az egyik akcios, és az y. és y + 1. napok kozil is. Azonban az
akcios napokon felvaltva kell lennie az ételeknek, igy az x+2., ..., y 1. napok kdzott paratlan sokszor
kell akciés napnak lennie. Ugyanez viszont elmondhatdé a nem akciés napokra is, vagyis az x + 2., ...,
y 1. napok kozott a nem akciés napok szama is paratlan. Osszesen igy az x+ 2., ..., y 1. napok
paros sokan vannak, ami ellentmondas.

Most belétjuk, hogy a fenti feltétel elégséges is. Azaz ha a 2-es blokkok k&zétt mindenhol péaros
sok 1-es van, akkor az akcios napok kijeldlhet®k a feltételeknek megfelel®en. Egy lehetséges kijeldlés
a kovetkez®: a 2-es blokkok els® napja akcios legyen, a masodik pedig nem. Ezeken kivul pedig az
Osszes 1-es blokk legyen akciés. Ekkor barmely két szomszédos 2-es blokkban kilonbdz® az étel, igy a
nem akcios napokon felvaltva lesznek az ételek. Mivel minden blokkban egy akciés nap van, az akcios
napokon is valtakoznak az ételek.



Egy megrendelést beazonosit az aldbbi két informéacié, melyek egymastdl fliggetlenil valaszthatok
meg:

~ az els® napi étel,
~ valamint az, hogy az 1-es és 2-es blokkok milyen sorrendben kovetik egymast.

Vilagos, hogy az els® napi étel kétféle lehet. Most hatarozzuk meg, hogy hanyféle lehet a blokkok
sorrendje. Lehet minden blokk 1-es, ez 1 eset. Most szadmoljuk meg azokat az eseteket, amikor van
2-es blokk. Mivel a blokkok szerkezete olyan, hogy barmely két 2-es blokk kdzott paros sok 1-es van,
ezeért a 2-es blokkok kezd®napjai vagy mind pératlan, vagy mind paros sorszamu napon vannak. Utobbi
esetben az ételsorozatok felirhatok az el®bbi esetb®l kapott ételsorozatok tiikérképeként (mivel az év
napjainak szdma paratlan), igy e szimmetria miatt elegend® az el®bbi esettel foglalkoznunk.

Az évbenaz 1., 3;, 5., ..., 363: sorszamu napok kdzul mindegyik vagy kezd®napja egy 2-es blokknak,
vagy nem. Utébbi esetben az adott nap és az azt kovet® nap is 1-es blokk, igy ez a 364=2 = 182
informacié meghatarozza a blokksorrendet, és mindegyikuk kilon-kiilon megvalaszthato. igy a blokkok
sorrendje 282-féle lehet, de azt az esetet mar az elején szamoltuk, amikor nincs 2-es blokk. igif2 1
blokksorrendiink van; a tiikros esetekkel, valamint a csupa 1-es esettel egyitt 2'¢ 1)+1=2 18 1,

Osszességében tehat (az els® napi étel szabad megvalasztasat is gyelembe véve) a lehetséges
megrendelések szama 2 13 1)=2 184 2,

E4. Egyf:z * 1z * fuggvényt varazslatosnak neveziink, ha minden n-re az n pozitiv osztoin felvett fuggvényértékek
0sszege kett®hatvany. Hatarozzatok meg a legkisebb olyan k pozitiv egészet, amelyre Iétezik olyan f varazslatos fiiggvény,
hogy az f(1); f(2);:::;f(2026) szamok mindegyike legfeljebb k.

A Z* a pozitiv egész szamok halmazat jeloli. Az n pozitiv osztéi kdzé beleértjik az 1-et és az n-et is. Azon szamokat
tekintjik kett®hatvanyoknak, amik a 2 nemnegativ egész kitev®s hatvanyai.

Megoldas: A legkisebb ilyen szam az 512.

El®sz6r megmutatjuk, hogy ennél kevesebb nem lehet. Legyeri n) az n pozitiv osztéin felvett
fuggvenyértékek dsszege.

Ekkor f (1) <f *(2) <::: <f *(1024) kilonboz® kett®hatvanyok, tehat f (1024) 1024, és
f*(512) 1f*(1024). Ebb®I f(1024) =f*(1024) f *(512) 3f*(1024) 512.

Mér csak adnunk kell egy konstrukciot, amire ez lesz a valasz. irjuk fel n > 1-et p'p,?: Pk
alakban, ahol a p-k paronként kilonboz® primszamok, valamint ; 2 Z* minden 1 i k-ra. Ezt
hasznalva legyen f(n) = 2 * 2** « K valamint legyen f(1) = 1.

Han 2026, akkor 1+ o+:::+ | 10,ésn>1-rek 1,tehatf(n) 512. igy méar csak
azt kell belatni, hogy f * (n) kett®hatvany lesz minden n-re.

Ezt n kilénb6z® primtényez®inek szamara vonatkozo indukcidval bizonyitjuk. Ha n = p akkor
fr(n)=fQ)+f(p)+:::+f(p )=1+20%+21+:::+42 1 =2 | ami kett®hatvany.

Most tegylik fel, hogy n-nek van legalabb két kiillénb6z® primosztdja. Ekkor léteznek egymashoz
relativ prim a és b pozitiv egészek, melyekre ab = n, és a-nak és b-nek is kevesebb primosztoja van,
mint n-nek. Példaul a fenti primtényez®s felbontast hasznalva a = p', b = 7 j6 valasztas.

Vegyuk észre, hogy ha a és b relativ primek, akkor f(ab) = f(a)f(b), valamint ha a oszt6i
aj;ap;iii;a €s b osztoi ply;:::; by, akkor ab osztdi felirhatok aly alakban, ahol 1 i | és
1 j m, hiszen ezek mind osztjak ab-t és kilonb6z®k. Ebb®I f* (n) = f(a 1) +f(a 1) +::: +
f(@ibm) +f(a o) +:::+f(@ 2bm) +iir+f(a b)) +iii+f(@ (bn) =f(a )f(ba) +f(a )f(b2) +:::+
fay)f(bm) +f(a 2)f(ba) +:::+f(@ 2)f(om) +:::+f(@ f(br) +:ii+f(@ f(bom) = (f(a 1) +f(a 2) +
rtf@))(fo ) +fb ) +:i+f(b m)) =1 " (@)f 7 (b).

Az indukci6 szerint f * (a) és f* (b) is kett®hatvany, tehat a szorzatuk, f* (n) is az, igy kész vagyunk.

Megjegyzés: a megoldasban kapott konstrukcié ugyanaz, mint az, amit Ggy kapunk, hogy minden
n-re névekv® sorrendben f(n)-t beallitjuk a legkisebb olyan értékre, amire" {n) kett®hatvany.



E5. Sauron a végtelen egységnégyzetracsbol kitorolt néhany, akar végtelen sok racspontot gy, hogy barmely két
kitorolt pont euklideszi tavolsaga legalabb d, ahol d egy rogzitett pozitiv szam. Ezutan Gandalf be szeretné jarni a meg-
maradt radcspontokat a yécsvonalak mentén Ugy, hogy mindig csak szomszédos megmaradt racspontra Iép és mindegyiken
pontosan egyszer jar. Eszrevették, hogy Gandalf akarhonnan is indulna, nem tudja a kivant médon bejarni a megmaradt
racspontokat. Hatarozzatok meg d dsszes lehetséges értékét, amelyre ez teljesiilhet.

Két megmaradt racspont akkor szomszédos, ha a tavolsaguk 1.

Megoldas: Beléatjuk, hogy d tetsz®leges lehet.

Minden paros d tavolsagra konstrualunk egy olyan racsponthalmazt, amelyre igaz, hogy barmely
két racspont tavolsaga legalabb d, de a megmaradé racspontokat Gandalf nem tudja bejarni a kivant
maodon.

Zéarja ki Sauron azokat az (a; b) racspontokat, melyekre dja és djb.

Szinezzlk ki sakktablaszerfien a négyzetracsot fekete-fehérre. Mivel d paros, az 6sszes kizart pont
egyszinf.

Tegyuk fel indirekten, hogy Gandalf be tudja jarni a megmaradt racspontokat.

A bejaras egy szakasza alatt olyan racspontokat értiink, melyeket Gandalf egymas utan jart be.
Minden szakaszon a fehér és fekete mez®k felvaltva vannak, tehat a szamuk kildnbsége legfeljebb 1.

Tekintstink tetsz®leges n 2 Z -ra egy dn dn-es négyzetet, amiben nincs benne Gandalf kiin-
dulépontja. Ebben a bejart mez®k Gandalf Gtjan néhany diszjunkt szakaszra bomlanak, amiknek a
két-két végpontja a négyzet oldalain van, tehat legfeljebb 2(dn 1) ilyen szakasz van. Ebb®I a négyzeten
belll lev® megmaradt pontokon a fekete és fehér mez®k szamanak kulonbsége legfeljebb 2(dn 1).

A négyzet 6sszes pontjan ez a killonbség legfeljebb 1, a kizart pontokon pedigy tehat 2(dn 1)
nZ 1.

Elég nagy n-re azonban B 1 > 2dn 2, ami ellentmondas, tehat Gandalf valéban nem tudja
bejarni a megmaradt pontokat.

E6. Jaték: A jatékvezet® szétoszt egy kor mentén 6 mez®re Osszesen legfeljebb 30, de paros szami korongot. Két
jatékos felvaltva 1ép, egy lépésben a soron kovetkez® jatékos kivalaszt két szomszédos vagy masodszomszédos mez®t,
melyek egyike sem lres, és elvesz réluk 1-1 korongot. Az a jatékos veszit, aki nem tud Iépni.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezd®allas ismeretében, hogy a
kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Lasd a D6 feladat megoldasat.



E+1. Egyf:z * !z * fuggvényt varazslatosnak neveziink, ha minden n-reP gn 1(d) kett®hatvany. Hatarozzatok
meg a legkisebb olyan k pozitiv egészet, amelyre |étezik olyan f vardzslatos fuggvény, hogy az f(1); f(2);:::;f(2026)
szamok mindegyike legfeljebb k.

A Z* a pozitiv egész szamok halmazat jeloli. Azon szamokat tekintjik kett®hatvanyoknak, amik a 2 nemnegativ egész
kitev®s hatvanyai.

Megoldas: A legkisebb ilyen szam az 512.

1. Megoldas: =

El®sz6r megmutatjuk, hogy ennél kevesebb nem lehet. Legyeri (n) = din f(d).

Ekkor f (1) < f *(2) < ::: <f *(1024) kilonboz® kett®hatvanyok, tehat f (1024) 1024, és
f*(512) %f *(1024). Ebb®I f(1024) = f * (1024) f *(512) %f *(1024) 512.

Mar csak adnunk kell egy konstrukciét, amire ez lesz a valasz. irjuk fel n-ef &, p, ' alakban, ahol
a p-k paronként kilonb6z® primszamok, valamint { 2Z* minden 1 i k-ra. Ezt hasznéalva legyen
f(n)=2 1t okt ko

Ha n 2026, akkol_r, 1+ 2+:1+ ¢ 10, ésn>1-rek 1,tehatf(n) 512. igy mar csak
azt kell belatni, hogy din f(d) kett®hatvany lesz minden n-re.
= Ezt n kUIgnb('jz® primténygz@ine_k szamara vonatkozé indukciéval bizonyitjuk. Ha n = p, akkor

an f@d) = o f(P)=1+ ;2 =2 , ami kett®hatvany.

Most tegylik fel, hogy n-nek van legaldbb két killénb6z® primosztdja. Ekkor |éteznek egymashoz
relativ prim a és b pozitiv egészek, melyekre ab = n, és a-nak és b-nek is kevesebb primosztoja van,
mint n-nek. (Példaul a fenti primtényez®s felbontast hasznalva a = p*, b = 1 j6 valasztas.)

Vegyilk észre, hogy ha a és b relativ prl’mgk, a|5kor f(ab) = flg,';\)f(lp, valamint hacja és d | b,
akkor ¢ és d is relativ primek. Ebb®! f (n) = =, gpflcd) = 4o gpfOf(M) = *(@)f " (b),
hiszen n osztéi pontosan azok a szamok, amik el®dllnak a és b egy-egy osztdjanak a szorzataként, és
ezek a szorzatok mind kilénb6z®k.

Az indukci6 szerint f * (a) és f* (b) is kett®hatvany, tehat a szorzatuk, f* (n) is az, igy kész vagyunk.

2. Megoldas:

Az also becslést az els® megoldas szerint csinaljuk. Q

A fels® becsléshez el®szor de nialjuk f(n)-t a kbvetkez®képpen: ha n = !‘:1 p, ', akkor f " (n) =
2 1+ + k_

Erre igaz, hogy f* (n) kett®hatvany, tehat csak az kell, hogy van olyan f fliggvény, ami mindenhol
egy pozitiv egész, és ezt az'f-t adja.

Ehhez hasznéljuk a Mdbius-féle inverzids képletet, ami szerint

8
X . n <0; ha 9k : k?jd;
f(n) = @f = 5 @@=, ‘ e . .
din (1) ¥; bhadegyenl® k kilonb6z® prim szorzataval.
Ebb®I
X X _ . X o
djn i=0 i=0

ahols= ;+:::+ |, ami egy nemnegativ egész, tehat kész vagyunk.
Megjegyzés: mindkét megoldasban kapott konstrukcié ugyanaz, mint az, amit ugy kapunk, hogy min-
den n-re névekv® sorrendben f(n)-t beallitjuk a legkisebb olyan értékre, amiré ¢n) kett®hatvany.



E+2. Sauron a végtelen egységnégyzetracsbdl kitorolt néhany, akar végtelen sok racspontot gy, hogy barmely két
kitorolt pont euklideszi tavolsaga legalabb d, ahol d egy rogzitett pozitiv szam. Ezutan Gandalf be szeretné jarni a meg-
maradt radcspontokat a rdcsvonalak mentén gy, hogy mindig csak szomszédos megmaradt racspontra Iép és mindegyiken
pontosan egyszer jar. Eszrevették, hogy Gandalf akarhonnan is indulna, nem tudja a kivant médon bejarni a megmaradt
racspontokat. Hatarozzatok meg d dsszes lehetséges értékét, amelyre ez teljesiilhet.

Két megmaradt racspont akkor szomszédos, ha a tavolsaguk 1.

Megoldas: Lasd a E5 feladat megoldasat.

E+3. Az ABC haromszég magassagpontja legyen H, a BC oldal felez®pontja M. Legyen D olyan pont a BC
egyenesen, amelyre DH ? AM, valamint M tiikdrképe B-re legyen E. Tovabba tegyik fel, hogy BE Thalész-korének és
AHD koréirt korének létezik két metszéspontja, legyenek ezek X és Y . Bizonyitsatok be, hogy X, Y és M egy egyenesre
esnek.
Megoldas: Legyen ! a BC szakasz Thalész-kére, ennek M a kdzéppontja és rajta van T és R, amik
rendre a B-b®| és C-b®l indul6 magassagok talppontjai. Legyen TR és BC metszéspontjd, Brr@®l
belatjuk, hogy D-vel megegyezik. A BCTR hdrnégyszogben 3-féleképpen lehet atlok metszéspontjat
venni, ezek A, H és @ tehat a Brocard-tétel szerint A poléarisa !-ra nézve DH, ami igy mer®leges
AM-re, és hasonloan P polarisa AH. Mivel DH ? AM és DH ? AM, igy D ©° = D. Masrészt
AH ? DM és DH ? AM, tehat M az AHD haromszdg magassagpontja. igy M tikorképe az AH
egyenesre az nem mas mint BC egyenes és az AHD masodik metszéspontja (vagy D, ha érinti BC-t),
legyen ez a pont M, az AH magassag talppontja P.

D polarisa !-ra AP, tehat D inverze !-ra P, igy

MP MD=MB 2
Megszorozva mindkét oldalt kett®vel
MM % MD=ME MB

azaz az M*nek ugyanaz az (AHDM 9 kérre és BE Thalész-kérére vonatkozé hatvanya, tehat M rajta
van a hatvanyvonalukon, ami az XY egyenes.



E+4. Egy graf cslcsait megszamozzuk a kovetkez®képpen: minden csucsra egy olyan pozitiv egészet irunk, ami
legfeljebb a csucs fokszama. Egy véges, egyszer, 6sszefligg® grafot szépnek neveziink, ha minden ilyen szamozas mellett
létezik a grafban olyan séta, amelynek a kezd®- és végpontja tetsz®leges, valamint minden csucsban pontosan annyiszor
jar, mint a csucson Iév® szam. Legkevesebb hany éle lehet egy n > 1 cslcsu szép grafnak?

Egy grafséta sordn a cslcsokat és az éleket tdbbszor is érinthetjik.

Megoldas: Egy ilyen grafnak legkevesebb

(
kk 1)+1  han=2k

en) =
) k2+1 han=2k+1

éle lehet.

El®sz6r megmutatjuk, hogy ez elérhet®. Lathato, hogy e(n) éppen az élek szama abban az n csucs
grafban, melyben a csucsok két minél egyenl®bb osztalyba vannak osztva, melyek osztalyon belll egy
teljes klikket alkotnak, és a két klikk 6ssze van kétve egy éllel. Altalanosabban igazoljuk, hogy ha egy
n+1 és egy m+1 csucsu klikket 6sszekotlink egy éllel, a kapott G = A[B graf szép lesz.

részgrafok teljesek, valamint van még egy él@és ly kozott. Legyen az x cslcs fokszama d(x), a rairt
erték 1 f(x) d(x).

El®szor készitlink egy listat, melyben az;a(l i n) értékek szerepelnek, mindegyik pontosan
f(ai)-szer, és két szomszédos cslucs nem ugyanaz. Ehhez valasszuk ki azt az i-t, melyre)ffaaximalis,
és irjuk le -t f(a j)-szer egymas utan. Most tetsz®leges sorrendben szurjunk kozhe(ieb= j) értekeket,
a; -t legfeljebb f(a;)-szer, hogy egy olyan listat kapjunk, melyben felvaltva jon a és mas csucs.

Ezt meg lehet tenni, hiszen f(a) d(a j)=neésf(aj) 1, illetve éppen n 1 darab j index van,
melyre i 6= j, tehat példaul hasznalhatjuk az dsszes ilyen indexet egyszer. Ha maradt é@rték, melyet
nem hasznaltunk f(a; )-szer, akkor ezeket tetsz®leges sorrendben szarjuk be két olyan érték kozé, amik



kozul egyik sem @. Ezt meg lehet tenni: a listank legalabb 2f(a) 1 hosszu, tehat 2f(a ;) helyre lehet
beszurni, és egy lépésben legfeljebb 2(f(a 1) 2(f(a ) 1) helyre nem lehet beszurni, tehat készen
vagyunk.

Most szlrjuk be ay-t f(a g)-szor az elkészilt lista végére, illetve a listdban szerepl® szamok kbzé
ugy, hogy semelyik két szomszédos szdm kézé nem szurjuk be kétszer. Ezt meg lehet tenni, hiszen a
lista hossza legalabb n, és f(g) d(a o) = n+1. Szimmetrikusan készitsik el ezt a listat a B grafra is,
ugy, hogy az ly-lal kezd®djon. Végul irjuk egymas utan a két listat. Ez egy, a feltételeknek megfelel®
séta lesz G csucsain.

Most ratériink az alsé korlat bizonyitasara.

Vegyuk észre, hogy ha egy csucsra a fokszama van irva, és minden szomszédjara 1, akkor az csak
ugy lehet, ha a séta egyik végpontja. Ugyanis ha nem végpont lenne, akkor minden alkalommal, mikor
a cslcsra lépunk, el®z® Iépésben az egyik szomszédjan voltunk, és ezenkivil még az egyik szomszédjan
jartunk az utolso érintése utani Iépésben is, tehat 6sszesen legalabb eggyel tébbszor, mint a foka.
Viszont a szomszédain 6sszesen annyiszor jartunk, mint ami a foka, ez ellentmondas. Ebb®I latszik,
hogy G-ben nincs 3 nagysagu flggetlen ponthalmaz, mert akkor ezekre a fokszamukat, minden masra
1-et irva azt kapnank, hogy ezek mind végpontjai a sétanak, ami ellentmondas.

igy a Turan (vagy Mantel) tétel komplementere miatt legalabb annyi éle van, mint annak a grafnak,
melyben két, nagyjabdl egyenl® nagysagu klikk van, és az optimum csak erre a gréafra teljesil. Mivel
G-nek trividlisan dsszefiigg®nek kell lennie, a konstrukciénk optimalis.

E+5. Legyen P(x) egy olyan polinom, melynek minden egyitthat6ja nemnegativ valés szam, tovabba P (0) = 0.
Tegyik fel, hogy ha 0 x 1, akkor P(2025x) 2025P (x). Legyenek x 1;::7;X2026 Olyan valés szamok, melyek
0sszege nemnegativ. Bizonyitsatok be, hogy ha minden x-re teljesil, hogy 2025 x ; 1, akkor

p X1 +::10+ X 2028 P(X1)+:::+P(X 202).
2026 2026
Megoldas: Tegylk fel, hogy az x 1; X2;:::; Xk sSzdmok negativak, az %1 ; Xk+2 ; : 11 X2026 SZamok pedig
nemnegativak. Ha az 6sszes szam nemnegativ, akkor k = 0.
Mivel minden 1 i k-ra 2025 x i <0,igy 0< = 1. Legyeny; = b=. Ekkor az
y1;:::; Yk Szdmokra alkalmazhaté a megadott egyenl®tlenség: Pjx 2025P (y ;). Osszeadva:

P(X1))+P(x2)+:ii+P(x k) 2025(P(y 1)+P(y2)+::+P(y «))
Azonban vegylk észre, hogy
P(yi)) +P(y2)+:::+P(y x) Py 1+y2+:+Yy),

ami azért igaz, mert ha a jobb oldalt kibontjuk polinomként, akkor a bal oldal minden tagja szerepelni
fog a jobb oldalon is, illetve még nemnegativ egyutthatds tagok, melyekbe a pozitiv; ¥ polinomjai
vannak beirva, tehat ezek 6sszege biztosan nemnegativ. igy

P(X1) +:::+P(X 2026) 2025((P(y 1)+:::+P(y k) +P (X k+1)+:::+P(X 2026)

2025P(y 1+y2+:ii+y )k 1PO)+P(X 1)+ i+ P(X 2026)

hasznélva, hogy P (0) = 0. Azonban a P (x) polinom a nemnegativ valésokon konvex, mert masodik
derivéltja is egy hemnegativ egyitthatds polinom, ami nemnegativ valésokon nemnegativ értéket vesz
fel. Ezért a Jensen-egyenl®tlenséget alkalmazva

Xk+1 T Xke2 100+ X 2026
2025

(k DP(O)+P(X 1) +P(Xs2) + 111+ P (X 2026) 2025P



Mostant6l az egyszerfiség kedvéért legyen X i X2 X 206 g5 Y =y +y, + 11 +y . Ekkor
vilagos, hogy elég belatnunk, hogy

2025P(X) 2025P(Y) .  2025X 2025Y
2026 2026 ’

hiszen 2025X 2025Y =x1+X 2+ i+ X 2026. Ehhez el®szor az kell, hogy

2025P (X) 2025P(Y) 2025
2026 2026

ugyanis P(X Y)+P(Y) P(X), megint alkalmazva, hogy P(a) + P(b) P (a+Db) tetsz®leges a;b
nemnegativ szamokra, ahogy fent bizonyitottuk. Tovabba

PX Y);

2025 2025
2026P(X Y) P 2026(X v

mert mindkett® X Y 0 polinomjaként felirva a bal oldalon minden tag szorzéja %gg lesz, mig
2025 |

a jobb oldalon az i-edfokd tag szorzdja 5552 ', ami kisebb vagy egyeni® lesz i 1 esetén. Azonban

P (0) = 0; vagyis P konstans tagja O; tehat a bal oldalon az 6sszes tag szorzdja legalabb akkora, mint
a jobb oldalon, és mivel minden tag nemnegativ, ez elegend®. Az utolséként kapott két egyenl®tlenség
egymas utan fzése pedig pont az, amit meg szerettiink volna kapni.

E+6. Jaték: A jaték kezdetén a jatékvezet® felir nyolc pozitiv egész szamot az els® szintre, és megad egy k pozitiv
egész szamot, ami nem nagyobb a nyolc szadm 0sszegénél. Egy lépésben a soron kdvetkez® jatékos letorol két szamot
ugyanarrél a szintr®l és az 6sszegiket az eggyel nagyobb sorszamu szintre irja. Az a jatékos nyer, aki el®szor ir olyan
szamot, ami legalabb k.

Gy®zzétek le a szervez®ket kétszer egymas utan ebben a jatékban! Ti donthetitek el a nyolc szam és k ismeretében, hogy
a kezd® vagy a masodik jatékos b®rébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Legyenek a szdmok az els® szinten:ia a » a g. A masodik, harmadik és negyedik
szinten lIév® szamok szintenként a leirds sorrendjében; by, bz, by, ¢1, ¢ és d.

A masodik jatékosnak pontosan akkor van nyer® stratégidja, hajata, +ay+ag<késaz+tags+
as+ag k.

Tegyuk fel, hogy valamelyik feltétel nem teljesil. Megmutatjuk, hogy az els®nek van nyer® stratégidja.

Az els® jatékos az els® lépésben irja aha i + a,-t. Ha ezzel nem nyer, akkor ezutan a masodik
jatékos ir egy b a 7 +ag szamot. Ezzel ® nem tud nyerni, mivel b b ;. Kovetkez® lépésben az els®
jatékos a g = by +by, a 1+aj+ay+ag-tirja. Ha ez legalabb k, akkor nyer az els® jatékos. Ha ez
kisebb, mint k, akkor a feltevésb®I tudjuk, hogy az g+a,+as+ag < k. A kdvetkez® harom lépésben
a legnagyobb el®allithaté szam a,c=bsz+bs a z3+as+as+ag<Kk, igy az els® jatékos fog nyerni a
d=c;+cy k-val

Most mutassuk meg, hogy a méasodik jatékos tud nyerni, ha mindkét feltétel teljesil. Mivel g+a, <
k, ezért csak a g, ¢, és d szamokkal lehet nyerni.

Az els® jatékos el®szor ir egy-et, majd a masodik jatékos az alsé szinten megmarado két legkisebb
szamot Osszeadva ir egy,kt. Ezutan az els® jatékos készit egy;c=bi1+b, a ;+as+ay+ag<k
szamot, vagy egy b-t. Ha bz-at ir, akkor a masodik jatékos késziti el a ¢ = b1 + b, < k szamot.
igy a kdvetkez® szam, amivel lehet nyerni, az,desz. Lathatd, hogy a ¢ pontosan a 6. lépésben tud
létrejonni, igy a masodik jatékos fogja leirni. Mivel nem lesz bennezaés &, mivel azok h vagy b-be
kerlltek, igy co = bz +bs a 3+as+tas+as Kk, vagyis a masodik jatékos fog nyerni.



C-1. Az abran lathatdé homokéraban hany cn? a narancsszinf rész
teriilete, ha egy kis négyzet terllete 4 cff? (3 pont)

C-2. Drakula 6sszeadta a csupa paros szamjegyeket tartalmazé 2026-nal nem nagyobb pozitiv egész
szamokat. Milyen szamjegyre végz®dik ez az 6sszeg? (3 pont)

C-3. Hany olyan kétjegy pozitiv egész szam van, amely megegyezik a szamjegyei 6sszegenek és a
szamjegyei szorzatanak dsszegével?
A kétjegy pozitiv egész szamok a 9-nél nagyobb és 100-nal kisebb egészek. (3 pont)

C-4. Sisu a két batyjaval talalkozott az abran korrel
jelolt tisztasok valamelyikén. Ezutan mindharman el-

. o .11 12 13 14 15 16 17
kezdtek egyszerre egy-egy lepkét kergetni. Susu egyik o o—0
batyja 60 perc mulva érkezett a Nagy Hegyekhez, mig
a masik batyja 70 perc mulva a Szazéves Tolgyfahoz. ¢
Susu nem e_,-mleksmk arra, hogy mlqu erke%ett m(::g, 31 32 |33 314 l3s 36 la7
de abban biztos, hogy 35 perc elteltével mar a Var- ¢ O
ban teazott a Kiskiraly val. Mi annak a tisztasnak a1 43 45 47
a kodja, ahonnan indultak, ha barmely két, az dbran ¢ o ) Q
szomszédos tisztas 10 perc sétara van egymastol?
Sisu és a batyjai nem feltétlentl a legrévidebb Uton

21 23 25 27
O D) C

Y

51 52 |53 54 |55 56 |57

O

haladtak a céljaik fele. Minden lépésben egy tisztasrol |5, 63 65 67

egy szomszédos tisztasra mentek at egyenként 10 perc

alatt, és sosem varakoztak. (3 pont) 71 72 |73 74 |75 76 |77
O O O O

C-5. Az elvarazsolt labirintus nevq jaték soran egy 5 6

négyzetb®l all6 jatéktablan kerdl kialakitasra egy labirintus, _ _ _ _ _
melyben barmely két szomszédos mez® kozott vagy fal vary,........ . ... e e, o]
vagy szabadon lehet kdzlekedni. A labirintusnak pontosan § § §
egy kijarata van, valahol a tabla szélén. Legfeljebb hany fala S - :
lehet a labirintusnak a jaték végén, ha az utveszt® barmely : : :
mez®jér®| el lehet jutni barmelyik masikra? f.. F b S . b
A labirintust mindenhonnan fal hatarolja kivulr®I, kivéve a : : : : :
kijaratanal. Peldaul az abran lathato labirintusnak 33 fala |- — TR IR
van. (4 pont) : : :




C-6. Aronnak van egy bangladesi és egy német zaszloja, melyek téglalap alakiak, és mindkett®
révidebbik oldalanak hossza 48 cm. Németorszag zaszlajanak oldalaranya 2 : 3, Bangladesé pedig
3:5. Banglades zaszl6ja egy zold alapon piros korlap. Aron az asztalan egymasra helyezte ezt a két
zaszIot ugy, hogy a rovidebb oldalaik illeszkedtek egymasra. Meglep®dve vette észre, hogy a bangla-
desi z&szlon 1év® kor kdzéppontja pont a német zaszI6 kozéppontjara kerult. Hany centiméterrel van
elcsusztatva Banglades zaszlajan a kor kbzéppontja a zaszlo kdzéppontjahoz képest? (4 pont)

C-7. Gandalf vendégil latja Radagastot. Gandalfnak harom kancsé 20 fokos teaja van. Gandalf a
harom kancso teéat ugy szeretné felszolgalni, hogy mindharom 80 fokra van melegitve. Gandalf egy
id®ben két kancso teat tud egyszerre melegiteni. Ha egy kancsé teat éppen melegit, akkor annak a
h®meérséklete percenként 3 fokot emelkedik, ha pedig nem melegiti, akkor percenként 1 fokot csokken.
Legalabb hany percre van sziiksége Gandalfnak ahhoz, hogy a harom kancso egyszerre legyen legalabb
80 fokos?

Egy kancsé tea tetsz®leges h®@mérsékletre lehflhet vagy felmelegedhet. (4 pont)

C-8. Hany olyan perc van egy nap folyaméan, amikor a digitalis 6rdn négy egymast kévet® szamjegy
latszik?
Az oOra éjfélkor 23:59-r®l 00:00-ra valt. Példaul a 21:03 ilyen perc, de a 09:12 nem az. (4 pont)

C-9. Piton professzor 10 diakot szeretne parokba allitani ahhoz, hogy a péarbajozast gyakoroljak.
Hanyféleképpen teheti ezt meg?

Két parbaallitast akkor tekintlink kilonb®z®nek, ha valakinek mas a parja az egyikben, mint a masik-
ban. (5 pont)

C-10. Zsuzsi és Zs6 a kinai nagy falon sétaltak. Zsuzsi kivancsi volt, hogy mi Zs6 hazszama,
ezért megkérdezte t®le. Zs6 nem arulta el, de azért azt elmondta, hogy a hdzszamnak pontosan hat
pozitiv osztéja van, amik kdzill az egyik a szamjegyeinek 6sszege, tovdbba Zs6 utcdjaban a hizak
1-t®I 60-ig vannak szamozva. Hany olyan szam van, amely a fenti informaciok alapjan lehetne Zso
hadzszama? (5 pont)

C-11. Az 5 5-0s sakktablara szeretnénk elhelyezni 5 bastyat gy, hogy egyik se keriljon a f®atlora,

€s ne Ussék egymast. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

F®atlonak a bal fels® sarokbdl jobb alsé sarokba men® &tlot nevezzik. Két bastya akkor Uti egymast,
ha egy sorban vagy oszlopban vannak és nincs koztik masik babu. (5 pont)



C-12. A Nemzetkozi Matematikai Diakolimpian mindkét nap 3 feladat szerepel. A feladatok négy
témakodrre vannak bontva: algebra, geometria, szamelmélet és kombinatorika. A szervez®k el®zetesen
minden témakorb®I kivalasztanak 3 kénnyy], 3 kozepes és 2 nehéz feladatot. Ezekb®I a feladatokbdl
allitia 6ssze a zsfri a feladatsort ugy, hogy teljestljenek a kdvetkez® feltételek:

" Az 1: és 4: konnyT, a 2: és 5: kdzepes, a 3: és 6: nehéz legyen.
" Az 1-es, 2-es, 4-es és 5-0s feladatok kdzott mind a négy témakor szerepeljen.
" Egyik nap sem lehet két azonos témakor feladat.

Hanyféle feladatsort allithat 6ssze a zsfri, ha 1: feladatnak egy algebra feladatot fognak kit{zni?
Az els® napon az 1., 2. és 3., a masodikon pedig a 4., 5. és 6. feladatok szerepelnek. (5 pont)

C-13. Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, hogy melyik két oldalnal van

nyitva Juliska konyve. A kérdései alapjan kiderilt szdmara, hogy a két nyitott oldal szama kdzott

volt palindromszam, négyzetszam, csupa paros szamjegyb®l all6 szam és 6tbs szamjegyet tartalmazé

szam is, valamint az egyik szam legalabb 10. Legfeljebb mennyi lehet Juliska kdnyvében a legnagyobb

oldalszam, ha ennek ismeretében Jancsi ki tudja talalni Juliska valaszaibdl, hogy hanyadik oldalaknal

van nyitva?

Juliska kényvének az oldalai 1-t®l n-ig vannak szadmozva és Jancsi tudja n értékét, viszont azt nem

tudja, hogy a konyv bal vagy jobb oldalai vannak paros szamokkal szamozva. Azon szamokat nevezzik

palindromszamoknak, amelyek szamjegyeit forditott sorrendben leirva visszakapjuk ugyanazt a szamot.
(6 pont)

C-14. Toltsétek ki a tablazat mez®it az 1;2; 3;4;5;6 szamjegyekkel 9118 9 10
agy, hogy minden sorban és oszlopban minden szamjegy pontosan egy-

szer szerepeljen, és a tablazaton kiviilre irt szamok azt mutassak, hogyl(Q} | 6 51
mi a legnagyobb szam, ami el®all az adott sorban/oszlopban két szom- 7

szédos mez®ben all6 szam dsszegeként. Mi a tablazat sarkaiba keril® 5

négy szam szorzata? (6 pont) 3 16

C-15. A félvér taborban 12 istéllé van, melyek egy 3 4-es négyzetracs négyzeteiként helyezkednek
el. Kheirdn, a tabor vezet®je azt a feladatot adta Annabeth Chase-nek, hogy ossza fel a 12 istallé
rendberakasat Percy, Grover és Thalia kdzott ugy, hogy mindharman 4 istallét rakjanak rendbe.
Hanyféle beosztast készithetett Annabeth, ha mindharman 6sszefligg® terileteket kaptak?

Két beosztast akkor tekintiink kilonbdz®nek, ha volt olyan istalldé, ahova mast osztott be. (6 pont)

C-16. Egy szabdlyos kilencszog 6sszes oldalanak és atlojanak az egyenesét berajzoltuk. Hany
szabalyos haromszoget hataroznak meg ezek az egyenesek? (6 pont)



D-1. Drakula 6sszeadta a csupa paros szamjegyeket tartalmazé 2026-nal nem nagyobb pozitiv egész
szamokat. Milyen szamjegyre végz®dik ez az 6sszeg? (3 pont)

A

D-2. Az abran lathaté kalapban hany cn? a narancsszinf
rész tertilete, ha egy kis négyzet teriilete 4 & (3 pont)

D-3. Hany olyan kétjegy pozitiv egész szam van, amely megegyezik a szamjegyei 6sszegének és a
szamjegyei szorzatanak osszegével?
A kétjegy" pozitiv egész szamok a 9-nél nagyobb és 100-nal kisebb egészek. (3 pont)

D-4. Aronnak van egy bangladesi és egy német zaszl6ja, melyek téglalap alaktak, és mindkett®
rovidebbik oldalanak hossza 48 cm. Németorszag zaszlajanak oldalaranya 2 : 3, Bangladesé pedig
3: 5. Banglades zaszloja egy z6ld alapon piros korlap. Aron az asztalan egymasra helyezte ezt a két
zaszIot ugy, hogy a rovidebb oldalaik illeszkedtek egymasra. Meglep®dve vette észre, hogy a bangla-
desi zaszlon 1év® kor kdzéppontja pont a német zaszld kozéppontjara kerllt. Hany centiméterrel van
elcsusztatva Banglades zaszlajan a kor kbzéppontja a zaszld kézéppontjahoz képest? (3 pont)

D-5. Gandalf vendégul latja Radagastot. Gandalfnak harom kancso 20 fokos tedja van. Gandalf a
harom kancso teéat ugy szeretné felszolgalni, hogy mindharom 80 fokra van melegitve. Gandalf egy
id®ben két kancso teat tud egyszerre melegiteni. Ha egy kancsé teat éppen melegit, akkor annak a
h®mérséklete percenként 3 fokot emelkedik, ha pedig nem melegiti, akkor percenként 1 fokot csdkken.
Legaldbb hany percre van sziikksége Gandalfnak ahhoz, hogy a harom kancsé egyszerre legyen legalabb
80 fokos?

Egy kancso tea tetsz®leges h®@meérseékletre lehflhet vagy felmelegedhet. (4 pont)

D-6. Hany olyan perc van egy nap folyaman, amikor a digitalis 6ran négy egymast kévet® szamjegy
latszik?
Az ora éjfélkor 23:59-r®l 00:00-ra valt. Példaul a 21:03 ilyen perc, de a 09:12 nem az. (4 pont)

D-7. Zsuzsi és Zs6 a kinai nagy falon sétaltak. Zsuzsi kivancsi volt, hogy mi Zs6 hazszama,
ezért megkérdezte t®le. Zs6 nem arulta el, de azért azt elmondta, hogy a hdzszamnak pontosan hat
pozitiv osztéja van, amik kdzll az egyik a szamjegyeinek dsszege, tovabba Zs6 utcajaban a hazak
1-t®l 60-ig vannak szamozva. Hany olyan szdm van, amely a fenti informaciok alapjan lehetne Zs6
hazszama? (4 pont)



D-8. Piton professzor 10 diakot szeretne parokba allitani ahhoz, hogy a parbajozast gyakoroljak.
Hanyféleképpen teheti ezt meg?

Két parbaallitast akkor tekintink kilonb®z®nek, ha valakinek mas a parja az egyikben, mint a masik-
ban. (4 pont)

D-9. A Nemzetkdzi Matematikai Diakolimpian mindkét nap 3 feladat szerepel. A feladatok négy
témakodrre vannak bontva: algebra, geometria, szamelmélet és kombinatorika. A szervez®k el®zetesen
minden témakorb®I kivalasztanak 3 kénnyy], 3 kozepes és 2 nehéz feladatot. Ezekb®I a feladatokbdl
allitia 6ssze a zsfri a feladatsort agy, hogy teljesiljenek a kdvetkez® feltételek:

" Az 1: és 4: konnyT, a 2: és 5: kozepes, a 3: és 6: nehéz legyen.
" Az l-es, 2-es, 4-es és 5-0s feladatok k6zott mind a négy témakor szerepeljen.
" Egyik nap sem lehet két azonos témakory feladat.

Hanyféle feladatsort allithat 6ssze a zsri, ha 1: feladatnak egy algebra feladatot fognak kit{zni?
Az els® napon az 1., 2. és 3., a masodikon pedig a 4., 5. és 6. feladatok szerepelnek. (5 pont)

D-10. Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, hogy melyik két oldalnal van

nyitva Juliska kényve. A kérdései alapjan kiderllt szamara, hogy a két nyitott oldal szama kdzott

volt palindromszam, négyzetszam, csupa paros szamjegyb®I allé6 szam és 6tds szamjegyet tartalmazo

szam is, valamint az egyik szam legalabb 10. Legfeljebb mennyi lehet Juliska kdnyvében a legnagyobb

oldalszam, ha ennek ismeretében Jancsi ki tudja talalni Juliska valaszaibdl, hogy hanyadik oldalaknal

van nyitva?

Juliska koényvének az oldalai 1-t®l n-ig vannak szadmozva és Jancsi tudja n értékét, viszont azt nem

tudja, hogy a kdnyv bal vagy jobb oldalai vannak paros szamokkal szamozva. Azon szamokat nevezzik

palindromszamoknak, amelyek szamjegyeit forditott sorrendben leirva visszakapjuk ugyanazt a szamot.
(5 pont)

D-11. Adott egy O kdzéppontl egységsugaru k kor é€s egy e érint®je. Legyen f egy olyan egyenes,

ami mer®leges e-re és k-t két kilonb6z® pontban metszi. Legyenek f-nek az e-vel, illetve k-val

valé metszéspontjai rendre E, A és B, ebben a sorrendben elhelyezkedve f-en. Legyen az e és BO
egyenesek metszéspontja I. Legyen g az I-b®I k-hoz huzott e-t®I kilénb6z® érint®, az érintési pontja
legyen J. Tudjuk, hogy g mer®leges e-re. Legyen tovabba a Bl és az AJ egyenesek metszéspontja
H, valamint legyen az AH szakasz hossza x. Mennyi tx 4) 2? (5 pont)

D-12. A félvér taborban 12 istall6 van, melyek egy 3 4-es négyzetracs négyzeteiként helyezkednek
el. Kheirdn, a tabor vezet®je azt a feladatot adta Annabeth Chase-nek, hogy ossza fel a 12 istallé
rendberakasat Percy, Grover és Thalia k6zo6tt ugy, hogy mindharman 4 istallot rakjanak rendbe.
Hanyféle beosztast készithetett Annabeth, ha mindharman 6sszefliigg® terileteket kaptak?

Két beosztast akkor tekintiink kilonbdz®nek, ha volt olyan istalldé, ahova mast osztott be. (5 pont)



D-13. Toltsétek ki a tdbldzat mez®it az 1;2; 3;4;5; 6 szdmjegyekkel 9118 9 10

ugy, hogy minden sorban és oszlopban minden szamjegy pontosan egy-

szer szerepeljen, és a tablazaton kiviilre irt szamok azt mutassak, hogyl(Q} | 6 51
mi a legnagyobb szam, ami el®all az adott sorban/oszlopban két szom- 7

szédos mez®ben all6 szam dsszegeként. Mi a tablazat sarkaiba keril® 5

négy szam szorzata? (6 pont) 3 16

D-14. Egy szabalyos kilencszdg 0sszes oldalanak és atléjanak az egyenesét berajzoltuk. Hany
szabalyos hdromszoget hataroznak meg ezek az egyenesek? (6 pont)

D-15. Jeldlje t(n) az n szam szamjegyeinek 6sszegét. Hany jegyT a legkisebb olyan pozitiv egész
n, amelyre t(2n) = 2t(n)? (6 pont)

kat agy, hogy a feltintetett egyenl®tlenségek mind igazak legyenek. Minden négyzetbe egy szamot
irhatunk be és minden szamot pontosan egyszer hasznalhatunk. Hanyféleképpen tehetjik ezt meg?

< > < > < >

(6 pont)



A

E-1. Az abran lathaté kalapban hany cn? a narancsszinf
rész terllete, ha egy kis négyzet teriilete 4 ¢m (3 pont)

E-2. Hany olyan kétjegy{ pozitiv egész szam van, amely megegyezik a szamjegyei 6sszegének és a
szamjegyei szorzatanak dsszegeével?
A kétjegyT pozitiv egész szamok a 9-nél nagyobb és 100-nal kisebb egészek. (3 pont)

E-3. Gandalf vendégul latja Radagastot. Gandalfnak harom kancsé 20 fokos teaja van. Gandalf a
harom kancsé teat ugy szeretné felszolgélni, hogy mindharom 80 fokra van melegitve. Gandalf egy
id®ben két kancso teat tud egyszerre melegiteni. Ha egy kancsoé teat éppen melegit, akkor annak a
h®mérséklete percenként 3 fokot emelkedik, ha pedig nem melegiti, akkor percenként 1 fokot csékken.
Legalabb hany percre van sziiksége Gandalfnak ahhoz, hogy a harom kancso egyszerre legyen legalabb
80 fokos?

Egy kancsé tea tetsz®leges h®@mérsékletre lehflhet vagy felmelegedhet. (3 pont)

E-4. Piton professzor 10 didkot szeretne parokba allitani ahhoz, hogy a parbajozast gyakoroljak.
Hanyféleképpen teheti ezt meg?

Két parbaallitast akkor tekintink kilonb®z®nek, ha valakinek mas a parja az egyikben, mint a masik-
ban. (3 pont)

E-5. A Nemzetkdzi Matematikai Diakolimpian mindkét nap 3 feladat szerepel. A feladatok négy
témakorre vannak bontva: algebra, geometria, szamelmélet és kombinatorika. A szervez®k el®zetesen
minden témakorb®l kivalasztanak 3 konnyy], 3 kozepes és 2 nehéz feladatot. Ezekb®I a feladatokbOl
allitia 6ssze a zsfri a feladatsort ugy, hogy teljesiljenek a kdvetkez® feltételek:

" Az 1: és 4: konnyY], a 2: és 5: kdzepes, a 3: és 6: nehéz legyen.
" Az l-es, 2-es, 4-es és 5-0s feladatok k6zott mind a négy témakor szerepeljen.
" Egyik nap sem lehet két azonos témakory feladat.

Hanyféle feladatsort allithat 6ssze a zs{ri, ha 1: feladatnak egy algebra feladatot fognak kit{zni?
Az els® napon az 1., 2. és 3., a masodikon pedig a 4., 5. és 6. feladatok szerepelnek. (4 pont)



E-6. Boti, a bébi bastya egy minden iranyban végtelen sakktablan él. Boti minden éjszaka alva jar,

ami soran mindig atmaszik egy oldalszomszédos mez®re, arra viszont nem emlékszik hogy melyikre.
Minden délben megmondija neki a sakk kiralyn®je, hogy az aktualis mez®jének a négy oldalszomszéd-
jan hanyszor jart eddig. Ezt a négy szamot mindig véletlenszery sorrendben mondja, tehat Boti nem
tudja, hogy kozulik melyik szdm melyik mez®re vonatkozik. Boti boldog egy napon, ha biztosan
tudja, hogy olyan mez®n van, ahol méar korabbi napon is volt. Leghamarabb hanyadik napon lehet
boldog Boti?

Boti el®sz06r az els® és masodik nap kozti éjszakan jar alva, napkdzben nem valtoztat helyet és emlék-
szik arra, hogy a korabbi napokon miket mondtak neki. (4 pont)

E-7. Benirajzol egy 7 élf valahdny csucsu 6sszefigg® egyszery grafot. Az élekre rairja az 1;2;:::;7
szamokat ugy, hogy minden szamot egy élre ir és minden élre egy szam keril. Ezutan Gerg® rajzol
egy masik grafot, melynek csucsai az 1;2;:::;7 szamoknak felelnek meg, és akkor kot 6ssze kett®t,
ha a hozzajuk tartozé éleknek Beni grafjdban van kdzos csucsa. Hanyféle lehet ezek alapjan Gerg®
gréfja, ha tudjuk, hogy nincs benne kor?

Két graf kilonb6z®, ha van két csucsuk, melyek az egyikben 6ssze vannak kotve, a masikban pedic
nem. Egy graf akkor egyszery, ha nem tartalmaz se tdbbsz6ros élt, se hurokélt. (4 pont)

R

piros tvegben. A varazslo két, kilonb6z® szinf Gvegben [év® oldat segitségével képes a semmib®l egy
Uj oldatot varazsolni egy Ures kék vagy piros tvegébe, aminek koncentracidja a két oldat koncent-
koncentracioinak 6sszege? Valaszként a tort egyszer{sitett alakjdban a szamlalo és a nevez®

0sszegét adjatok meg!

Az oldatok nem tdlthet®ek at mas lUvegbe. Amikor a varazslé Uj oldatot varazsol, a két felhasznalt
uveg szine és tartalma nem valtozik. (4 pont)

E-9. Adott egy O kdzéppontu egységsugaru k kor €s egy e érint®je. Legyen f egy olyan egyenes,
ami mer®leges e-re és k-t két kiulonb6z® pontban metszi. Legyenek f-nek az e-vel, illetve k-val
valé metszéspontjai rendre E, A és B, ebben a sorrendben elhelyezkedve f-en. Legyen az e és BO
egyenesek metszéspontja I. Legyen g az |I-b®I k-hoz hlzott e-t®I killénb6z® érint®, az érintési pontja
legyen J. Tudjuk, hogy g mer®leges e-re. Legyen tovdbba a Bl és az AJ egyenesek metszéspontja

H, valamint legyen az AH szakasz hossza x. Mennyi tx 4) 2? (5 pont)
E-10. Legyen & =3, és minden n 1 esetén legyen @,; = 32". Az aj; ay;:::; axze SZaAMok kozul
hany végz®dik 7-es szamjegyre? (5 pont)

E-11. Egy szabalyos kilencszdg 6sszes oldaldnak és atlGjanak az egyenesét berajzoltuk. Hany
szabalyos haromszoget hataroznak meg ezek az egyenesek? (5 pont)



E-12. Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, hogy melyik két oldalnal van
nyitva Juliska kényve. A kérdései alapjan kiderllt szamara, hogy a két nyitott oldal szama kdzott
volt palindromszam, hatvanyszam, csupa paros szamjegyb®I all6 szam és 6tds szamjegyet tartalmazo
szam is, valamint az egyik szam legalabb 10. Legfeljebb mennyi lehet Juliska kdnyvében a legnagyobb
oldalszdm, ha ennek ismeretében Jancsi ki tudja talalni Juliska valaszaibdl, hogy hanyadik oldalaknal
van nyitva?

Juliska koényvének az oldalai 1-t®I n-ig vannak szamozva és Jancsi tudja n értékét, viszont azt nem
tudja, hogy a kdnyv bal vagy jobb oldalai vannak paros szamokkal szamozva. Azon szamokat nevezzik
palindromszamoknak, amelyek szamjegyeit forditott sorrendben leirva visszakapjuk ugyanazt a szamot,
hatvanyszamoknak pedig azon pozitiv egészeket, melyek el®altrallkban, ahol a és b pozitiv egészek
esb 2. (5 pont)

E-13. Egy 12 f®s bfnbanda egy kerek asztal koril tart megbeszélést. Mindenki maga elé néz, vagy
kdlcsbnbsen beszélget valamelyik szomszédjaval. Hanyféleképpen nézhet ki a megbeszélés?

Két megbeszélést akkor tekintiink kilonbdz®nek, ha van két olyan ember, akik az egyik esetben beszél
getnek egymassal, a masikban nem. (6 pont)

E-14. Toltsétek ki a tablazat mez®it az 1;2;3;4;5;6 szamjegyekkel 9118 9 10
agy, hogy minden sorban és oszlopban minden szamjegy pontosan egy-
szer szerepeljen, és a tablazaton kivilre irt szamok azt mutassak, hogylQf | 6 51
mi a legnagyobb szam, ami el®all az adott sorban/oszlopban két szom- 7
szédos mez®ben all6 szam dsszegeként. Mi a tablazat sarkaiba keril®
négy szam szorzata? (6 pont) 3 116

E-15. Jeldlje t(n) az n szdm szamjegyeinek 6sszegét. Hany jegyy a legkisebb olyan pozitiv egész n,
amelyre t(2n) = 2t(n)? (6 pont)

E-16. Mogus professzor megkeérte Harryt, hogy gondoljon 4 kilénb6z® pozitiv egész szamra, majd
irja fel egy lapra az 6sszes nem Ures részhalmazukban a szamok 0sszegét és ne mutassa meg. Ez-
utan Harry dsszeszorozta a papiron szerepl® 15 szamot, azonban miel®tt Harry elmondta volna az
eredmeényt, Mogus professzor mondott egy olyan pozitiv egész szamot, amelyr®I biztosan tudja, hogy
osztja ezt a szorzatot. Mi a legnagyobb szam, amit Mogus professzor mondhatott? Valaszként a
megoldas 10000-es maradéekat adjatok meg! (6 pont)



E*-1. Hany olyan kétjegy pozitiv egész szam van, amely megegyezik a szamjegyei 6sszegének és a
szamjegyei szorzatanak osszegeével?
A kétjegy" pozitiv egész szamok a 9-nél nagyobb és 100-nal kisebb egészek. (3 pont)

E*-2. Boti, a bébi bastya egy minden iranyban végtelen sakktiblan él. Boti minden éjszaka
alva jar, ami soran mindig atmaszik egy oldalszomszédos mez®re, arra viszont nem emlékszik hogy
melyikre. Minden délben megmondja neki a sakk kiralyn®je, hogy az aktualis mez®jének a négy
oldalszomszédjan hanyszor jart eddig. Ezt a négy szamot mindig véletlenszery sorrendben mondja,
tehat Boti nem tudja, hogy kodzulik melyik szam melyik mez®re vonatkozik. Boti boldog egy napon,

ha biztosan tudja, hogy olyan mez®n van, ahol mar korabbi napon is volt. Leghamarabb hanyadik
napon lehet boldog Boti?

Boti el®sz0r az els® és masodik nap kozti éjszakan jar alva, napkdzben nem valtoztat helyet és emlék-
szik arra, hogy a korabbi napokon miket mondtak neki. (3 pont)

E*-3. Egész szamok egy 10 elem{ H halmazanak dsszes nem Ures részhalmazara képezzik a részhal-
maz elemeinek 0sszegét, az igy kapott 1023 szdm szorzatét jeldlje P. Mennyi az olyan primszamok
0sszege, amelyek barmely, a leirt tulajdonsagokkal rendelkez® H halmazra osztjak a H-hoz tartozo

P szorzatot?

A halmaz minden eleme kil6nb6z®. (3 pont)

E*-4. A Nemzetkdzi Matematikai Diakolimpian mindkét nap 3 feladat szerepel. A feladatok négy
témakorre vannak bontva: algebra, geometria, szamelmélet és kombinatorika. A szervez®k el®zetesen
minden témakorb®I kivalasztanak 3 konnyY, 3 kdzepes és 2 nehéz feladatot. Ezekb®I a feladatokbol
allitia 6ssze a zsfri a feladatsort ugy, hogy teljestljenek a kdvetkez® feltételek:

" Az 1: és 4: konnyY, a 2: és 5: kdzepes, a 3: és 6: nehéz legyen.
" Az l-es, 2-es, 4-es és 5-0s feladatok k6zott mind a négy témakér szerepeljen.
" Egyik nap sem lehet két azonos témakory feladat.

Hanyféle feladatsort allithat 6ssze a zs{ri, ha 1: feladatnak egy algebra feladatot fognak kit{zni?
Az els® napon az 1., 2. és 3., a masodikon pedig a 4., 5. és 6. feladatok szerepelnek. (3 pont)

E*-5. Adott egy O kb6zéppontl egységsugaru k kor és egy e érint®je. Legyen f egy olyan egyenes,

ami mer®leges e-re és k-t két kiulonb6z® pontban metszi. Legyenek f-nek az e-vel, illetve k-val

valé metszéspontjai rendre E, A és B, ebben a sorrendben elhelyezkedve f-en. Legyen az e és BO
egyenesek metszéspontja I. Legyen g az I-b®I k-hoz hazott e-t®l killénb6z® érint®, az érintési pontja
legyen J. Tudjuk, hogy g mer®leges e-re. Legyen tovdbba a Bl és az AJ egyenesek metszéspontja
H, valamint legyen az AH szakasz hossza x. Mennyi {x 4) 2? (4 pont)

E*-6. Moriarty professzor végtelen sokszor feldob egy szabalyos dobokockat. Mennyi a valészin{-
sége annak, hogy el®bb dob 6-ost, mint harom alkalommal paratlan szamot? Valaszként a tort
egyszerfsitett alakjaban a szadmlal6é és a nevez® Osszegét adjatok meg!

A harom paratlan szamot nem kell kdzvetlenl egymas utan dobnia. (4 pont)



“ s

E*-7. Egy varazslénak kezdetben van egy 1 koncentracioju oldata kék, és egy 0 koncentraciéju
oldata piros Uvegben. A varazslé két, kilonb6z® szin{ tvegben Iév® oldat segitségével képes a sem-
mib®I egy U] oldatot varazsolni egy ures kék vagy piros tUvegébe, aminek koncentracidja a két oldat
oldatok koncentracidinak 6sszege? Véalaszként a tort egyszer{sitett alakjdban a szamlalo és

a nevez® 0sszegeét adjatok meg!

Az oldatok nem tolthet®ek at mas lUvegbe. Amikor a varazslé Uj oldatot varazsol, a két felhasznalt
Uveg szine és tartalma nem valtozik. (4 pont)

E*-8. Egy szabalyos kilencszdg dsszes oldalanak és atléjanak az egyenesét berajzoltuk. Hany
szabdlyos haromszoget hataroznak meg ezek az egyenesek? (4 pont)

E*-9. Egy 12 f®s bfnbanda egy kerek asztal korul tart megbeszélést. Mindenki maga elé néz, vagy
kdlcsbnbsen beszélget valamelyik szomszédjaval. Hanyféleképpen nézhet ki a megbeszélés?

Két megbeszélést akkor tekintink kilonbdz®nek, ha van két olyan ember, akik az egyik esetben beszél
getnek egymassal, a masikban nem. (5 pont)

E*-10. Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, hogy melyik két oldalnal van
nyitva Juliska kényve. A kérdései alapjan kiderllt szamara, hogy a két nyitott oldal szama kdzott
volt palindromszam, hatvanyszam, csupa paros szamjegyb®I all6 szam és 6tds szamjegyet tartalmazo
szam is, valamint az egyik szam legalabb 10. Legfeljebb mennyi lehet Juliska kdnyvében a legnagyobb
oldalszdm, ha ennek ismeretében Jancsi ki tudja talalni Juliska valaszaibdl, hogy hanyadik oldalaknal
van nyitva?

Juliska koényvének az oldalai 1-t®I n-ig vannak szamozva és Jancsi tudja n értékét, viszont azt nem
tudja, hogy a kdnyv bal vagy jobb oldalai vannak paros szamokkal szamozva. Azon szamokat nevezzik
palindromszamoknak, amelyek szamjegyeit forditott sorrendben leirva visszakapjuk ugyanazt a szamot,
hatvanyszamoknak pedig azon pozitiv egészeket, melyek el®altralikban, ahol a és b pozitiv egészek
éesb 2. (5 pont)

E*-11. Jeldlje t(n) az n szam szamjegyeinek 6sszegét. Hany jegyl a legkisebb olyan pozitiv egész
n, amelyre t(2n) = 2t(n)? (5 pont)

E*-12. Jeldlje Tx(q(x)) a q(x) polinom legfeljebb k-adfoku tagjaibol képzett polinomot. Legyen p(x)
egy 2026-odfoku egész egyutthatdés polinom, amelyrgpix)) osztja p(x)-et minden 0 i 2026
egészre. Legfeljebb hany kulonb6z® egyutthatdja lehet p(x)-nek?

Példaul T; x*+0x3+2x2+0x 1 =0x®+2x?+0x 1. A Ti(p(x)) polinom akkor osztja a p(x)
polinomot, ha létezik olyan t(x) egész egyutthatds polinom, amelyrdplx)) t(x) = p(x). (5 pont)



E*-13. Benedek két tortszamrdl tudja, hogy a szorzatuk egy egész szam és hogy ®ket egyszersitett
vegyes tort alakban felirva a felirt hat darab egész szam az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamok. Hanyféle lehet ennek
a két tortnek a halmaza?

A g tortszam egyszerfsitett vegyes tort alakjal xahol x a szam egészrészével egyenl® & szam
tortrészének egyszerqsitett tort alakja. (6 pont)

E*-14. Toltsétek ki a tablazat mez®it az 1;2;3;4;5;6 szamjegyekkel uigy, 9118 9 10
hogy minden sorban és oszlopban minden szamjegy pontosan egyszer sz
repeljen, és a tablazaton kivilre irt szamok azt mutassak, hogy mialegndQ} | 6 51
gyobb szam, ami el®all az adott sorban/oszlopban két szomszédos mez®lye
all6 szam dsszegeként. Mi a tablazat sarkaiba kerll® négy szam szorzata

(6 pont) 3 116

—

szamokat ugy, hogy a feltiintetett egyenl®tlenségek mind igazak legyenek. Minden négyzetbe egy
szamot irhatunk be és minden szamot pontosan egyszer hasznalhatunk. Hanyféleképpen tehetjik
ezt meg?

< > < > < > < >

(6 pont)

E*-16. Hany olyan trapéz van, amelynek oldalai egész hosszlUsaguak és a kertilete 85 egység?
Két trapézt akkor tekinttink kilonb6z®nek, ha nem egybevagoak. (6 pont)



# MO A feladat szOvege P
C-1]| 32 Az abran lathaté homokdraban hany cm a narancsszin | 3p
C-2 2 Drakula 6sszeadta a csupa paros szamjegyeket tartalmazo 3p
C-3 9 Hany olyan kétjegy{ pozitiv egész szam van, amely 3p
C-4 | b2 Susu a két batyjaval talalkozott az abran korrel jeldlt 3p
C5| 41 Az elvarazsolt labirintus nevy jaték soran egy 5 6 4p
C-6 4 Aronnak van egy bangladesi és egy német zaszl6ja, melyekdp
C-7| 36 Gandalf vendégul latja Radagastot. Gandalfnak harom 4p
C-8 | 30 Hany olyan perc van egy nap folyaman, amikor a digitalis | 4p
C-9 | 945 Piton professzor 10 diakot szeretne parokba allitani ahhoz, 5p
C-10| 5 Zsuzsi €s ZsO a kinai nagy falon sétaltak. Zsuzsi kivancsi 5p
C-11| 44 Az 5 5-0s sakktablara szeretnénk elhelyezni 5 bastyét 5p
C-12| 7776 A Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpian mindkét nap 3 5p
C-13| 625 Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, | 6p
C-14| 120 Toltsétek ki a tAblazat mez®it az 1;2;3;4;5;6 6p
C-15| 138 A félvér taborban 12 istallé van, melyek egy 3 4-es 6p
C-16| 174 Egy szabalyos kilencszdg 6sszes oldalanak és atléjanak | 6p

# MO A feladat szbvege P
D-1 2 Drakula 6sszeadta a csupa paros szamjegyeket tartalmazo 3p
D-2 | 13 Az abran lathat6 kalapban hany cnd a narancsszin{ rész | 3p
D-3 9 Hany olyan kétjegy{ pozitiv egész szam van, amely 3p
D-4 4 Aronnak van egy bangladesi és egy német zaszl6ja, melyeldp
D-5 | 36 Gandalf vendégul latja Radagastot. Gandalfnak harom 4p
D-6 | 30 Hany olyan perc van egy nap folyaman, amikor a digitalis | 4p
D-7 5 Zsuzsi és ZsO a kinai nagy falon sétaltak. Zsuzsi kivancsi 4p
D-8 | 945 Piton professzor 10 diakot szeretne parokba allitani ahhoz, 4p
D-9 | 7776 A Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpian mindkét nap 3 5p
D-10| 625 Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, | 5p
D-11| 8 Adott egy O kdzéppontu egységsugaru k kor és egy e 5p
D-12| 138 A félvér taborban 12 istallé van, melyek egy 3 4-es 5p
D-13| 120 Toltsétek ki a tAblazat mez®it az 1;2;3;4;5;6 6p
D-14| 174 Egy szabalyos kilencszdg 0sszes oldalanak és atlojanak | 6p
D-15| 16 Jeldlje t(n) az n szam szamjegyeinek 6sszegét. Hany jegyfép
D-16 | 272 Az abran lathatd hét négyzetbe szeretnénk valamilyen 6p




# MO A feladat szbvege P
E-1 | 13 Az abran lathaté kalapban hany cmi a narancsszin{ rész | 3p
E-2 9 Hany olyan kétjegy{ pozitiv egész szam van, amely 3p
E-3 | 36 Gandalf vendégul latja Radagastot. Gandalfnak harom 3p
E-4 | 945 Piton professzor 10 diakot szeretne parokba allitani ahhoz, 3p
E-5 | 7776 A Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpian mindkét nap 3 4p
E-6 5 Boti, a bébi bastya egy minden iranyban végtelen 4p
E-7 | 2520 Beni rajzol egy 7 élY valahany csucsu 6sszefligg® egyszerfip
E-8 | 107 Egy varazslonak kezdetben van egy 1 koncentracioju 4p
E-9 8 Adott egy O kdzéppontl egységsugaru k kor és egy e 5p
E-10| 2025 Legyen a = 3, és minden n 1 esetén legyen @.,; =3%. | 5p
E-11| 174 Egy szabalyos kilencszdg 6sszes oldalanak és atléjanak | 5p
E-12| 625 Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, | 5p
E-13| 322 Egy 12 f®s bfnbanda egy kerek asztal korul tart 6p
E-14| 120 Toltsétek ki a tablazat mez®it az 1;2;3;4;5;6 6p
E-15| 16 Jeldlje t(n) az n szam szamjegyeinek 0sszegét. Hany jegyf6p
E-16 | 6912 Mdégus professzor megkérte Harryt, hogy gondoljon 4 6p
# MO A feladat szbvege P
E*-1 9 Hany olyan kétjegy{ pozitiv egész szadm van, amely 3p
E*-2 5 Boti, a bébi bastya egy minden iranyban végtelen 3p
E*-3 | 17 Egész szamok egy 10 elemf H halmazanak 6sszes nem (r8p
E*-4 | 7776 A Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpian mindkét nap 3 3p
E*-5 8 Adott egy O kdzéppontu egységsugaru k kor és egy e 4p
E*-6 | 101 Moriarty professzor végtelen sokszor feldob egy szabalyos| 4p
E*-7 | 107 Egy varazslonak kezdetben van egy 1 koncentraciéju 4p
E*-8 | 174 Egy szabalyos kilencszdg 6sszes oldaldnak és atlgjanak | 4p
E*-9 | 322 Egy 12 f®s bfinbanda egy kerek asztal korul tart 5p
E*-10| 625 Juliska éppen olvasott, amikor Jancsi elkezdte talalgatni, | 5p
E*-11| 16 Jeldlje t(n) az n szam szamjegyeinek 6sszegét. Hany jegyy 5p
E*-12| 3 Jeldlje Tk(q(x)) a q(x) polinom legfeljebb k-adfoku 5p
E*-13| 3 Benedek két tortszamrol tudja, hogy a szorzatuk egy egész 6p
E*-14 | 120 Toltsétek ki a tablazat mez®it az 1;2;3;4;5;6 6p
E*-15| 7936 Az abran lathaté kilenc négyzetbe szeretnénk valamilyen | 6p
E*-16 | 6391 Hany olyan trapéz van, amelynek oldalai egész 6p
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