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Megoldéasok a C, C+, D, D+ kategoriak feladataihoz
(matematika, 9-12. osztalyosok)

1. (C1.) 10 gyerek iil egy kor alakt asztal koriil, fitk és lanyok vegyesen. Minden fitutol balra
egy kék polos, minden lanytol jobbra egy zold polos iil. Hany lany il az asztalnal?
Megoldas:

Két eset van: vagy iil két azonos nemi egymas mellett, vagy nem. ElGszor azt nézziik meg,
amikor iilnek egymas mellett azonos nemtiek. A szimmetria miatt és az egyszertiség kedvéért
legyen ez két fiu. A baloldali — a feltételek miatt — kék polos és a téle balra ils is kék polos.
Ha az utobbi kék polos gyerek lany lenne, mellette jobbra viszont zdld polos kellene, hogy
legyen, ami ellentmondéas. Emiatt a két fia mellett balra is fita iil. Ezt a gondolatmenetet balra
haladva ismételve azt kapjuk, hogy korbeértiink és mindenki fia. Ez viszont ellentmond annak a
feltételnek, hogy vegyesen vannak. (Ez a gondolatmenet hasonléan elvégezhets, ha két egymaés
melletti lanybol indulunk ki.)

Igy egy a feltételeknek megfelels leiilés csak olyan lehet, amelyben nincs két azonos nemt
egymas mellett. Ez azt jelenti, hogy minden fiti mellett mindkét oldalroél lany il és minden lany
mellett két fia. Konnyen leellenérizhetd, hogy ha minden lanyon kék és minden fitin z6ld polod
van, akkor a feltételek teljesiilnek. Ekkor 5 fiu és 5 lany iil az asztalnél, ez az egyetlen megoldas.

Tehat a valasz az, hogy 5 lany iil az asztalnal.

1/17



Helyi fordul A
25? ngeng 17@ XL Direr ‘Verseny K [
| IMakemakika Mmegoldasok D Dﬂ

Q- 12. osztalyosok ‘
4 kategoria

2. (C2., D1.) Egy tablara felirtuk az 1,2, 3,4, 5 szamokat. Egy lépésben két szamot letorlink,
és felirjuk helyettiik az Osszegiiket és a szorzatukat. (Igy minden 1épés utéan pontosan 6t szam
lesz a tablan.) El lehet-e érni néhany ilyen lépéssel, hogy a tablan

a) szerepeljen a 100-as szam?

b) legyen 3 darab 12-es?

c) legyen 4 darab 33-as?

d) éppen a 26, 32,41, 44, 52 szamok szerepeljenek?

Megoldas:
a) El lehet érni, példaul a kévetkezs modon:

1 2 3 4 5
12 3 9 20
1 5 6 9 20
1 25 6 9 100
b) Ezt is el lehet érni:
1 2 3 4 5
6 2 3 4 5
6 2 7 12 5
6 2 12 12 35
8§ 12 12 12 35

c) Ha két paros szamot torliink le, helyettitk két parosat irunk fel, ha egy paratlant és egy
parosat torliink le, egy péaratlant és egy parosat irunk fel, végiil ha két paratlant torliink le,
egy parosat és egy paratlant frunk fel. Igy a péaratlan szamok szama nem néhet, és kezdetben
3 paratlan szam volt, tehat nem lehet 4 darab 33-as a tablan.

d) A tablan mindig lesz 5-tel oszthatd szam, mert kezdetben ott az 5, ha pedig letorliink
egy b-tel oszthatot, felirjuk a szorzatat egy masik szammal, az is oszthato lesz 5-tel. A végén
tehat nem allhat 26,32,41,44,52 a tablan, mert nincsen koztiik 5-tel oszthato. (Ugyanez a
gondolatmenet 3-as oszthatosagra is miikodik. )
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3. (C+1., D+1.) Egy tablara felirtuk az 1,2, 3,4, 5 szamokat. Egy 1épésben két szamot letor-
link, és felirjuk helyettiik az Osszegiiket és a szorzatukat. (Igy minden 1épés utan pontosan 6t
szam lesz a tablan.) Legfeljebb hany 35-6s allhat egyszerre a tablan néhany ilyen lépés utan?
Megoldas: Két 35-0s allhat a tablan:

1 2 3 4 5
1 2 7 12 5
1 2 12 12 35
3 2 12 12 35
5 6 12 12 35

17 6 60 12 35
17 18 60 72 35
35 306 60 72 35

Most tegyiik fel, hogy néhany lépés utan harom 35-0s szerepel a tablan. A pératlan szamok
szama nem néhet (lasd C2., D1. c¢) rész), és ha két paratlan szam helyett irjuk fel a szorzatukat
és Osszegiiket, csokken is. Tehat, mivel kezdetben harom paratlan szam volt, csak ugy lehet végiil
harom 35-0s, ha két paratlant sosem torliink le. Emiatt a 35-0s0k csak Osszegként keriilhetnek
fel a tablara. Ha viszont egy 35-6st Osszegként kapunk, akkor

e vagy 35 = 1+ 34, ekkor elhasznaljuk az egyetlen 1-est, és szorzatként felkeriil a téablara a
34, amit igy mar nem hasznalhatunk 35-6s elGallitasara

e vagy felkeriil a tdblara szorzatként egy 35-nél nagyobb szam, ami szintén nem hasznalhato
35 elsallitasara.

Igy a mésodik 35-6s tablara irasanal lesz két olyan szamunk, amit nem hasznalhatunk méar fel,
vagyis nem tudjuk a harmadik 35-6st elGallitani. Igy nem szerepelhet ketténél tobb 35-6s a
tablan.
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4. (C3.) Az ABC egyenl§ szara haromszogben AB = AC'. Legyen E az AB oldalon ugy, hogy
ACE< = ECB< = 18° illetve legyen D a C'B oldal felez6pontja. Ha tudjuk, hogy AD hossza
3 egység, akkor milyen hosszu C'E?

Megoldas:

-

Hasznaljuk az abra jeloléseit, legyen K az AD és EC szakaszok metszéspontja. Tiikrozziik
az A csucsot a BC oldalra. Mivel az ABC héaromszog egyenlGszara és BC' az alapja, igy AD
merdleges a BC' oldalra (hiszen AD megegyezik az A-bol indul6 magassagvonallal). A tiikrozés
miatt A’D is merdleges BC-re, tehat A, D és A’ egy egyenesre esnek, valamint

AD = DA’ (1)

Nyilvanvaloan BC A< = BCE< + EC A< = 36°. Mivel az ABC' haromszog egyenlszar,
CAB< = 180° — 2 - 36° = 108°. Igy AEC< = 180° — ECA<x — CAB< = 54°. Korabban
megmutattuk, hogy ADB< = 90°, igy BAD< = 90° — DBA< = 54°. Ez viszont azt jelenti,
hogy az AE K haromszogben FAK < = K EA< = 54°, vagyis az AF K haromszog egyenlGszar,
tehat

AK = FK. (2)

Mivel egy egyenlGszaru haromszogben az alappal szemkozti csticsb6l huzott magassagvonal
megegyezik az ugyanebbdl a cstcsbol hiizott szogfelezdvel, igy DAC'<t = 54°, és tiikrozés miatt
CA'D<x = DAC< = 54°. Ugyanigy a tiikrozés miatt ACB< = BCA'<q = 36°, tehat KCA' < =
KCD<+ BCA'<« = 54°. Igy viszont CA' K< = KCA'<, azaz a K A'C haromszog egyenlGszar,

gy
KA = KC. (3)

Vegil (1)-et, (2)-t és (3)-at kihasznalva:
FC=FK+ KC=AK+ KA = AA'=AD+ DA'=2-DA =6.

Tehat az EC szakasz 6 egység hosszi.
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5. (C4., D4., C+3., D+2.) A kiilonb6z6 pozitiv egészekbdl allo (p, ¢, r) szamhéarmast illuszt-
risnak nevezziik, ha p | ¢+ 7, g | r + 2p, és r | p + 3q is teljesiil. Keressétek meg az Gsszes
illusztris (p, q,r) szamharmast, ahol p, ¢ és r is primszam.
Megjegyzés: x | y azt jelenti, hogy © osztdja y-nak, azaz létezik olyan z egész szam, melyre
x-z=1y.
Megoldas: Mivel p, q, r kiilonboznek egyméstol, ezért biztosan van koztiik legnagyobb. Harom
esetet vizsgalunk meg:

i) Ha p a legnagyobb.
Ekkor p > ¢;p > r miatt 2p > g+ r,dep| g+, ezért p=q+r.
A masik két feltételbe beirva, kapjuk ¢ | 2g + 3r és r | 4¢ + r, innen ¢ | 3r és r | 4q. Mivel
kiilénbo6z6 primek, ¢ = 3 és r = 2, igy p = 5. Ezek tényleg jok is.

ii) Ha ¢ a legnagyobb.
Ekkor ¢ > r;¢ > p miatt 3¢ > r + 2p, de q | r + 2p, ezért r + 2p = q vagy r + 2p = 2q.
Ha r 4 2p = 2q, akkor 2 | r miatt r =2 és 1 +p = ¢, azaz p = 2 és ¢ = 3, de ez nem lehetséges.
Ha r + 2p = ¢, akkor kapjuk p | 2r 4+ 2p és r | 3r + 7p, innen p | 2r és r | 7p, ahonnan (mivel
kiillonbozok) p = 2, r = 7 és ¢ = 11 adodik. Ezek tényleg jok is.

iii) Ha r a legnagyobb.
Ekkor r > p;r > ¢ miatt 4r > p+ 3¢, de v | p + 3q, ezért p + 3¢ = r vagy p + 3q = 2r vagy
p+3q = 3r.
Ha p+ 3¢ = 3r, akkor 3 | p miatt p =3 és 1+ ¢ =r, azaz ¢ = 2 és r = 3, de ez nem lehetséges.
Ha p + 3¢ = r, akkor kapjuk p | p+ 4q és ¢ | 3p + 3¢, innen p | 4q és ¢ | 3p, ahonnan p = 2,
q =3 és r =11 adodik. Ezek tényleg jok is.
Ha p+3q = 2r, akkor p = 2r — 3¢, innen ¢ | 5r — 6q, ¢ | 5r, innen ¢ = 5 adédik. Igy p+ 15 = 2r
éspl|r+5.
Tehéat p | 2(r +5) —p =10+ 2r — p = 25, p = 5. Ez nem lehetséges.

Tehat a feladatnak 3 megoldasa van: p; = 5,¢1 = 3,71 = 2; po = 2,q0 = 11,70 = T,
D3 = 2,(]3 = 3,7”3 =11.
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6. (C5., C+4.) Egy konvex n-szoget szépnek neveziink, ha oldalai nem mind egyforma hosszi-
ak, és tetszGleges bels§ pontjanak az oldalegyenesektdl mért tavolsagainak Osszege 1. Adjatok
meg minden n > 4 egész szamra egy szép n-szoget.

Megoldas:

Azt mutatjuk meg, hogy minden n > 4-re meg tudunk adni olyan konvex n-szbget, amelyre
igaz, hogy barmely belsé pontjanak az oldalegyenesektsl mért tavolsdgosszege allando. Innen
méar nyilvan adodik, hogy van szép n-szog is, hiszen azt megfelel hasonlosagi transzforméacioval
konnyen el tudjuk érni, hogy ez az alland6 érték 1 legyen.

A bizonyitas kettesével 1épkedd teljes indukcioval fog torténni. Jeldljiik S,-nel a meglévs
n-szogiinkre a tetszdleges bels§ pontnak az oldalegyenesektsl mért téavolsagainak Gsszegét!

El6szor paros n-ekre (n > 4) bizonyitunk. n = 4 esetén barmelyik téglalap, amely nem
négyzet jo lesz. Ekkor S; = a + b, ahol a és b a téglalap oldalhosszisagai.

Hatszoget a kovetkezSképpen konstrualunk: a téglalapot két parhuzamos egyenessel cson-

koljuk. Viladgos (a méasodik &bra jeloléseit hasznalva), hogy Sg = S4+u+v, és ez allando, hiszen
Sy és u + v is allando6. El6bbi az indukcié miatt, utobbi pedig, mert mindig a két parhuzamos
egyenes tavolsagat adja.
Hasonlo csonkolassal mindig konstrualhatunk egy szép n-szogbdl egy szép (n + 2)-szoget. Csak
két egyméssal parhuzamos, de olyan irdnyu egyenest kell valasztanunk, amelyekkel parhuzamos
oldalunk még nincs az n-szogben, és ezekkel egy-egy cstcs koriil le tudjuk csonkolni az n-szoget.
KellGen kicsire valasztva a csonkolast, az is fenntarthato, hogy az oldalak tovabbra se legyenek
egyforma hosszuiak.

A paratlan n-ek eseteinek lefedéséhez elegendé megadni egy szép 6tszoget, ebbdl csonkolassal
és indukcioval kapunk minden 5-nél nagyobb paratlan n-re is egy szép sokszoget.Ehhez elGszor
visszalépilink az n = 3 esetre. Van olyan haromszog, amelynek barmely belsé pontjara teljesiil,
hogy az oldalegyenesektsl mért tavolsagosszege allando (szabalyos haromszog). Az egyediili
szépséghibaja az, hogy mindegyik oldala egyenls, de ez most nem baj, mert ebbdl kénnyen
tudunk megfelels 6tszoget késziteni:
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S5 = S3 + u + v, ez allando lesz. Innen ismét indukciéval készen vagyunk.
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7. (C+2.) ABC egyenld szaru derékszogi haromszogben A-nél van a derékszog. D ugy helyez-
kedik el a BC' oldalon, hogy 2C'D = DB. Legyen E a B merdleges vetiilete az AD-re. Mekkora
a CED szog?

Megoldas:
C
D
F
EN_.”
A B
Allitsunk mer6legest az A cstcsbol a BC atfogora A talppontot jelolje F'. Ha a-val jeloljiik
az 4tfogo hosszat (BC = a), akkor CD = &, DB = 2 (D pont a BC szakasz C ponthoz

kozelebbi harmadolépontja a 2 - CD = DB feltetel mlatt) valamint CF = BF = § (F
felezépont). Mindezekbdl kovetkezik, hogy

DF =CF—-CD =

a a
2 3 6

Vegyiik észre, hogy az EDB haromszog hasonl6 az F'DA haromszoghoz, mivel harom sz6-
giik rendre megegyezik (EDB< = ADF'<, hiszen kozos szoge a két haromszognek, DF A< =
BED< = 90°, igy mivel a haromszogek belss szogeinek osszege 180°, FAD< = DBE<), tehat
felirhato oldalaik k6zott a kovetkezd aranyossag:

DE  DF
DB DA’
amit atrendezve kapjuk, hogy
2 2
DE-DA—=DB.DF=°%.4_%
3 6 9
Mivel
a a 2
ezért ezt atrendezve kapjuk, hogy
CD DA (4)
DE CD’

Elmondhatoé tehat, hogy a CDFE és az ADC haromszogek hasonlok, mivel a (4)-ben latott
két oldaluk ardnya megegyezik, valamint az altaluk bezart szog is (CDE< = CDA< koz0s).
Emiatt a tobbi egymasnak megfelel szogiik is egyenld, vagyis DEC< = AC D<t, amirdl tudjuk,
hogy 45° (hiszen ABC haromszog A-nal derékszogi és egyenld szart). Igy CDE< = 45°, és ezt
kerestiik.
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8. (C+5.) Van 51 darab silyunk, mindegyikiik témege kg-ban kifejezve pozitiv egész szam.
Osszesen 100 kg-ot nyomnak. Valaki sorbarakta a sulyokat. Mi egy kétkara mérleg egyik serpe-
nyGjébe beletessziik az elsg stulyt. Ezutan minden lépésben, ha nincsen egyensiilyban a mérleg,
akkor a konnyebb felébe tessziik a sorban kiévetkezé sulyt, ha pedig egyensulyban van, akkor
befejezziik a sulyok felrakasat. Mutassatok meg, hogy a folyamat végén egyensilyban lesz a
mérleg.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy sohasem keriil egyenstilyba a mérleg.

Belatjuk, hogy a k. lépés utan a mérleg mindkét serpeny@jében legalabb k — 1 kilogram van.
Konnytd latni, hogy az els 1épés utéan legalabb 0 mindketts. A masodik 1épés utéan az egyik
serpenyGben lesz a sorban elsd stly, mésikban a sorban mésodik sily, azaz mindkettében > 1
kg van.

Indukcioés 1épés: Tegyiik fel, hogy a k£ — 1. 1épés utan mindkét oldalon legaldbb k& — 2 kg
van. Ekkor a kénnyebb oldalra rakva egy suly, ott legalabb k — 1 kg lesz. A nehezebb oldalon
pedig eddig is legalabb £ — 1 kg volt, mert minden sily egész, és feltettiik, hogy nincsenek
egyensulyban. Azaz a k. 1épés utan mindkét oldalon legalabb k — 1 kg van.

Igy eljutunk odaig, hogy mind az 51 stly felrakasa utan mindkét serpenyében legalabb 50
kg van. Ez csak akkor lehet, ha egyenstulyban vannak. Ellentmondéasba keriiltiink azzal, hogy
sosem vagyunk egyenstlyban.
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9. (D2.) Egy egyenls szari haromszogben berajzoltuk az egyik szogfelezét. Az igy kapott
két kisebb héromszog koziil legaldbb az egyik hasonl6 az eredetihez. Mekkora lehet az eredeti
haromszog szara, ha alapjanak hossza 1 egység?

Megoldas:

Ha a szarszog szogfelezGjét rajzoltuk be, akkor a két kisebb héromszog derékszogid, igy az
eredeti haromszog is derékszogi. Az egység alapu derékszogi egyenld szara haromszog széra
\/Li egység.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az egyik alapon fekvs szog szogfelezGjét rajzoltuk
be. Legyen az ABC' haromszogben |AB| = |AC|, legyen BAC< = «, és legyen a CBA<
szogfelezGjének az AC' szakasszal alkotott metszéspontja D. Az ABC haromszog nem lehet
egyenld oldali, hiszen a szabdalyos haromszog szogfelezGje altal elvalasztott haromszogek nem
szabalyosak; tehat az ABC haromszog alapon fekvd szogei nem lehetnek egyenlék a-val. Az
ABD haromszogben BAD< = BAC< = «, tehat az ABD héaromszog csak ugy lehetne hasonld
az ABC haromszoggel, ha a szarai az AB és az AD szakasz lennének, de |[AD| < |AC| = |AB|.

Tehat csak a BC'D haromszog lehet hasonlo az ABC hdromszoghoz. A DC' B< alapon fekvd
sz6g az ABC haromszogben, tehat az ahhoz hasonl6 BC'D héromszdgben is csak alapon fekvd
sz0g lehet. Igy a DBC< a széarszog, és |[BD| = |BC| = 1. A hasonlésag miatt DBC< =
BAC< = «a, és mivel a BD szakasz szogfelez, DBA< = «, tehat a D AB haromszog is egyenld

szara, és |DA| = |BD| = 1. Legyen |C'D| = z; a hasonlosag miatt % :ggl azaz 1 +x = L.

Atszorozva x + 22 = 1, az egyenlet megoldésa z = f , tehéat az AC szar hossza 1 +x = %

A szar hossza tehat \f vagy ‘[H lehet.
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10. (D3.) a) Egy tarsasag bicikliturat tervez Budapestrsl Miskolcra. A 200 km hosszt ut men-
tén ismernek néhany héazat, ahol megpihenhetnek éjszakara. Tudjuk, hogy az aton (a kezds- és
a végpontot is beleértve) barmely két szomszédos héaz tavolsaga legfeljebb 100 km. Megtehetik-e
biztosan az utat 3 nap alatt, ha semelyik nap sem szeretnének 100 km-nél tébbet tekerni?

b) Hazafelé¢ egy 300 km hosszu dton terveznek jonni, melyen szintén igaz, hogy barmely két
szomszédos haz tavolsaga legfeljebb 100 km, a kezdd- és a végpontot is beleértve. Megtehetik-e
biztosan a visszautat 4 nap alatt, ha semelyik nap sem szeretnének 100 km-nél tobbet tekerni?

Megoldas: a) Megtehetik. Els6 nap menjenek el az utolso héazig, ami nincs téavolabb 100 km-
nél. Azt tudjuk, hogy van ilyen héaz, és ez nem a kezdGpont.

A masodik nap menjenek a kovetkezs hazig. A feltetélek miatt ekkor sem mennek 100 km-nél
tobbet.

A harmadik nap menjenek el Miskolcig. Ekkor szintén nem mennek 100 km-nél tébbet,
mivel a masodik napi haz tavolabb van, mint 100 km.

b) Nem biztos, hogy megtehetik. Egy példa: 4 haz van az tton, a kezdéstdl szamitva 60,
120, 180, 240 km-re. Ekkor minden nap csak a kovetkezd hazig jutnak, azaz 5 nap kell, hogy
megtegyék a tavot.

11/17



|/ ]
Helyi fordul ‘
25?' ngeng m/r;;/ XL Direr ‘Verseny C [ |
L v Vakematika megoldasok D Dﬁ
§0y

sk Q-2 Osztalyosok ‘

kategoria

11. (D5.) a) Albrechtke kapott egy tédbla mogyoros csokit, mely 4 x 6 ,kockabol” all. A mogyo-
roszemek sehol sem esnek a kockdk hatarvonalaira. Minden nap megeszik bel6le néhany kocka
csokit, betartva a kdvetkezd szabalyokat:

(i) az egy napon megevett kockdknak hianytalan téglalapot kell alkotniuk;
(ii) az egy napon megevett részben a mogyoroészemek szdma paros.

Az el nem fogyasztott kockakat nem mozgatja; igy a megmarado csokoladé akar tobb kiilonallo
részbdl is allhat. Mutassatok meg, hogy ha Albrechtke tigyesen vélasztja ki az egyes napokon
megevends részeket, akkor elérheti, hogy végiil legfeljebb egy kocka csoki maradjon.

b) A kovetkezd tabla ugyanilyen csokinal Albrechtke a (ii)-es szabalyt lecseréli a kovetkezd
(iii)-as szabalyra:

(iii) az egy napon megevett részben a mogyoroszemek szama 3-mal oszthato.

Legrosszabb esetben hany kocka fog megmaradni, ha Albrechtke a lehetd legligyesebben eszi a
csokit az (i)-es és (iii)-as szabélyok egyiittes betartéséval?

12. (D-+3.) a) Albrechtke kapott egy téabla mogyords csokit, mely 100 x 100 ,kockabol” all. A
mogyoroszemek sehol sem esnek a kockak hatarvonalaira. Minden nap megeszik bel6le néhény
kocka csokit, betartva a kovetkez6 szabalyokat:

(i) az egy napon megevett kockdknak hianytalan téglalapot kell alkotniuk;
(ii) az egy napon megevett részben a mogyoroészemek szdma paros.

Az el nem fogyasztott kockdkat nem mozgatja; igy a megmaradé csokoladé akar tobb kiilonallo
részbdl is allhat. Mutassatok meg, hogy ha Albrechtke tigyesen valasztja ki az egyes napokon
megevendd részeket, akkor elérheti, hogy végiil legfeljebb egy kocka csoki maradjon.

b) A kovetkezd tabla ugyanilyen csokinal Albrechtke a (ii)-es szabalyt lecseréli a kovetkezd
(iii)-as szabéalyra:

(iii) az egy napon megevett részben a mogyoroszemek szama 13-mal oszthato.

Legrosszabb esetben hany kocka fog megmaradni, ha Albrechtke a lehetd legligyesebben eszi a
csokit az (i)-es és (iii)-as szabalyok egyiittes betartéasaval?

a) 1. Megoldas: Ha a csokiban dsszesen paros sok mogyord van, Albrechtke azonnal felfal

mindent.

Egyébként pedig Albrechtke a kovetkezd stratégiat koveti: minden reggel kettétori a tablat
két téglalap alaku részre. Mivel 0sszesen paratlan sok mogyord van, a két rész egyikébe paros
sok, a méasikban paratlan sok fog esni. A paros részt megeszi, a masik részt pedig félreteszi
masnapra.

Masnap a megmarado, paratlan sok mogyorobol allo részt ismét kettétori két téglalapra; az
egyik rész ismeét paros lesz, amit megehet, a maradékot (a paratlan részt) pedig ismét félreteszi.

Ezt Albrechtke mindaddig ismételheti, amig a maradék csokit két téglalap alaki részre tudja
torni, ami addig lehetséges, amig a maradék téglalap legalabb 2 kockabol all. Igy a folyamat
végeén legfeljebb 1 kocka maradhat meg.

a) 2. Megoldas: Mielstt Albrechtke elkezdené a csokit enni, ugy dont, hogy kokuszreszelé-

ket szor az Osszes olyan kockara, melyben paratlan sok mogyor6 van. Igy ezutan a mogyorokat
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nem kell figyelnie, csak az a lényeg, hogy minden nap paros sok kokuszos kockit egyen meg:
ekkor a megevett adagokban mindig paros sok mogyoroé lesz.

Ha a kokuszos kockdk szédma paros, akkor Albrechtke egy az egyben megehet mindent.
Maskiilonben lesz olyan sor, ahol paratlan sok kokuszos kocka van. Legyen az els§ ilyen sor az
a. sor. Az a. sor f6lott minden sorban paros sok kokuszos kocka van, tehat az az a — 1 db sor
megehetd egy nap alatt (ha egyaltalan léteznek, vagyis ha a > 1). Mivel az a. sor f6l16tt Gsszesen
paros sok kokuszos kocka van, és az a. sorban pedig paratlan sok, tudjuk, hogy az a. sor alatt
is paros soknak kell lennie (hiszen &sszesen paratlan sok van). Igy egy darabban megehetsk az
a. sor alatti sorok is, ha léteznek.

Ezek utan méar csak az a. sor maradt, melyben lényegében ugyanez a gondolatmenet megis-
mételhets: vegylik az els§ kokuszos kockéat. Az ezel6tti kockak nem tartalmaznak kokuszt, tehat
azok megehetdk egyszerre, és az ezutédniak is megehetSk egyszerre, hiszen paros sok kokusz van
benniik. Igy Albrechtke elérte, hogy 1 kocka maradjon meg.

b) Megoldas:

Az alabbi megoldasban a megevett részekre az a megkotés vonatkozik, hogy a mogyordk
szama benniik p-vel oszthato legyen, ahol p tetszéleges pozitiv prim. A D kategoria feladatdban
p = 3, a D+ kategoridban pedig a p = 13 eset szerepel. (Mindkét feladat a) részében pedig
p = 2.) A tabla méretei nem fognak szerepet jatszani. Latni fogjuk, hogy csak az szamit, hogy
mindketts legalabb p — 1.

Elészor megmutatjuk, hogy Albrechtke elérheti, hogy legfeljebb (p — 1)? kocka maradjon
meg. Ehhez felhasznaljuk az alabbi lemmaét:

Lemma. Ha adott n egész szam eqy sorban (aq, as, ..., a,), akkor kézilik kivdlaszthatd néhdny
szomszédos, melyek 0sszege n-nel oszthato.

k

Bizonyitas. Vegyiik minden 0 < b < n-re a by = > a; Osszegeket. Mivel by-bol n + 1 db van,
i=1

lesz koziiliik kettd, melyek n-es maradéka megegyezik, mondjuk b, és b,, ahol < y.

Ekkor n | b, — b, = zy: a;, igy talaltunk y — x > 0 darab szomszédos a;-t, melyek Osszege
i=z+1
oszthato n-nel. " O

A lemméabol kiindulva most belatjuk, hogy ha adott egy 1 x m-es csoki, akkor abbol Al-
brechtke megehet gy kockakat, hogy maximum p — 1 maradjon meg.

Tegyiik fel, hogy Albrechtke az 1 x m-es csokisorbol a lehetd legtobb kockat megette. Ekkor
belatjuk, hogy legfeljebb p — 1 kocka maradt.

Tegyiik fel ellenkezdleg, hogy legaldbb p kocka megmaradt. Ekkor ha gondolatban 6sszetol-
nank a sorbél megmaradt kockékat, a lemma alapjan taldlhatnank benne még egy Osszefiiggd
részt, melyben p-vel oszthatd szamt mogyord van. Szorjunk piros reszeléket ezekre a mezdk-
re, melyek a valésagban nem biztos, hogy Osszefiiggenek: néhany iires helyet kozrefoghatnak.
A kozrefogott helyeken 1évs csokikat Albrechtke bizonyos korabbi napokon elfogyasztotta (és
vilagos, hogy az ilyen napokon csak kozrefogott csokikat evett).
eltoroljiik, melyek kozrefogott csokikbol allnak; és ehelyett a legvégén Albrechtke megeszi a piros
csokikat az Osszes kozrefogottal egylitt egyszerre, melyet megtehet, hiszen azok Gsszefiiggenek.
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Igy talaltunk egy olyan stratégiat, amivel az eredetinél tébb csoki megehetd. Ellentmondéasra
jutottunk, vagyis Albrechtke a legiigyesebb stratégiaval legfeljebb p — 1 darabot hagy meg a
sorban.

Most vegyiink egy k sorbol és m oszlopbol allo csokit. Képzeletben egyesitsiik a sorokon
beliil a kockakat, igy egy 1 x k darabbdl all6 csokit kapunk. Ebbdl az elézé allitas szerint
megehetiink csokikat tigy, hogy legfeljebb p — 1 sor maradjon meg. Majd az egyesitést feloldjuk,
és a maradék legfeljebb p — 1 sorban kiilon-kiilon alkalmazzuk az el6z6 allitast, azaz ezekben a
sorokban meghagyhatunk maximum p — 1 darab kockat.

Osszesen igy legfeljebb (p — 1)? kocka marad meg.

Most megmutatjuk, hogy a legrosszabb esetben meg is marad ennyi. Vegyiik az aldbbi
konstrukeciot: a tébla bal fels6 sarkdban egy (p — 1) x (p — 1)-es négyzetben legyenek csupa 1
mogyoros kockék, az 6sszes tobbi kockdban pedig 0 mogyoré legyen. Ekkor ebbdl a négyzetbdl
akarhogy kivagva egy a x b méreti téglalapot, benne a mogyordk szama, ab nem lesz oszthato
p-vel, mivel p prim, és p nem osztja sem a-t, sem b-t (mivel a-nak és b-nek 0 és p — 1 kozé kell
esnie). Ha a megevendd téglalapunkat 0 mogyoros kockakkal bévitenénk, azzal sem tudnank a
helyzeten segiteni (nem valtozna a p-s maradék). A (p — 1)? db 1-es négyzet igy mindenképp
megmarad. (Ez a konstrukcié mind a D, mind a D+ kategoriaban elfér a megadott tablan.)

p-1

p-1
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13. (D+4.) Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja I. Legyen e az [-n atmend Cl-re
merGleges egyenes. Az e egyenes messe az AC oldalt A’, a BC oldalt B’ pontban. Legyen A”
az A pont tikorképe A'-re, B” pedig a B pont tiikkorképe a B’-re. Bizonyitsatok be, hogy az
A" B" egyenes érinti a beirt kort.

Megoldas:

Lemma. Legyen adott a k kor és az X,Y a koron kivili
pontok gy, hogy az XY szakasz felezépontja a k kozép-
pontja. Huzzuk meg X-bol a p, és Y-bol a q nem pdrhu-
zamos érintdket k-hoz. Legyen a k kor eqy tetszdleges e
érintdjének metszéspontja a p,q eqyenesekkel P és (). Fk-
kor az X P és Y Q) szakaszok eldjeles hosszanak szorzata
allando, bdrmely e érintdt is vettik.

Bizonyitas. Legyen O a k kor kézéppontja. Mivel XO = YO, az X, Y-beli érint6k ugyanak-
kora szoget zarnak be az XY egyenessel, OX P< = QY O< = «a. A P-bdl k-hoz huzott két
érinté p és e, igy X PO<t = OPQ< = (. Ugyanigy PQO< = OQY < = . Az X PQY négyszog
bels6 szogeinek Osszege 2 + 25 + 2y = 360°, igy POX << = 180° —a — 3 = v, és YOQ< =
180° — a« — v = B. Tehat az X PO és YOQ haromszogek hasonloak, igy XP/XO =YO/YQ,
azaz XP-Y(@Q = XO - YO, ami valoban allandé.

Ha P megegyezik az X ponttal, akkor e parhuzamos ¢-val (ami egy 0 - co tipust szorzatnak
felel meg). Meggondolhato ez alapjan, hogy ha P a p egyenesen az X masik oldalan helyezkedik
el, akkor ) is Y-nak a maésik oldalan van, ezért az el6z6 gondolatmenet ugyantigy mikddik.
Tehat az X P, Y (Q elGjeles szorzata allando. 0

C
Tekintsiik most a feladatbeli ABC haromszog beirt korét,

és az A’', B’ pontokat, melyek felez6pontja I, hiszen az
A'CT és B'CI haromszogek egybevagoak. Huzzuk meg
A"-b6l az AC-t6] kiilonbozé érintét a beirt korhoz, legyen
ennek metszéspontja a BC' egyenessel B*. Ekkor a lemma
szerint A’/A- B'B = A’A” - B'B*. Mivel A/A" = —A'A,
ezért B'B* = —B'B = B'B”, tehat B* = B”, és ezt
kellett bizonyitani.
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14. (D+5.) a) A tér minden pontjat kiszineztiik pirosra, sargara vagy kékre. Mutassatok meg,
hogy az aldbbi harom koziil legaldbb az egyik tipust ponthalmaz 1étrejon:

e két kék pont egymastol 1 tavolsagra;
e két piros pont egymastol 1 tavolsagra;
e harom sarga pont egyméstol paronként 1, 1 és 2 tavolségra.

b) Mutassatok meg, hogy a sik pontjai kiszinezhetk harom szinnel tgy, hogy ne legyen 3 olyan
egyszind pont, melyek egymastol paronként 1, 1 és 2 tavolsdgra vannak.
Megoldas:

Definialjuk az I! jelolést. Ez jelentsen ¢ darab pontot egy egyenesen, ahol a szomszédosak
tavolsaga t (t alap esetben 1, ha nem irunk a helyére semmit).

a) Latszolag messzirgl indulva el@szor egy segédtételt latunk be:

Lemma. A hdromdimenzids teret haromszinezve vagy lesz sdrga 2 eqység oldali szabdlyos hd-
romszog, vagy lesz piros ly, vagy lesz kék Is.

Bizonyitas. Ehhez el6szor lassuk be azt az egyszeri kis allitast, hogy a teret akarhogyan is
probalom harom szinnel kiszinezni, biztosan lesz sérga I3, ha nincs piros és kék I, vagyis lesz
két sarga pont egymastol 2 egység tavolsagra.

Ez szinte trivialitas, hiszen kell lennie séarga pontnak (kiilonben lenne piros Iy, vagy kék
ly, véve egy egységoldalu szabélyos haromszoget és skatulya-elv), és a koriilotte 1évé 2 egység
sugari gomb olyan, hogy nem lehet 2 szinezni piros és kék [, mentesen, azaz van még rajta
sarga pont (van a feliilletén egy szabalyos egységoldali haromszog és megint skatulya-elv). Ezek
ketten egy sarga l3. Ezen pontok legyenek A és B.

Azon pontok halmaza, amelyek A-t és B-t egy szabalyos haromszoggé egészitik ki, egy olyan
kor, melynek kozéppontja AB felezGpontja, tengelye AB és sugara v/3. Ezen kor minden pontja
vagy piros, vagy kék, am az egység tavol 1év6 pontok kiilonboz§ szintek. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy ez a kor l-alternald (piros-kék kor). Nyilvanvalo, hogy véve az Gsszes egység tavolsagu
pontpart az el6zé 1-alternalé koron, ezek egyik pontja piros, masik kék. Oket egy %g sugaru
koron elhelyezkedd pontok egészitik egységoldalit hdromszoggé, mely kornek a kézéppontja az
egységszakasz felezGpontja és a kor merdGleges az egységszakaszra; és mivel nincs se piros, se kék
lo, 1igy ezen korok sargék, tehat egyiitt egy sarga toruszt alkotnak.

ANl

N
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A torusz belsé atmérdje konnyen becsiilhetSen kisebb, mint 1, mig a kiilsé nagyobb, mint /3
(hiszen ekkora volt az AB szakasz koriili” kor sugara is), igy ezen a toruszon van sarga 2 oldala
szabalyos haromszog, mivel AB-re merdleges parhuzamos sikokkal metszve a térusznak olyan
3 korét, amelyek AB-re nézve 120°-os elforgatottjai egymasnak, lesz olyan AB-re meréleges
sik, amely ezen korokbol két egység oldalu szabalyos haromszoget metsz ki (folytonossagra
hivatkozva). O

A feladat bizonyitédsahoz tegyiik fel, hogy nincs piros és kék egységszakasz, ekkor az el6z6
lemma alapjan létezik egy sarga két egység oldali haromszog. Vegyiik az oldalfelez pontokat.
Ezek egy szabalyos haromszoget alkotnak. Evidens, hogy ezen csiicsok kozott nem lehet sem 2
piros, sem 2 kék, mert azok lo-t alkotnénak, ami tiltott. Viszont harom pont van, igy legalabb
az egyik oldalfelezé pont sarga, és az oldal két sarga végpontjaval egyiitt ez egy sarga [3-at
alkot.

b) Most legyen a harom szin piros, kék és zold. Ekkor vegyiik a sik egységoldali hatszog-
racsat. Ekkor ha az egyik hatszog piros, akkor a szomszédjai sorra kék-zoldek, és megfelelGen
permutélva, ahol egy hatszoghoz hozzatartozik a vizszintes atmérgjiik alatti hatarpontok, kivé-
ve a ,,jobb legalsot”, és a vizszintes atmérgjiik jobb pontjat. Ezen szinezés nyilvan nem tartalmaz
monokromatikus /3-at, mivel egy hatszogdn beliil nincs, és nem tud ,atugrani” szomszédos hat-
szoget egyik [3 sem.

1. dbra. A hatszogracs szerinti szinezés
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